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认识 到 自己 的 无 知 ,是 过 向 有 操 的 一 大 步 ， 
本 杰 明 ， 狄 斯 寺 利 


第 一 章 ” 数 的 基本 性 质 


本 章 的 标题 简单 地 表达 了 阅读 本 书 所 需要 的 数学 知识 . 其 实 ， 
这 样 简短 的 一 章 呈 是 解释 一 下 “ 数 的 基本 性 质 *"， 所 有 和 这些 性 质 
一 一 加 靶 和 乘法 , 减法 和 除法 , 方程 和 不 等 式 的 解法 ， 因 式 分 解 以 
及 其 他 的 代数 运算 一 一 都 是 我 们 早已 熟悉 的 ， 但 是 本 章 不 是 一 次 
复习 ， 尽 管 这 些 问 题 是 将 悉 的 , 但 我 们 即将 进行 的 概括 的 研究 , 也 
许 象 是 相当 新 奇 的 ;其 目的 不 是 要 对 旧 材 料 进行 一 次 广泛 复习 ,而 
是 要 将 这 些 知识 归纳 成 一 些 简 明 的 数 的 性 质 ， 甚 至 有 些 性 质 好 象 
是 过 于 明显 因 币 无 需 提 及， 但 是 意 想 不 到 会 有 这 人 么 多 不 同 而 且 重 
要 的 事实 , 原来 都 是 我 们 所 要 强调 的 那些 性 质 的 推论 . 

在 本 章 我 们 将 要 研究 的 十 二 个 性 硕 中 ， 头 匹 个 是 美 于 加 法 和 
乘法 的 基本 运算 ， 目 前 我 们 只 考 虚 加法， 这 种 运算 是 对 数 偶 进行 
的 一 一 对 于 任何 两 个 已 知 数 a 和 5 (当然 , 它们 可 能 是 相同 的 两 个 
数 ), 它们 的 和 a 十 5 是 存在 的 。 把 各 法 看 作 可 以 同时 对 几 个 {至少 
三 个 ) 数 米 进行 的 运算 , 并 把 #8 个 数 1，*…， 的 和 十 … 十 0 当 
作 一 个 基本 概念 ， 这 祥 做 好 人 象 是 合理 和 的， 不过， 只 考 虚数 侦 的 加 
法 , 并 将 其 他 的 和 用 这 种 和 来 定义 , 这 样 做 更 为 方便 ， 对 于 三 个 数 
5, 避 及 5 的 和 ， 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 来 求 ， 可 以 先 将 3 与 c 相 
加 , 得 5 5 然后 将 5 加 上 该 数 ， 得 e+ 人 十 6 或 先 将 4 与 5 相 
加 , 然后 将 它们 的 和 9 十 3 加 上 o, 得 (9 十 区 十 & 当然 ， 所 得 到 的 
这 两 个 复合 和 是 相等 的 , 这 个 事实 就 是 我 们 要 列 出 的 第 一 个 性 质 ， 

(PlD) 设 a, 5 和 <¢ 是 任意 数 , 则 

人 十 (十 人 一 (在 十 外 +e, 
这 个 性 质 清 楚 地 说 明 ; 三 个 数 的 和 的 单独 概念 是 多 余 的 。 我 们 简 
* 2 4 


单 地 用 e++5+e 表示 数 e+ (十 朱 三 (3 十 从 廿 ec 四 个 数 的 加 站 要 
求 同 祥 的 考虑 , 虽然 稍微 复杂 些 ， 将 符号 4 二 5 十 ce 十 8 定义 为 
(C1) Cato) +e) +d, 
或 (2) 《4 十 (8 二 +e)) 十 他 
或 (3) G 十 (( 十 十 从 ， 
或 (4)] 如 十 (十 Ke 十 可))， 
或 (5) 《G 十 本 十 (ce 十 四 
这 个 定义 是 确定 的 , 因为 这 些 数 全 部 相等 ， 幸 亏 , 这 些 无 需 分 别 列 
出 , 因为 它 是 已 经 列 出 的 性 质 P 1 的 必然 结果 ， 例 如 ,由 P 工 知 
(n+b) +e=at (B+e), 
由 此 立即 可 知 (1) 和 (2) 是 相等 的 ，(2) 和 (3) 的 相等 是 P 1 的 直接 
推论 , 虽然 初春 时 可 能 不 易 痢 出 (必须 将 3 十 ¢ 看 成 为 了 1 中 的 5， 
t 看 臧 为 6 )， 等 式 (3)=(4)==(5) 的 证 法 也 是 简单 的 ， 
可 能 容易 想到 ， 应 用 P 1 也 是 以 证 明 : 用 可 能 有 的 十 四 种 方 
起 把 五 个 数 相 加 , 其 结果 均 相等 , 但 车 不 具体 列 出 这 十 四 种 形式 的 
和 , 我们 可 能 没有 那么 容易 想 出 恋 怎 样 合 理 地 安排 这 个 证 明 , 以 上 
沙 受 是 可 行 的 , 但 当 考 虑 六 个 .七 个 或 数目 更 多 的 数 的 集合 时 ， 我 
们 宁可 不 用 它 . 对 于 任 闪 有 限 个 数 相 ,…, 的 集合 , 用 这 种 方法 证 
明 其 所 有 可 能 的 和 之 相 狠 , 是 完全 不 适当 的 . 虽然 这 种 相等 的 事实 
可 以 认为 是 当然 的 , 得 车 不 怕 麻 糯 想 要 证 明 它 (这 值得 麻烦 一 次 )， 
在 第 23 题 中 已 经 略 述 了 一 个 合理 的 途径 今后 ,我 们 通常 将 不 言 
而 喻 地 根据 这 一 古 的 结论 , 和 干 询 不 管 圆 括 攻 的 排列 , 将 和 写成 
加 十 十 本 
下 曾 提 出 数 0 的 一 个 很 重要 的 性 质 : 
《PP 2 ) 设 a 为 任意 数 , 则 
q+ 0=0+ a= 
在 我 们 所 列 的 第 三 个 性 质 中 , 0 也 起 重要 作用 : 


《了 3 ) 对 于 每 一 个 数 6 都 有 一 个 数 一 6 使 得 
GE 十 (一 的 = (一 四 十 4 一 0. 
性 质 P 2 应 当 还 提出 一 个 数 和 的 特性 , 可 以 宽 奈 的 是 ,我们 已 经 训 
能 证 明 这 个 特性 . 事实 上 , 对 于 任意 一 数 4, 设 有 一 数 & 满足 
好 十 省 一 儿 

则 xz 一 0f 从 而 对 于 所 有 的 数 w, 这 等 式 也 成 立 ). 证 明 这 个 断言 的 方 
蒜 没 有 别 的 , 只 要 从 上 列 方程 的 两 边 减 去 Ge， 即 在 两 边 加 上 一 4 即 
可 ,如 下 列 详细 的 证 明 所 示 , 汐 了 证 明 这 一 运算 是 正确 的 ， 所 有 三 
人 性 质 P1 一 3 都 要 用 到 . 


设 让 十 和 一作 
则 {一 外 十 (g++ 科 二 (一 中 十 4=0; 
至 此 ((—D+D +r=0 
因此 0+w= 0 
因此 t=0. 


正如 我 们 刚才 所 暗示 的 ， 将 减法 看 成 是 由 加 法 引伸 出 来 的 一 
种 运算 , 是 比较 方便 的 ， 我们 将 9 一 5 看 成 是 4 十 (一 b) 的 缩写 式 . 
这 样 , 应 用 类 似 手 刚才 解 方 程 4 十 x*=& 时 所 几 的 一 系列 步 又 (每 一 
步 均 根据 Pl1, P 2 或 P 3 得 到 ), 俐 能 求 出 基 些 简单 方程 的 解 ， 秽 
如 : 设 


好 十 3 一 5 
出 {z+ 3) 二 {一 3) 一 5 十 (一 3); 
因此 XY+ {3+ (9))~=5—3=2; 
六 此 +0=2; 
因此 汉 二 2。 


当然 , 只 有 在 你 认识 到 这 样 费 劲 的 解法 总 可 以 被 不 代 之 前 , 才 会 对 
这 种 解 靶 感 兴趣 . 实际 上 , 为 解 一 个 方程 而 如 此 详细 地 列 出 所 依据 


的 性 质 P1， 了 2 和 了 P3 (或 我 们 将 要 列 出 的 进一步 的 性 质 中 的 芷 
» 4+* 


一 个 ) 来 ,往往 只 会 浪费 时 间 . 

加 法 的 性 质 只 有 一 个 尚 须 所 出 , 当 考 虚 a.5 和 6 三 数 的 和 时 ， 
只 提 到 两 种 和 : (a 十 是 6 和 十 (8 十 6)， 实 际 上 , 苍 改 变 o. 了 和 
6 的 顺序 , 便 可 得 到 另外 几 种 排列 。 它们 的 和 都 是 相等 的 , 这 是 根 
据 

《P 4) 设 a 和 5 是 任意 的 数 , 则 

db=b+. 

P 4 着 重 指出 , 虽然 数 侦 和 的 加 法 运算 似 与 两 数 的 顺序 有 关 , 但 
实际 上 不 是 这 样 ， 不 是 所 有 的 运算 都 有 这 种 性 质 ， 记 住 这 一 事实 
是 有 用 的 ， 例 如， 减法 就 没有 这 种 性 质 : 通常 a 一 5 壮 2 一 9， 我们 
顺便 问 一 下 ， 只 有 当 慎 么 上 时候 才能 使 a 一 5=8 一 gf? 有 趣 的 是 ， 我 
们 发 现 , 如果 只 应 用 性 质 P 1 一 P4, 我 们 将 无 法 处 理 这 个 问题 ， 由 
代数 的 最 基本 的 运算 知 ,， 只 有 当 g=5 时 才 有 94 一 5 二 $5 一 g。， 然 而 ， 
这 个 事实 不 可 能 由 性 质 P1 一 P 上 导出 , 仔细 地 用 初等 代数 检查 一 
下 ,看 场 一 (或 几 ) 步 不 能 由 Pl1 一 P 4 推 得 ， 这 样 做 是 有 益 的 ， 当 
提出 另外 一 些 性 质 之 后 ， 我 们 的 确 能 详细 指出 每 一 步 的 根据 ， 不 
过 , 说 来 也 奇怪 ,这 个 关键 的 性 质 却 包 会 葬 潜 . 

乘法 的 基本 性 后 幸亏 和 加 让 的 基本 性 质 相 类 伺 ， 只 要 稍 加 解 
释 即 可 ， 其 意义 和 推论 均 应 清楚 ，( 和 初等 代数 中 一 样 , a 和 8 的 
乘积 将 用 a*6 表示 ,或 简单 地 用 o6 表示 , ) 

CP5) 设 ao, 6 和 6 为 任意 数列 

a* CBre) = Co:b):e, 
(P68) 设 & 为 任意 数 , 则 
Qo:l=1:0=6. 
并 且 上 六 0， 
(提出 1 直 0 这 个 断言 , 好 象 是 一 忻 奇 怪 的 事 , 但 我 们 必须 把 它 提 出 
来 ， 因 为 无 法 在 已 列举 的 其 他 性 质 的 基础 上 证 明 它 一 一 如 果 只 有 
和 有 


一 个 数 0 时, 这 些 性 质 都 成 立 . ) 

(CP7) 对 于 每 一 个 数 4 二 0, 必 有 一 数 e-: 使 得 

oq = 10 二 1, 
(P83) 设 a 和 5 为 任意 数 , 则 
不: 在 一 站 .全 

值得 强调 的 一 个 细节 是 在 P 7 中 出 现 的 e 关 0 这 个 条 件 , 这 个 
条 件 是 十 分 必要 的 , 因为 对 于 所 有 的 数 六 0:5 二 0， 所 以 没有 一 个 
数 0- 能 满足 0.0-:=1， 对 于 除法 来 说 ,这 个 限制 有 重要 的 影响 ， 
正如 碱 法 用 加 法 来 定义 一 样 ， 除 法 也 可 用 乘法 来 定义 : 符号 a/b 
意味 着 4.571. 因为 六 :没有 意义 ,所 以 4 也 没有 意 浆 一 除 以 0 
总 是 不 定 的 . 

性 质 P 7 有 两 个 重要 的 推论 ， 设 a.5=a.0, 则 未 必 5=c; 因 
为 车 5=0， 则 不 论 2 和 < 等 于 多 少 ，a:$ 了 和 as 都 等 于 0 但 车 
G 二 0 则 坊 一 全 这 可 由 了 7 推导 如 下 : 


设 GO 一 0 以 及 4 庆 0， 

出 全 
因此 (a 9) :b= (0 ig) es 
因此 1:b=1.0; 

因此 b=¢6, 


设 a-5=0, 出 或 者 4 一 0 或 者 5 二 0, 这 也 是 P 7 的 一 个 推论 ， 实 际 
上 ， 


车 .0b=0 日 5 天 四 ， 
则 a (ob) = 
因此 (07) b=0 
因此 1:5=0; 

因此 | b=0, 


《可 能 出 现 4 和 z 都 黎 于 零 ， 当 我 们 说 “或 者 6=0 到 者 %=9 ”时 


和 


并 不 排除 这 个 可 能 性 ， 在 数学 中 “或 者 "二 字 总 是 具有 “是 这 一 个 
或 是 另 一 个 , 或 两 者 都 是 ”的 意思 . ) 

P 7 的 第 二 个 推论 通常 用 来 解 方程 ， 例如， 设 一 个 数 满足 

(一 JJ (7—2) =0, 

那么 ,或 者 xz 一 1==0, 或 者 % 一 2=0; 由 此 得 xz=1 或 2 一 2. 

根据 迄今 所 列 出 的 八 个 性 质 , 我 们 所 能 证 明 的 内 容 还 很 少 . 提 
出 下 一 个 性 质 ( 这 个 性 质 和 包含 加 法 和 羔 法 的 运算 ) 之 后 ， 将 会 迅速 
地 改变 这 种 情况 . 

CP9) 设 6,5 和 5 是 任意 数 , 则 

a (b+e)=ab+ oe, 

(注意 , 根据 P 8， 等 式 (646) .4 一 38.a+e:a 也 是 成 立 的 . ) 作 为 应 
用 P39 之 一 例 , 我 们 现在 来 求 什么 了 时候 a 一 5=b 一 a: 


设 b=b~0, 

则 (a—D) 十 有 一 (一 同 +b=b+ (6 
四 此 让 一 二 十 五 一 人 

因此 go= (bib—0 toa=8+ 5, 
从而 全 "(十 1) 二 男 , C1 十 1)， 

所 以 a=b, 


P 9 的 另 一 全 庶 用 是 用 来 证 明 断 言 a+0=0, 这 个 断言 我 们 早已 提 

出 ， 黄 至 在 第 6 页 的 证 明 中 已 经 用 到 它 (你 能 提 到 在 什么 地 方 

吗 ?) ,纵然 第 一 次 提 旭 这 个 事实 时 宙 有 加 以 证 明 , 我 们 也 没有 把 它 

作为 一 个 基本 性 质 列 出 ， 只 用 Pi1 一 P 8 不 可 能 证 明 这 个 事实 , 天 

为 数 0 只 在 美 于 加 法 的 P 2 和 P 3 中 出 现 ， 而 上 述 的 断言 却 涉及 

委 靶 .应 用 P 9 就 容易 证 轩 它 ,虽然 可 能 不 是 显然 的 ， 我 们 有 
G0+ar0=ar 0+0) 

= 0"0; 


ai a ee op ee i a ~“ 


正如 我 们 曾经 提 和 到 的 , 由 上 式 ( 两 边 加 上 一 Ca: 路) 立即 可 得 40 一 
0, 

P 3 的 一 系列 进一步 的 推论 ， 可 以 帮助 解释 一 个 稍 难 理解 的 
法 则 : 即 两 个 负数 的 知 积 是 正 数 。 首先 , 我 们 证 明 ( 一 0) :b= 一 (a* 
芭 这 个 比较 容易 接受 的 斯 言 ， 为 了 证 明 它 , 我 们 注意 到 

《一 打下 十 让 " 瑟 一 [一 G) talb 
一 0 
=0. 
由 此 (两 边 加 上 一 (a 四) 即 得 (一 中 "0= 一 (49: 丰 ， 现在 注意 到 
C—OD (+[— 0]=(—D) (D+ 
=(—D)*[(—5) +8] 
一 (一 的 :0 
一 由 
于 是 ,两边 加 上 (a 如 ) 即 得 
《一 的 光一 的 一作 
因此 , 两 个 负数 的 乘积 是 正 数 的 事实 是 P1 一 了 P 9 的 推论 . 换言之， 
如 果 我 们 要 P 1 至 P 了 9 成 为 正确 的 ， 则 必然 得 出 上 述 关 于 两 负数 


和 


迄今 所 研究 的 P 9 的 各 种 推论 , 虽然 有 趣 并 且 重 要 , 但 是 却 都 

没有 真正 地 揭示 出 了 9 的 意义 ， 因 为 我 们 毕竟 可 以 将 这 些 性 质 分 

别 列 出 实际 上 , P 9 几乎 是 所 有 代数 运算 的 依据 ， 例 如 , 虽然 我 

们 已 经 指出 如 何 解 下 列 方 程 

. x—1) tw—2)=0, 

但 是 我 们 很 少 遇 到 这 种 形式 的 方程 ， 我 们 多 半 遇 到 如 下 的 方程 
2 一 37 十 2 一 0。 

“因子 分 解 ”7 一 85 十 2 二 (z 一 了 ) (x 一 2), 实际 上 是 三 次 应 用 P 9: 


¢ 


{x—1)'(t—2)=2- 人 一 2 十 (一 1 一 2) 
一 东 : 人 十 罗 (一 2) 十 (一 1) :r+ {—1):(—2) 
一 虽 十 ZT( 一 分 十 (一 切 ] 十 2 
一 2 一 3X 十 2， 
说 明 P 9 重要 性 的 最 后 一 个 事实 是 : 我 们 每 次 将 阿拉 伯 数 码 
相 乘 时 , 实际 上 都 用 到 这 个 性 质 ， 例 如 , 下列 计算 


省 下 列 方程 的 简明 的 排列 ， 
13.24=13:(2.10+4) 
=13.2.10 十 13.4 
一 26,10- 十 52. 
(注意 , 在 坚 式 计算 中 将 26 向 左 称 ， 相 当 于 写 26:1 站 乘法 13:4= 
52 也 是 应 用 P39: 
18.4= (1.10 二 +3) -4 
=]: 10. 4 十 3 
一 4.10 十 1 
一 4,10 十 1.10 十 名 
一 (4 十 贡 :10 十 2 
一 5.10 十 2 
一 52， 
性 质 PI 一 卫 9 都 有 描述 性 的 名 称 , 这 些 名 称 虽然 都 无 需 记 住 ， 
但 是 有 了 名 称 往 往 便 于 引用 ， 我 们 将 惜 此 机 会 把 性 质 P1 一 P9 殉 
在 一 起 , 并 指出 其 常用 名 称 . 
(P1)( 加 法 结合 律 ) 4 十 亿 十 太一 (9 十 及 十 2。 


《下 2)( 加 靶 单 位 元 的 存在 ) 6+0=0+G 一 纪 

CP 3)( 加 祷 逆 元 的 存在 》 d+ (—0)=(—D+0=0. 

《P 4) (加 法 交换 律 ) o+b=b+6. 

(P 5) ( 莱 法 结合 律 ) 0 (b.0) = CoB) °c. 

《P 6) ( 莱 法 单位 元 的 存在 ) 9*1=1:qa=9; 1 二 0 

(P7})( 羔 潜 逆 元 的 存在 ) a 1 一 gq 1*0 二 1, 共 中 4 二 0. 

(P3) (乘法 交换 律 ? qb=b:a,. 

(PP 外 (分 配 律 ) GQ* (B+e)=0b+a: ce, 

尚 需 列 出 的 数 的 三 个 基本 性 质 是 关于 不 等 式 的 . 不 等 式 虽 然 
在 初等 数学 中 很 少 遇 到 ， 但 在 微 积分 中 却 起 重要 的 作用 不等式 
的 两 种 记 法 ,sa<8Ca 小 于 5) 和 a>5(a 大 于 5), 是 紧密 相关 的 ; 
a<b 和 5>6 的 意义 相同 (因而 1<3 和 3>1 只 是 同 一 断言 的 两 
种 写法 ). 满足 4>>0 的 数 a 称 为 正 数 , 满足 9 过 0 的 数 4 称 为 负数 . 
于 是 正 数 可 雇用 过 来 定义 , 反之 ; 9<<b 可 以 表示 五--# 是 正 数 ， 其 
实 , 将 所 有 正 数 的 集合 作为 基本 概念 , 用 呈 表 示 ， 并 将 所 有 的 性 质 
都 用 P 来 表示 , 这 祥 做 是 方 屠 的 : 

《P10) (三 分 律 ) 每 一 个 数 e 满足 并且 只 满足 下 列 三 种 情况 中 
的 一 种 : 

(i 5 一 0， 

《ii a 在 集合 内 ， 

Gii》 一 a 在 集合 P 内 . 

《P11) (加 法 封闭 性 ) 若 a 和 5 在 P 内 , 则 5+86 在 PP 内 . 

(了 P12) ( 著 法 封闭 性 ) 若 4 和 8 在 :PF 内 ， 则 a*3 在 三 内 ， 

这 三 个 性 质 需要 下 列 定义 来 补充 : 
车 as 一 5 在 三 内 “ 则 称 o> 如 
匠 ba 则 称 C<B; 
车 4 或 6=D 则 称 a 之 如 . 


中 ID * 


车 Ge 或 4= 瑟 则 称 a<B.s* 

特别 要 注意 ; 当 且 仅 当 4 在 户 内 时 e>0， 

关于 不 等 式 的 所 有 常见 的 事实 , 尽管 它们 好 象 是 基本 的 , 但 却 
都 是 P10 一 P12 的 推论 ， 例 如 ， 若 a 和 5 为 任意 两 数 ， 它们 只 清 
是 下 列 三 种 情况 中 的 一 种 : 

(iy a—b=0, 

(ii》 a 一 在 集会 卫 现 ， 

{i 让》 一 《9 一 丰 ==6 一 a 在 集合 了 内 ， 
应 用 刚才 所 下 的 定义 , 可 以 说 它们 只 满足 下 列 三 种 情况 中 的 一 种 ， 


(iy 一 五， 
【ii ab, 
(iiiy 再 > 站， 


一 个 较为 有 趣 的 事实 是 由 下 列 演算 得 出 的 . 车 a<<8, 则 ba 
在 PP 内 ,于 是 (3+0) 一 (9 十 60) 一 定 在 内 ; 需 若 o<b， 则 q+c<5 
十 ce， 同样 地 ,假设 #<<5 和 5<e, 则 


5 一 4 在 内 ， 
且 ce 一 5b 在 PP 内， 
于 是 c 一 4== (6 一 他 十 (8 一 和 在 了 内 , 


这 说 明 , 车 a<3 和 5<t， 则 <e。 (a<5 和 5<e 这 两 个 不 等 式 
通常 简写 成 a<<b<<e, 该 式 包含 了 第 三 个 不 等 式 4<<¢.》 
下 列 断 言 并 不 很 显然 : 如 果 4<0. 和 <0, 则 a5 汪 0， 证 明 时 
所 遇 到 的 唯一 困难 是 定义 的 解释 ， 按 定义 ,符号 q<<0 表示 0>o 
* 符号 之 和 世 有 一 点 会 使 人 迷 感 ， 下 列 商 式 
1 十 1 入 3 


1 十 1 罕 2 


都 是 正确 的 . 尽 黎 我 们 知道 第 一 忒 中 的 起 可 以 用 三 代 赫 , 第 二 式 可 用 = 代 幸 ， 出 现 这 
种 情形 必定 是 去 用 于 具体 的 数 时 ; 这 种 符号 的 用 处 在 定理 1 的 表述 中 表现 出 来 一 这 
里 靠 式 适用 于 a 和 的 某 些 值 ; 而 不 夭 式 运用 于 其 他 的 性 ， 


本 了 了 了 和 


这 意味 着 9 一 4 一 一 在 了 内， 同样 的 , 一 8 在 三 内 , 于 是 根据 P 12 
得 (一 (一念 一 吧 在 已 内 ， 因 而 ob>0. 

如 果 am0, 30 或者 <0,0<0, 则 呈 全 0, 这 个 事实 有 一 个 
特殊 的 推论 ; 著 ae 关 0， 则 中 >>0， 于 是 ， 非 零 之 数 的 平方 恒 为 正 
数 ， 特 别 地 ， 我 们 证 明了 一 个 好 象 十 分 基本 的 结论 1>>0 (因为 
1=1?), 这 个 结论 包含 在 我 们 前 面 所 列 的 性 质 中 . 

车 4<0 则 一 o>>0, 这 个 事实 是 在 本 书 中 将 起 非常 重要 作用 的 
一 个 概念 的 基础 ， 对 于 任意 数 as， 我 们 将 4 的 绝对 值 1a| 定义 如 
下 : 

好， G0 
ial= 1 <0， 
注意 , 除 一 0 之 外 , |4| 恒 为 正 数 . 例如 , 我 们 有 | 一 31= 3, 171= 7， 
I1+w 2 一 3 =1+w2 一 ww 3 和 11+w 2 一 10|=、/10 一 
M3 一 1 一般 地 说 ,研究 任何 包含 绝对 值 的 问题 时 ， 最 直截了当 
的 方法 是 将 各 种 情形 分 开 讨论 ， 因 为 绝对 值 一 开始 就 是 按 多 种 情 
形 定义 的 。 这 种 方法 可 用 来 证 明 下 列 关于 绝对 值 的 非常 重要 的 事 
实 . - 
定理 1 对 于 所 有 的 数 a 和 6, 我 们 有 


latBiselal+18l, 
证 我 们 应 考 虚 四 种 情形 ; 
(1) qazm0, bo:0; 


(2) oz 站 BO0; 
(3) as<0, b>0; 
(4) as0, <0. 
在 情形 (1) 中 , 我 们 也 有 9 十 b=0, 因此 ,该 定理 是 显然 的 ; 事 
实 上 ， 
[gs 十 下 一 ce 十 3 一 18| 十 皮 |， 
加 


于 是 , 在 这 种 情形 中 , 等 式 成 立 ， 
在 情形 (4) 中 我 们 有 a+ass0, 于 是 等 式 再 次 成 立 : 
[ea 十 站 | 一 一 (ae 十 贡 一 一 4 二 (一 矶 一 1al 填 | 下 |。 
在 情形 (2) 中 , 有 ezz0 和 5<0 ,我 们 必须 证 明 
| 十 五 | 过 C 一 已 ， 
因此 , 这 种 情形 可 以 再 分 为 两 种 情况 ， 如 果 十 5 关 0， 那 么 我 们 必 
须 证 明 
G+ ba—b, 
即 六 一 下 
上 上 式 当 然 成 立 , 因为 了 是 负数 ,而 一 5 是正 数 ， 另 一 种 情况 , 若 a 十 
5<0, 我 们 必须 证 明 
一 4 一 st 一 让 
即 4 
上 式 当 然 成 立 , 因为 & 是 正 数 ,而 一 4 是 负数 ， 
最 后 , 注意 情形 (3) 直 接 能 得 到 证 明 , 只 要 利用 情形 (2) 将 a 与 
5 对 调 即 可 . 
虽然 这 样 处 理 绝对 值 的 方法 (将 各 种 情形 分 开 考虑 ) 有 了 时 是 唯 
一 可 用 的 方法 , 但 经 常 有 更 简单 的 方法 可 以 应 用 ， 其 实 , 对 于 定理 
1 有 一 个 简短 得 多 的 证 法 .这 种 证 法 是 由 观察 
[lal = 
后 得 到 启发 的 .〈 这 里 , 并 且 贯 穿 全 节 , MV “表示 :的 正 的 平方 根 ; 
这 个 符号 只 有 当 zz0 时 才 有 定义 , ) 我 们 现在 注意 到 
(lotr6)) := (4+):=0+20b+ 训 
夺 作 十 21aj*|5| -82 
-=al:+21el:181+12l 
= (lol-r 1581?. 
了 由 此 推 蜂 出 |4+ 志 | 中 十 18|， 这 是 因为 当 和 都 是 非 负 时 ， 
' + 


好 一 护 意 味 着 4<< 妨 这 个 事实 留 给 读者 证 明 (第 5 题 ). 
最 后 观察 一 下 我 们 刚才 证 明 的 定理 : 仔细 观察 以 上 任何 一 种 
的 证 明 便 能 看 到 , 若 e 与 五 则 号 ( 即 两 者 都 是 正 的 或 都 是 负 的 ) 或 
两 数 中 的 一 数 为 0, 则 
|e 十 站 一 |a| 十 | 有 |。 
若 a 与 2 符号 相反 , 则 
1a 二 Bl<1G| 十 | 二 | 
在 将 结束 本 童 时 ， 我 们 来 研究 一 个 运 今 仍 被 忽视 的 微妙 的 要 
点 , 在 严格 地 研究 数 的 性 质 时 需要 用 到 它 ， 在 叙述 性 质 9 之 后 , 我 
们 证 明了 a 一 5 一 5 一 4 意味 着 4 一 如 这 个 证 明 由 建立 
q: (1+1)=68:{1+1) 
开始 , 由 此 我 们 断定 4=& 这 个 结果 是 由 方程 4+(1+1) = 二 B+ (1 十 
蕊 的 两 边 除 以 1 十 1 得 到 的 ， 除 以 0 是 绝对 要 避免 的 ,因此 必须 承 
认 ， 上述 论 点 之 正确 是 基于 已 知 1+1 二 0， 列 出 第 24 题 的 目的 是 
为 了 使 你 粗 全 这 个 事实 不 可 能 单 狼 由 性 质 P 1 一 P 9 证 出 ! 不 过 ， 
一 旦 有 了 P 10, P11 及 P12, 证 明 就 很 简单 : 我 们 已 经 看 到 1 之 0 因 
而 1+ 1>0, 于 是 1 二 1 二 0 
前 一 段 的 论证 , 也 许 只 会 使 你 更 加 感到 , 费 脑 筋 去 证 明 这 样 明 
显 的 事实 是 可 笑 的 , 但 是 公正 地 评论 我 位 目前 的 情况 , 将 会 有 助 于 
认为 如 此 仔细 认真 地 考 氏 是 有 道理 的 ， 我 们 在 本 章 中 假设 数 是 热 
悉 的 对 象 , 并 且 假 设 P1 一 P12 只 是 明确 地 陈述 显然 的 ,熟知 的 数 的 
性 质 然而， 要 证 明 这 种 假设 是 困难 的 ， 虽然 我 们 在 学 校 里 学 会 
如 何 与 数 “ 打 交道 *， 但 对 于 数 到 底 是 什么 扔 然 是 模糊 的 ， 本 书 的 
很 多 地 方 专注 二 解释 数 的 概念 , 并 且 在 本 书 结 束 之 前 , 我 们 将 会 十 
分 熟悉 这 个 概念 ， 但 在 整 本 书 中 , 我 们 需要 与 数 打 交道 ， 因 此 , 有 
理由 直列 地 认为 , 我 们 仍 未 彻底 地 理解 数 ， 我 们 还 可 以 说 , 无 论 最 
益 用 忻 么 方法 来 定义 数 , 它们 都 必须 具有 性 质 Pl 一 P12. 
» I = - 
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本 登 大 部 分 的 内 容 就 是 想 提出 有 力 的 证 据 玉 说明: P1 一 P 12 
的 确 是 为 了 导出 式 他 常见 的 数 的 性 质 所 必须 假定 的 基本 性 质 ， 有 
些 习 题 ( 它 们 是 从 P1--P12 诱导 出 来 的 关于 数 的 其 他 事实 ?也 是 用 
来 作为 进一步 的 证 据 , 现 在 仍 有 一 个 关键 的 问题 , 即 Pl 一 P12 能 否 
真正 说 明 数 的 全 部 性 质 ， 其 实 , 我 们 即将 看 到 它们 并 非 如 此 . 在 下 
一 章 中 , 性质 P1 一 P 12 的 不 足 之 处 将 变 得 十 分 明显 ， 纠 正 这 些 缺 
陷 的 真正 含意 却 不 是 那么 容易 看 出 的 ， 我 们 所 要 找 的 这 个 决定 性 
的 添加 的 数 的 基本 性 质 是 深刻 而 且 微 妙 的 , 它 与 Pl 一 P 12 很 不 相 
同 . 要 找 出 这 个 关键 性 的 性 质 需 要 本 书 第 二 部 分 的 全 部 工作 . 在 第 
一 部 分 的 剩余 内 容 里 , 我 们 要 开始 注意 为 什么 需要 添加 一 个 性 质 ， 
为 了 研究 这 个 问题 , 我 们 将 不 得 不 更 性 细 地 研究 我 们 所 谓 的 “ 数 ”， 


习 是 


1. 证 明 下 列 各 式 . 
{jj 了】 车 对 某 一 数 ma 和 0 ox 二 则 x=1， 
(i) 形 一 撩 一 (一 的 (十 猛 - 
(ii) 性 妇 一 恩 , 则 5 一 8 或 z 一 一 纺 
(iy) 和 一 扩 一 【2 一 的 【2 十字 让 十 芝 ) ， 
CV 一 扩 一 (8 一 的 (or 十 如- 区 十 十 鸡 生 ?十 加 -全 。 
(Yi 大 十 所 一 他 十 力 ( 姑 一 页 十 欠 ) (这 一 题 有 一 种 特别 容易 的 证 法 ， 
应 用 (iw); 它 也 指明 当 是 奇数 了 时， 如 何 移 x* 十 六 进行 因 式 分 
解 .) 
2， 下 列 的 "证明 ” 错 在 哪里 ? 霸 #==#, 则 
22 一 2 
T= 一 
(x 二 加 (一 殷 二 #2 一 切 ， 
* 十 二 六 
2y=#, 
.2 
二 旦 于 所 


3. 证 胃 下 列 各 题 . 
(1i) 宙 46 半 0, 革 全 = 民 


b be 
(ii) 设 冯 gd#0, 则 和 十 和 一色 二 22 
fiii) 设 9, 办 直 0, 则 C6 本 = 区 -1 (为 了 证 明 这 一 题 , 必须 回忆 (06)! 
的 定义 性 质 .) 
(iv) 设 如 40, 则 与 ' 手 = 于: 
Cv) 设 bod 和 0, 则 各/ 导 = 虹 . 


(Vi) 设 & 9 坟 0, 则 当 且 仅 当 a4=5c 时 全 一 全， 并 确定 何 时 冬 = 之 . 


4 求 下 列 各 苯 中 “所 有 的 数值 . 
Ci) 4 x3—27. 
{i) 5 一 省 2 8. 
fiii 5 一 42< 一 2。 
《iv ) GD 3) >0, (两 数 的 乘积 什么 时 候 是 正 的 1) 
CY) 2 一 2 十 2 盖 0， 
{vi) 3 于 和 二 12 
(viiy wt 一 光 十 10>>16. 
fwiiiy 32 十 省 十 1 
{ix) 《名 一 下 ) (和 十 5) (一 扫 盖 站 
(Xx) (2 一 名 了) (sD) > 
(xi) ZF. 
{Xii) s+37<4,.: 
(xiii) 去 十 二 二 >0. 
(xiv} Fi>0. 
5。 证 加 下 列 各 题 ， 
Ci》 设 4 三 b 和 5 二 让 则 gtocbtd 
{ii) 设 2 到 有 则 一 $< 一 a. 
《ii 宙 # 志 5 和 6 则 9 一 5 三 一 条 
To 站 


wa 


*8. 


10. 


Civ) 设 ac<5 和 + 出 加 < 天 5 
f(v) 设 e< 和 ece<0 贡 ac 一 12 
(viy 设 9>1, 则 二 a. 
Cvii) 设 0<a<1 则 as 一 ea 
{Viiy 设 Dac<a 和 10 和 <t 刚 ic 一 BE 
(ix) 设 0 且 8 要 则 时 一 如， (应 用 (二 7,》 
《X) 设 a bw0 和 守之 可, 则 4 之 5，( 应 用 (ix), 反 证 .》 
已 禹 之 qa 过 ,证明 


oa 一/ 西 < 于 ?< 


注意 , 只 要 设 9,8>0, 无 需 另 设 4 过 8 便 能 得 到 不 等 式 V6 二 (gq 十 5) /2 
这 个 事实 的 推广 见习 题 二 , 20. 
{2) 证 z+==y", 并 且 % 是 奇数 ， 证 明 =#. 提示 : 先 说 明 为 什么 只 要 
考虑 > 届 然后 证 明 x 六 和 二 4 都 是 不 可 能 的 ， 
(b) 设 z5* 一 J*, 并 且 % 是 偶数 , 证 困 xz 一 # 或 二 = 一 乡 
虽然 不 称 式 的 基 李 性 质 是 用 遍 有 正 数 的 此 合 己 来 陈述 的 ， 并 且 雪 是 用 
下 来 定 头 的 , 但 这 个 有 硕 序 可 以 着 出 . 设 P10 一 P12 被 代替 如 下 : 
(P'10) 对 于 和 任意 数 e 和 包 性 有 且 仅 有 下 列 情况 之 一 : 
(ii a=6, 
{ii 站 < 
(iji) 5<a 
(PITD 对 于 长 意 数 m 疡 和 o 省 a<5 和 bo Mae, 
CP'13) 对 于 任意 数 5 和 6, 若 a<<b, 则 ae<B5 二 ce. 
(P 13) 对 于 任意 数 由 和 6. 才 4b 和 0<e, 则 arc 过 be. 
证 明 P10 一 P12 可 以 作为 定理 导出 . 


， 用 译 少 去 掉 一 个 绝对 值 符号 后 的 形式 来 表示 下 列 各 题 ， 


(iy lw 2+vV3—vV 5+vT|, 

Ci | 上 (ea 十 加 一 1 后 一 和 二 

(iii}y [latdit+iel—latst+el)l. 

(iy) |x: —2ey+ :1, | 

(vy) [v2 tv 3 lv -v7 1)l. 

用 去 掉 绝对 值 符号 后 的 形式 来 表示 直列 各 题 ， 必要 肝 可 以 分 几 种 情况 
*» 7 " 


Ci} |9 十 直 | 一 人。 
{iiy 1sl 一 二， 
《iii |x#|— lz 1. 
(iv) 4 一 |(e 一 |al) |， 
11， 求 干 列 各 题 中立 所 有 的 值 . 
(Ci) |s—3|=8, 
(ii)y |y% 一 3| < 一 8. 
(Ciiiy |z 十 4| <2， 
{ivy lz—1|+|z—21>1, 
vv) lz 一 1| 十 | 十 1 过 22， 
Cvi) lz—t|+iw+1)<i. 
Cviiy |z—1|:|z+1i|=0. 
(viii) |z—1l:|#+2|=3. 
论证 明 下 列 各 是 . 
Ci) layl =1e):19. 
Ci) 设 s#0, 则 反 |= 襄 . (下 胃 读 题 的 最 好 方 法 是 回忆 一 下 lz 上， 
是 什么 意思 ,) 
网 x bE 
(ii) 设 # 半 0 则 国 =| 所 |. 
(iv ) lz 一 9 所 |?| 十 |#|. 《作出 非常 短 的 证 明 , 》 
(yizl 一 | 好 乏 1z 一 让，( 证 靶 如 果 适 当 , 可 以 非常 简短 . ) 
vi) (lz 一 IDE 近 lz 一 让 《为 什么 本 题 可 以 立即 由 (Y) 推 得 切 
{vii) |# 十 # 十 2| 委 |Y| 十 上 [十 131。， 指 出 向 时 等 式 成 立 , 并 证 之 . 

13， 两 数 和 中 之 大 者 用 Dax(w, 护 表示 ， 比 如，max( 一 1,3) = 
max {3,3) 一 3 和 inax( 一 1, 一 办 二 Wax( 一 4, 一 耻 = 一 lz 和 #8 中 之 
者 小 用 min(s, 护 表 示 ， 证 明 

max tx, tt lel ， | 


mint{z, 多 = le ， 


通过 诸如 maSKtW 扩 3) 一 tnaxt3, max (ty 2) 的 关系 导出 max tz, 芒 #) 
人 


和 min (xz, 多 z) 的 公式 ， | : 
14，{a) 证 明 1al 二] 一 9|，( 刀 雇 是 处 要 被 多 种 情况 搞 乱 ， 先 证 明 当 ee0 
时 上 式 成 立 , 然后 说 明 为 什么 当 ws0 时 上 式 显然 成 立 .) 
{b) 证 明 : 当 有 具 仅 当 |al 志 Bb 时 一 Se<5， 特别 , 由 此 可 得 
—lol<osial-. 
(lc) 用 此 事实 重新 证 朋 |at+5| 志 jal 十 15|. 
7*15。 ta&) 应 用 第 1 和 第 7 辆 证 易 : 若 立 和 ## 不 同时 为 小 出 
十 六 和 0 
Ei - 
对 每 个 z 庆 0 和 某 些 正 或 负 的 #( 比 如 8= 士 加 ， 上 列 各 式 都 是 正 的 ; 因 
此 好 象 有 理由 将 关 号 用 盖 号 来 代替 ， 虽 然 这 样 替代 是 正确 的 ， 但 我 们 
尚未 证 明 它 (见习 是 七 , 9)， 本 题 的 (b) 和 (9) 提 出 一 个 直接 的 证 法 ， 证 
明 半 号 戌 立 ， 
(b) 应 用 下 列 事实 
2 十 23# 十 搓 一 (者 十 的 2 人 
证 明 兰 十 xz3 十 护 <0 之 披 次 必 时 臻 矛盾 ， 
(¢) 用 类 似 方 法 证 明 : 若 zY 和 # 不 同时 为 0, 则 
de2 5x9 A920, 
3g2+529+ 3y:>>0, 
**(d)》 设 z 和 # 不 同时 为 零 , 证 用 
二 十 人 名 二 六 十 #0。 
*16， (a) 证 其 
只 有 当 z=0 或 了 = 一 0 时 人 十 的 :一 天 十 久 ， 
只 有 当 严 一 0 或 Yg=-0 或 X= 一 ”时 八 十 几 3 一 好 十 把 
《b) 应 用 第 15 期 , 求 条 时 ( 信 十 的 4 一 玉 十 更， 
**(tc) 试 集 何 时 ( 十 办 5 一 gw 十 六 ， 提 示 : 由 人 十 抢 5 一 45 十 辐 这 个 慨 进 可 
以 推 得 : 当 wy 地 0 时 江 十 2229 十 2z87 十 六 二 0。 这 一 等 式 意 昧 着 
{# 十 四? 二 十 2 二 六 (人 十 扩 。 
| 现在 你 应 能 推测 何 时 {w 十 扩 *= 二 x* 十 #9 共 证 明 见 习题 十 一 , 41， 
17。(a) 设 如 一 46 宕 0， 证 明 下 列 两 数 
bv —b—v bd 
2 ? 2 


吓人 


8 


的 满足 方程 江 十 就 十 6=0. 

(by 投 如 一 0 过 0, 证 明证 有 一 个 数 # 能 请 是 空 十 玫 十 6 一 0， 其实, 对 
于 所 有 的 “有 2 十 bx 十 ec>>0， 提 示 :“ 配 平方 ”, 即 写 

rc= (+b2):+? 

《ce 应 用 这 个 事实 , 重新 证 明 : 车 YY 和 # 不 同时 为 0, 则 x 十 wy 二 #7 滨 0. 

《di 当 立 和 # 不 同时 为 上 了 肘 虹 些 数 能 满足 zw 十 axy 十 六 守 99 

Ce) 求全 十 bz 十 和 gx: 十 Bx 十 ce( 其 中 5 和 人) 的 最 小 值 ，( 应 用 (}) 中 的 
技巧 . 

对 于 所 有 的 数 oa, 在 守 0 这 个 事实 看 起 来 很 简单 ， 然而 却 是 许多 重要 不 

等 式 得 以 建立 的 基本 思想 ， 遍 有 不 敌 式 的 始祖 是 许 下 尔 花 不 等 式 : 

mtr VT ET. 

在 下 列 三 种 关于 许 豆 尔 兹 不 等 式 的 证 站 提要 中 ， 兵 有 一 点 是 共同 

的 一 一 它们 都 是 以 “对 于 所 有 的 有 经 之 如 这 个 事实 为 基础 的 . 

a) 此 证 明 

{Ti+ 7 (i 二) 二 (人 的 十 本 2 十 (2 一 二 
从 而 导出 许 巨 尔 兹 不 刹 式 . 

Cb) 设 对 于 某 一 数 4, 有 ==4 如 和 42== 入 2s， 证明 许 瓦 和 兹 不 等 趟 中 
的 等 式 成 立 . 设 总 一 # 一 0， 证 用 许 无 尔 兹 不 移 式 中 的 等 式 成 立 ， 
现在 假设 六: 和 #: 不 同时 为 0, 并 且 没 有 一 个 数 人 能 满 是 一 A¥ 
和 xs 一 4gaz。 则 

Oc (Ag 一 澡 站 2 十 【放手 
= od) + Ci i), 
应 用 第 17 题 , 完成 许 瓦尔 兹 不 姜 冻 的 证 明 ， 
tc) 应 用 258 扫 好 十 拉 ( 该 式 如 何 导 出 亲 以 及 


一 一 Eh 2 二 
下 ~ gt pd rien 十 3 ( 污 令 和 1, 再 令 # 2)， 


米 证 明 许 瓦尔 益 不 等 式 . 
Cd) 分 别 由 上 列 三 个 证 明 推出 ; 只 有 当 妨 = 护 =0 或 当 有 一 个 数 合 

得 二 Ay 和 Xs 二 Ay; 时 ， 土 式 才 成 立 。 

在 我 们 下 面 的 作业 中 ， 关 于 不 敌 式 的 三 不 率 实 是 关键 的 ， 虽 绕 将 
在 正文 的 适当 位 置 提出 其 证 盟 ， 但 是 亲自 研究 这 些 问 题 将 比 阅读 完全 
现 或 的 证 明 能 得 到 更 多 的 启发， 虽然 这 些 命题 的 内容 包括 某 些 古色 的 


S20 + 


19, 


?20， 


*21, 


+22， 


数 , 但 大 它们 的 基本 要 和 骨 是 很 简单 的 ; 设 * 充分 接近 wo 且 3 充分 接近 
#0, 则 8 十 扩 接近 zo 十 加 ,28 接近 xzogo 并 且 1 请 接近 118go， 在 这 些 命题 
中 由 现 的 符号 "ce ?是 希腊 字 基 的 第 五 个 , 并 且 可 以 用 比较 常见 的 罗马 字 
苹 来 代 殉 ; 然而 , 在 用 到 这 些 定理 的 行文 中 , 使 用 = 已 成 为 淮 以 更 改 的 
习惯 ， 


设 
jz—zo |< 字 和 ls—p < 

证 明 

1 (十 的 一 《ze 十 加 < 人 

] 他 一 女 一 (oo 一 加 <e 
设 

一 ie _ 一 — 
loo | min (grpatFy  )R lyn | <gera FD 
证 盟 
12 一 2 的 | < e. 


{记号 “min" 在 第 13 题 中 已 经 定义 过 , 但 当时 所 列 出 的 公式 与 此 处 不 相 
于 ; 在 上 列 的 假设 中 , 头 一 个 不 欧式 意味 着 


pj 
lss) ry Tel 


论证 时 , 有 了 时 需要 第 一 个 不 等 式 ， 有 上 时 舌 用 第 二 个 不 等 式 ， 尚 需 注 意 : 
因 在 慨 设 中 只 有 关于 2 一 zx。 和 # 一 y 的 信息 ， 因 此 在 证 明 对 必然 要 用 
色 含 ww 一 Vw 和 一 yo 的 形式 来 表示 za 一 ago 


设 直 0 甩 
ly—gl <min( set, 二 
证 明 # 关 0 且 
了 工 _ 工 
¥ yo 
将 下 列 式 中 的 问号 用 包含 e, zo 和 和 的 表达 式 来 代 规 ， 使 共 结 论 庇 够 


成 立 : 设 如 天 0 上 用 
ly—yol<? 和 zs 一 zol<cr 
则 g 关 0 且 
2Z1*» 


,bi nb mE PEP 


+23， 


24, 


1. 


3 -2 |< 
yy Yo 
因 几 平 元 需 守 么 演算 ， 共 解答 恒 能 由 第 20 及 21 古 推 样 {注意 
光 计 二 F111 拉 , 从 这 个 音义 说 , 本 是 是 星 然 的 、 关键 在 于 不 要 混淆 , 断定 
要 先 用 这 商 题 中 的 嚼 一 题 , 侵 使 你 的 答案 有 点 不 象 的 话 , 也 不 要 恐 懂 . 
本 题 指出 : 和 与 揪 号 的 实际 排列 不 相 于 .其 证 明 包 含 “ 数 学 归纳 法 "， 
假使 你 不 熟悉 这 种 证 法 两 仍 想 解决 送 个 问题 ， 可 以 留 蒜 第 二 章 之 后 解 
决 , 第 二 章 将 介绍 用 归纳 革 的 证 法 . 

为 确定 起 见 , 我 们 约定 各 十 … 十 杨 表示 

二 {Gr 二 (十 十 (C852 十 (wi 十 ) +)， 
于 是 十 8s 十 0 表示 十 (qz 十 90) .而 和 十 9z 十 十 tr 表示 

页 十 《gr 十 (十 丰 ))， 
等 等 . 
《a) 证 明 
{十 二 和) 十 hj 三 但 十 十 + 

提示 ; 对 必用 归纳 法 . 

《by 证 明 , 若 8 加 则 
{十 二 0 十 (1 十 十 的 ) 二 全 十 … 十 On。 

提示 : 应 用 (4) 给 出 一 个 对 天 用 归纳 法 的 证 明 ， 

《c) 以 aba …, 9 表示 由 四, …， tm 构成 的 茹 个 和 ， 证 明 


二 
提示 ; 必 有 两 个 和 37 (0, 0) 与 8* (qr, 64) ,能 得 
S(O 8) = 2" {94 + H+ 8 CO 7 OE)} 

如 果 我 们 把 “ 数 ” 形 解 为 0 或 1， 藉 且 将 十 和 :定义 为 满足 下 列 两 表 的 
运算 ， 

十 昌 1 * 站 

ol] ol|1 ol vo | 0 

i| 1 | 0 1| 0 | 1 


验证 性 质 下 1 一 P9 都 成 立 , 即 使 1 十 1=-0. 


选 题 解答 


{ 二 人 人 一人) 一 《9013 一 1 一 也 


10, 


(i) 提 基 = 总 则 0 一天 一 拉 一 他 一 甸 志 十 执 , 因此 x 一 =0 或 7 十 #=0， 
即 w=# 或 = 一 妆 ， 
(vi) 将 (iv)} 中 的 # 用 一 y 来 代替 . 
有 一 步 屋 除 以 ww 一 # 二 0， 
(Ci) eb=ebi= (ao) th tie) ={o0) (do) -1 根据 (i ) 一 aelbe. 
(i) Cad+ be) (bd) = (od -+be) (BO = (adt be) (HD) (根据 Cii) 
=a0 tered i=a/b+efd. . 
(i gf- lb DN = {og Db b= 1, 因 此 a bi (Ca) 1. 
{Vv) talb te = {a (et = (m6 (ed YD)}! 
= 0B De ld) =a le =ad(bey = (ad) (bey. 
{i) < 一 1 
iii rv 7 了 或 zc 一 ww 了. 
(wv) 因 知 一 2 十 2 一 《全 一 2 十 说 赵 为 所 有 的 冰 
(vii》z>$ 或 + 之 一 9; 因为 3 和 一 2 是 兴 一 x 一 6 二 的 根 . 
fx yy 或 一 <T<3。 
ixiy 工 < 
{xiji) Ore 
(i) 3 一 6 和 和 9 一 都 在 已 内 ， 困 而 化 一 由 十 td 一 下 荆 认 一 (ge) 
在 五 内 .于 是 8 二 4g 十 ce. 
fily 应 用 (0, 一 0 芝 一 而 于 是 们 意味 着 6 二 人 一 疏 攻 # 十 人 一 丰 ， 
{fy¥ (人 起 一 忠和 一 # 都 在 内 ， 于 是 一 0500 一 拉 一 495 一 be 在 忆 内 , 基 ge 
>he, 
Cvii) 应 用 {iV) ,#0 和 4 之 1, 于 是 < 之 a 
‘ix) 于 8 和 8 分别 代 换 (Y 训 i) 中 移入 
{i} /2+ Ev 5Tw7， 
{iiiy latbl+!lel—latet+el. 
(v) DH 3 tv ST. 
(1) 车 a -Bb 有 E50, 则 为 #9; 
车 a 所 一 了 有 是 $0, 则 为 一生 
车 9 一 8 且 b 寺 0, 出 为 9 十 26; 1 
车 o 达 一 b 且 Brz0, 则 为 一 6 一 20， 
iil) 车 xz 芝 外间 为 区 一 3 


* P38r 


11, <i) 
(iiiy 
(Cv) 
Cvii) 

12, (Ci) 
《ii 
{vy} 


{wii) 


二 


著 友 太 0, 则 为 一 J 一 开 , 
w=11. 一 5 
一 GT 一 2. 
没有 zx* (由 x 这 1 的 距离 加 上 由 #z 至 一 1 的 隆 离 至 少 为 2)， 
=1, —1, 
(IxyD):= (r= = Eel lyl:= 051: 1yD: 由 于 izy| 和 |z|- 
|#| 都 宇 0, 因而 |28i 一 jz :191. 
Isl 二 1zL y= zj 和 (根据 iD)= | 下 "下 《根据 人) 
一 |218|. 
由 (ivy 得 [zj 一 区 一 执 上 委 | 久 | 十 | 一 引 | 于 是 

1z| 一 十 安 |1z 一 引 ， 
1s+yt+ allzs+y|+izl|s| 二 + |y| + [zl. 
设 等 式 成 立 , 则 Hz 十 #| 王 [x| 十 iyl|， 于 是 五 和音 同 号 ， 并 且 , 二 必 
须 与 Y 十 # 同 导 ,因此 2x,# 和 必须 全 部 同 号 (除非 有 一 个 为 六 


第 二 章 ”各 种 类 型 的 数 


在 第 一 章 中 尽管 我 们 谈 到 了 数 的 基本 性 质 ， 也 在 应 用 " 数 ` 这 
个 词 时 却 很 不 严格 ， 现 在 需要 仔细 区 分 各 种 类 型 的 数 . 
最 简单 的 数 是 “计数 的 数 ” 


这 个 数 的 集合 的 基本 意义 用 符号 N (自然 数 natural number 的 
第 一 全 字母 ) 反 屿 出 来 ， 简 略 地 看 一 下 Pl 一 P12 肢 可 发 现 , 我 们 所 
到 的 “ 数 ” 的 基本 性 质 不 适用 于 N 一 一 例如 , P2 和 P3 对 于 和 没有 
意义 ， 从 这 个 观点 来 看 ,系统 N 有 许多 不 是 之 处 ， 然 而 ， 在 我 们 
考虑 更 大 的 数 的 集合 之 前 ， 对 于 应 当 作 的 种 种 研究 ,N 是 十 分 重 
要 的 . 

N 的 最 基本 的 性 质 是 “数学 归纳 法 ?项 理 . 假设 P(xz) 表 示 竹 
质 声 对 于 数 x 成 立 。 数 学 归纳 法 原理 指出 , 若 

(1) PLlD) 是 正视 的 ， 

(2) 只 要 PP() 正 确 , P(E 十 1) 就 是 正确 的 ， 则 对 于 所 有 自然 
数 x 来 说 , P(z) 是 正确 的 . 

注意 , 条 件 (2) 只 是 在 假设 (8) 是 正确 的 前 提 下 断言 P(% 十 1) 
的 正确 ; 如 果 条 件 (1) 也 成 立 ， 这 就 足以 避 证 对 于 所 有 来 说 
P(Y) 都 是 正确 和 的， 其 实 , 共 PC1) 成 立 , 则 PC2} 成 立 ( 将 (2) 应 用 于 
五 二 1 的 特殊 情况 )， 现 在 , 因为 Pt2) 成 立 ， 因 而 P(3) 成 立 ( 将 (2》 
应 用 于 =2 的 特殊 情况 )， 显 然 , 巡 续 应 用 这 种 步 难 , 最 终 能 违 及 
于 每 一 个 数 ,于 是 对 于 所 有 数 石 来 说 ,P(A) 都 能 成 立 ， 

我 们 常用 下 面 的 比喻 米 说 明 数学 归纳 法 原理 .我 们 想象 有 一 
无 穷 队 列 的 人 


ED mh < ai 


1 号 人 , 2 导 人 ,3 号 人 ,+ 

车 要 求 每 一 个 人 将 他 所 听 到 的 一 个 秘密 告诉 给 在 他 后 面 的 一 个 
人 ( 紧 接 在 他 后 面 的 , 有 最 大 号 数 的 那个 人 ), 并 且 我 们 将 一 个 秘密 
告诉 1 号 人 , 这样 ,每 一 个 人 终于 都 能 听 到 这 个 秘密 ， 设 P(X) 表 
示 2z 号 人 将 听 到 这 个 秘密 , 则 根据 上 列 的 要 求 (将 所 听 到 的 秘密 告 
诉 紧 接 后 面 的 一 个 人 ) 便 能 使 条 忻 (2) 成 立 ， 而 将 秘密 告诉 1 号 人 
则 使 (1) 成 立 ， 下 列 的 例子 是 数学 归纳 法 的 正式 应 用 , 有 一 个 有 用 
并 且 引 人 注目 的 公式 ， 它 由 简单 的 形式 表示 出 前 %* 个 数 的 和 : 


1 十 1 
本 a 


为 了 证 明 这 个 公式 , 次 先 广 意 到 对 于 #= 1 该 式 显 然 成 立 ， 现 在 假 
设 对 于 某 一 整 交 加 我 们 有 
1 十 … 十 4 一 ke+， 


则 十 .十 关 十 (二 二 了 一 stD 4 


_ EE 十 1) +2b 十 2 
2 


3h 十 2 
和 2 


_{F+)(E+2) 
2 4 


于 是 对 于 8& 十 1， 原 等 式 也 成 立 ， 根 据 妇 纳 法 原理 ， 便 证 明了 读 式 
对 于 所 有 自然 数 #” 都 成 立 ， 这 个 特殊 的 例子 说 明 一 个 经 常 遏 到 的 
现象 ， 特 别 是 关于 与 刚才 证 明 的 公式 相 类 似 揭 公 式 。 虽然 应 用 归 
纳 法 的 证 明 通 常 是 十 分 简单 的 ， 但 是 用 以 找 出 公式 的 方法 还 是 一 
个 这 第 4 和 第 5 题 说 明 这 种 类 型 的 某 些 公 式 是 怎样 导出 的 . 
数学 归纳 法 的 原理 可 以 用 一 个 等 价 的 方式 来 陈述 ， 而 不 必 涉 
及 数 的 “性 质 "，“ 人 性 质 ”一 词 相当 含糊 ， 在 数学 讨论 中 是 要 如 开 
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药 ， 一 个 更 明确 的 形式 的 陈述 是 : 设 刀 为 任意 自然 数 的 集合 ， 
并 且 

(1) 1 在 万 内 ， 

(2) 每 当 记 在 所 内 时 ,十 1 也 在 44 内 ， 
则 4 为 所 有 自然 数 的 集 舍 ， 显然 ， 这 样 陈述 足以 牧夫 先前 提出 的 
不 够 形式 的 提 法 一 -我 们 只 考虑 满足 已 (2 的 自然 数 z 的 集合 4. 
例如 ， 假 设 4 是 满足 下 式 

lt tm 


的 自然 数 %% 的 集合 ,先前 对 此 公式 的 证 明 表 明和 4 包含 1， 且 若 在 
妆 内 , 则 万 十 1 也 在 和 4 肉 ， 可 见 4 是 所 有 自然 数 的 集合 ， 亦 中 上 式 
对 于 所 有 自然 数 % 都 成 立 . 
另外 还 有 一 个 关于 数学 归纳 法 原理 的 严格 陈述 ， 看 起 来 很 不 
一 样 ， 设 有 4 为 任 嫩 自然 数 的 集合 ， 这 会 诱 使 我 们 说 4 一 定 有 一 个 
最 小 元 ， 实 际 上 , 仔细 推荐 起 来 , 这 种 说 法 是 不 正确 和 的， 自然 数 的 
一 个 特别 重要 的 集合 是 根本 不 包含 自然 数 的 集合 4， 即 “ 空 集 "或 
“ 零 华 "*， 以 应 表示 ， 零 集 久 是 一 个 没有 最 小 元 的 自然 数 的 集 
合 一 事实 上 , 它 各 本 没有 元 、 不 过 , 这 是 唯一 可 能 的 例外 ， 如 果 
4 是 自然 数 的 非 堆 集 ， 则 4 有 一 个 最 小 元 .. 这 个 “直观 并 且 明 显 ? 
的 陈述 即 所 谓 “ 良 序 原理 "可 用 归纳 法 原理 证 明和 如 下 ， 假 设 集 4 设 
有 最 小 元 。 设 了 为 使 1 … % 全 部 不 在 4 内 的 自然 数 % 的 集 、， 显 
败 1 在 8 内 ( 因 车 1 在 4 内 ， 则 4 将 以 1 作为 最 小 元 )、 并 且 ， 车 
1 …, 匀 不 在 4 内， 则 +1 必定 不 在 4 内 (否则 十 1 将 成 为 4 的 
最 小 元 ), 因此 ,1 … 下 上 +1 都 不 在 总 内 ， 这 表示 , 如果 在 上 B 内 则 
* ” 员 招 控 通 常 灾 光 来 说 , 零 集 不 能 成 芭 一 沾染 全， 姐 它 在 许 合 行文 中 十 分 自 的 
地 出 大. 我们 经 常 考虑 由 请 足 某 一 性 质 王 的 所 有 = 组 成 的 靠 4, 往 福 因 不 能 保证 有 任 
何 一 个 数 能 祷 足 吨 而 说 4 可 能 为 必 一 一 实际 上 我 们 常用 指骨 4= 剖 的 区 法 案 证 明王 
闪 是 不 成 立 的 ， 
本 局 六 全 
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& 十 I 在 吾 内 ， 由 此 得 知 每 一 个 数 都 在 下 内 ， 亦 即 对 于 任何 自然 
数 来 说 , 数 1,…, % 都 不 在 4 内 于 是 和 4= 2, 证 毕 . 

也 可 以 应 用 良 序 原 理 来 证 明 归 纳 法 原理 (第 9 题 )， 这 两 个 原 
理 都 可 以 作为 自然 数 的 一 个 基本 假设 . 

还 有 一 种 归纳 法 的 形式 必须 提 及 。 有 时 会 遇 到 这 样 情况 ， 为 
了 证 明 Pl& 十 1), 我 们 不 仅 要 假设 PCE), 并 且 还 要 假设 PC7) 对 所 
有 自然 数 1 成立， 对 于 这 种 情形 ， 我 们 应 用 “完全 归纳 法 的 原 
理 ?: 设 4 是 自然 数 的 集合 , 并且 

(1) 1 在 4 内 ， 

(2) 车 1 …, 站 在 4 内 ,出 才 二 1 也 在 二 内 ， 

于 是 4 是 所 有 自然 数 的 集合 

虽然 完全 归纳 法 的 原理 比 普通 归纳 法 的 原理 看 起 来 强 得 多 ， 
但 实际 上 前 者 是 后 者 的 推论 ， 这 个 事实 留 给 读者 来 证 明 (第 10 
题 ), 题 中 附 有 提示 ， 共 应 用 见于 第 6, 16, 19 和 20 题 . 

“ 递 推定 义 ” 是 与 用 归纳 法 证 明 密 切 相关 的 ， 例 如 数 1( 读 作 
“ 生 阶 葬 ”) 的 定义 是 所 有 小 于 等 于 ”的 自然 数 的 乘积 :; 

RIL].200 (1) 。 知 ， 
”这 个 定义 可 以 更 明确 地 家 示 如 下 : 

(C1) 1!=1, 

{2) nl =nr (nC—1)1. 
定义 的 这 种 形式 明显 地 表示 n!1 和 (x 一 1)! 之 间 的 关系 ， 这 种 形式 
对 于 使 用 归纳 法 证 明 是 很 理想 的 ， 第 21 题 复习 一 个 已 经 熟 巧 的 
定义 , 它 可 以 更 简洁 地 表示 为 一 个 递 推定 义 ， 如 该 题 所 示 , 对 于 该 
定义 的 某 些 基本 性 质 的 严格 证 明 , 确实 融 要 递 推定 义 ， 

有 一 个 也 许 还 不 熟悉 的 定义 ， 它 包含 一 个 将 经 常 使 用 的 简便 
记号 我们 常用 希腊 字母 Z〈 大 写 的 希腊 字母 之 第 十 八字 ， 表 示 
“和 ”) 并 写 
a 呈 记 。 
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fl 


来 代 六 站 | 十 -十 in。 
换言之 ， 人 Sg, 表示 令 i 二 1,2, …, 得 到 的 数 的 和 ， 于 是 
tml 


i=1+2+ 9 


f=1 


注意 ， 实 际 上 字 坪 i 同 - i 所 表示 的 数 没有 关系 ,并且 可 以 用 任 
于 四 下 
何方 便 的 符号 (当然 除外 !) 来 代 震 : 


< (二 1) 
j= 
之 ?一 
“，， 了 (十 1 
和 
了 a 
Sn=++ D 


n= 


为 了 精确 地 定义 2e，， 实际 上 需要 一 个 递 推定 义 


1 
(1) Da, = 


ml 


n 骨 一 1 
(2) Dla = Pata,, 
t= 


但 只 有 一 味 追求 数学 的 严格 性 的 人 才 会 过 分 坚持 这 样 的 精确 ， 实 
际 上 , 我 们 党 用 这 种 符号 的 各 种 变形 而 无 人 认为 需 加 任何 解释 . 例 
如 , 符号 


三 了 内 + 


显然 是 指 
i 十 ti 十 Gs 十 06 十 乓 十 十 Gn， 
或 更 明确 地 写成 
a, 十 Sa,. 
tal Ed 

在 本 党 开头 所 发 现 的 自然 数 的 不 足 之 处 ， 可 以 用 将 该 数 系 扩 

展 为 整数 集 的 办 法 来 部 分 地 加 以 补救 : 

， 一 2 CO—1,0,1,2,* 
该 集 用 Z( 到 德 文 :Zahl( 数 )” 的 头 一 个 字母 ) 表 示 . 在 性 质 P1-— 
P12 中 只 有 P7 对 于 也 不成立. 

取 整 数 的 商 mr/n( 其 中 二 可 得 一 个 更 大 的 数 系 ， 这些 数 
称 为 有 理 数 ， 所 有 有 理 数 的 集合 用 Q( 取 英文 quotients( 商 ) 的 头 
一 个 字母 ) 表示 ， 在 这 个 数 系 中 , Pl 一 P12 全 部 成 立 . 似乎 可 以 浙 
定 ， 我 们 在 第 一 章 中 较 详 细 地 研究 过 的 “ 数 的 性 质 * 只 属于 叫做 四 
的 这 一 个 数 的 集合 ， 然 而 , 有 一 个 还 要 大 的 数 的 集合 ， 性 质 P1 一 
P12 都 能 适用 , 即 所 有 实数 的 集合 ,用 民 表 示 . 实数 不 仅 包含 有 理 数 ， 
而 且 包 含 另 外 的 数 (无 理 数 ), 这 些 数 可 用 无 穷 小 数 表示 ; x 和 /3 
都 是 无 理 数 的 秽 子 . 要 证 明 x 为 无 理 数 是 不 容易 的 一 我 们 将 用 第 
三 部 分 中 第 十 六 章 的 全 部 篇 幅 米 证 明 这 个 事实 , 另 一 方面 , 了 为 
无 理 数 是 很 容易 证 明 的 , 并 且 是 希 工 人 时 就 知道 的 ，( 因 为 毕 达 可 
拉 斯 定理 指出 边 长 为 1 的 等 腰 直 角 三 角形 有 一 长 为 了 的 斜 边 ， 
可 见 希 腊 人 曾经 研究 过 这 个 问题 , ) 其 证 明 是 根据 对 自然 数 的 一 
些 观察 ， 每 一 个 自然 数 ” 都 可 以 写成 中 的 形式 ， 其 中 因为 某 一 
整数 , 或 者 写成 2 十 1 的 形式 ,其 中 必 为 某 一 整数 (这 个 “ 表 显 ”的 
事 突 可 用 归纳 法 简单 地 证 出 (第 7? 题 ))， 具 有 和 形式 的 自然 数 称 
为 公 数 ; 具有 中 十 1 形式 的 自然 数 称 为 奇数 ， 注 意 偶 数 的 平方 为 
价 数 , 奇数 的 平方 为 奇数 : 


人 


《2872 一 402 一 2.(212)， 
{27 十 I)2 一 4 十 4 十 了 一 2 (028? 十 28) 二 1 
特别 是 , 由 此 得 知 其 迁 亦 真 : 车 语 为 偶数 , 则 为 偶数 ; 若 w? 为 柯 
数 ， 则 * 为 奇数 ， 现 在 很 容易 证 明了 是 无 理 数 ， 恨 设 v 开 是 有 
理 数 , 即 假设 有 自然 数 了 和 4 使 得 
2 
(= 
我 们 可 以 假 设 j 和 4 没有 公约 数 《 因 为 所 有 公约 数 一 开 始 就 可 以 
纳 去 )， 现 在 我 们 有 
P=29°, 
这 说 明 p: 是 偶数 , 因而 ? 必 为 企 数 , 即 p= 385， 其 中 必 为 某 一 自然 
数 ， 于 是 | 
. 1 d=29", 
由 此 得 2 = 
上 式 表 示 是 偶数 ,因而 为 偶数 ， 于 是 p 和 9 都 是 偶数 , 这 与 p 
` 和 1 无 公约 数 的 事实 相 了 矛盾 ， 因 此 完成 了 证 明 ， 
重要 的 是 要 明确 上 述 证 明说 明 什 么 ， 我们 已 经 证 明 没 有 有 
理 数 z 能 满足 x? =2。 这 个 论断 通常 可 以 更 简章 地 说 成 为 世 是 
无 理 数 ， 然 而 , 符号 /了 3 疮 味 着 有 某 一 个 数 ( 当 然 是 无 理 数 ) 存 在， 
它 的 平方 是 2， 我 们 尚未 证 明 有 这 样 一 个 数 存 在 , 并 且 可 以 肯定 地 
说 ,目前 还 不 可 能 证 明 它 。 在 现 险 自 任何 的 证 明 均 需 依 据 P1 一 
P12 《我 们 所 提出 的 关于 长 的 性 质 只 有 这 一 些 ); 因为 Pl 一 P12 
对 于 Q 也 成 立 , 同样 的 论证 将 表明 , 有 一 个 有 理 数 的 平方 为 2, 而 我 
们 知道 这 是 不 可 能 的 ，( 注 音 , 倒 过 来 的 论证 进行 不 了 一 一 关于 没 
有 有 理 数 的 平方 为 2 的 证 明 , 不 能 用 来 证 明 没 有 实数 的 平方 为 2 
因为 我 们 的 证 明 不 仅 用 了 P1 一 P12, 而 且 还 用 了 一 个 关于 Q 的 特 
弥 性 质 ， 即 在 Q 内 的 每 一 个 数 都 可 以 写成 p/g， 其 中 ?和 4g 都 
® 31 + 


是 整数 ,) | 0 

在 我 们 所 得 到 的 实数 性 质 中 ， 这 个 特 殊 的 缺陷 当然 可 用 增加 
“一 个 正 数 的 平方 根 存在 ”的 性 质 来 补 玉 ， 然 而 ， 采 取 这 样 一 个 办 
法 , 不 管 是 美学 上 还 是 数学 上 者 不够 洲 疹 ,我 们 仍然 不 知道 ， 当 % 
是 奇数 时 每 一 个 数 有 一 个 % 次 根 ， 当 % 是 候 数 时 每 一 个 正 数 有 一 
个 皇 次 根 ， 即 使 我 从 这 样 慨 证 了 ， 也 还 是 证 明 不 了 有 一 个 能 满足 
六 +z 二 1=0 的 数 x 存在 (即使 恰好 有 一 个 这 样 的 数 ), 因为 我 们 不 
知道 怎样 用 % 次 根来 表示 这 个 方程 的 解 (其 实 , 我 们 知道 它们 的 解 
不 能 写成 这 样 的 形式 )。 当然, 我 们 的 确 不 想 脐 断 所 有 的 方程 都 有 
解 , 因为 它 是 不 对 的 (例如 ， 没 有 实数 2 能 满足 ** 十 1 二 0， 其 实 ， 
这 不 是 一 个 有 成 果 的 研究 方向 ， 最 出 民 不 同 于 久 的 性 质 的 最 有 
启发 性 的 腹 示 ， 以 及 说 明 这 个 性 质 必 要 性 的 最 有 力 的 证 据 , 不 可 
能 单 碎 数 的 研究 中 得 到 , 为 了 用 更 深刻 的 方式 来 研究 实 教 的 性 质 ， 
我 们 必须 研究 比 实数 更 多 的 东西 . 为 此 我 们 必须 从 微 积分 的 基础 ， 
特别 是 微 积分 建立 于 其 上 的 基本 概念 一 一 函数 开始 , 


习 题 
1， 用 归纳 法 证 明 下 列 各 式 . 


;1 
(C3) 1 二 二 = 


(i 十 十 车 一 (十 :十 折 )2 
2， 求 下 列 和 的 公开 
Rn 
(Ci) 六 (和 一 一 1 十 3 二 5 十 心 沾 (28 一 1)。 


tl 
(一) 二 3 十 97 寺 … 十 (25 一 D2。 
f=1 
提示 : 这 两 个 式 子 与 142 十 3 十 “十 28 及 1 十 各 十 于 十 … 十 (C28)? 有 
什么 关系 t 
+ FT + 


， 设 0<b<n, “二 项 式 系 数 "(”) 的 定义 为 


"bt D 
(7) -Fe El ; 加 果 泥 关 0, 83 


(0)-(7)=+. (我 们 车 规定 01 二 1, 则 读 武 变 成 前 一 去 的 特例 . ) 


《ay 证 明 
把 十 二 各 插 
( t )-( (sy | 
《不 需 帅 归纳 法 来 证 . } 这 个 关系 产生 下 列 构 形 ， 称 为 " 崩 斯 卡 三 角 
形 " 一 ~ 不 在 两 条 边 上 的 数 竺 于 在 它 上 面 商 个 数 的 和 ; 二 项 趟 系数 


( 2 ) 竺 于 在 第 aa 行 的 第 大 个 数 ， 
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(b) 注意 在 帕斯卡 三 角形 中 所 有 的 数 都 是 自然 歼 ， 应 用 (a) 和 归纳 法 
来 证 明 (  ) 恒 为 自然 数 。( 用 归纳 法 的 全 部 证 明 ， 在 茶 种 意义 上 
说 , 由 帕斯卡 三 角形 一 看 便 知 . ) 

(©) 用 另 一 各 方法 证 明 (”) 是 自然 数 , 即 证 明 (”) 是 自 1 …, a 中选 
到 正好 上 个 整数 所 成 集合 的 个 数 ， 

(d》 证 明 * 二 项 式 定理 ”: 着 a 和 书 为 任意 歼 且 为 一 自然 数 , 划 


(atDr ot? jos (0 ) oe++( * ao 
1 2 起 一 上 


-Ce 


《8 证 册 
33 


Lae hp pn eh oh i ler em ee 


EO 


7=0 


2 由 粕 识 9 
we 
4. (8》 用 归纳 法 证 明 


1 一 ?na+1 


1 十 # 十 7 十 … 十 池 # 一 y 
1—Y 


设 ? 寺 1( 共 7 一 1, 则 共和 当然 容易 求 出 )， 
(b) 令 8=1 二 7 十 … 十 r*, 并 用 r 滋 读 式 得 另 一 式 ,然后 由 这 两 式 解 出 
屋 , 从 而 导出 (8) 的 结果 ， 
5 二 十 十 m8? 的 公式 可 以 如 下 导出 我们 由 公式 
(+1: 一 属 一 82 十 3b 十 1 
开始 , 取 记 二 1,…,#, 代 人 上 式 然 后 相 加 , 得 
23 一 1 一 3-1: 十 3.1 十 1 
33 一 2 一 82 十 3 二 1 


(十 D3 一 RR 一 3:1 十 3: 半 十 1 - 
人 十 瑟 5 一 1 二 3 和 十 十 和 十 3 十 十 检 ] 十 反 


这样 , 如 果 我 们 已 知 们 ,5( 它 可 用 同样 方法 求 出 ) 便 能 求 出 之 , 呈 . 应 昌 


k=1 . 点 三 1 
这 种 方法 求 
(Ci) 了 十 … 十 9 
《这 lt 二 
2 1 1 1 
C1ii) 13+a.3+ “tim 
。 3 5 Zr 二 1 
(iv) Ta toa.art 十 二 ‘mn 二 1)2” 


*6， 应 用 第 5 题 的 方法 证 明 放 js 总 能 写成 下 列 的 形 或 


rit 


2 + Anr + Bn: ON-3 ee 


《这样 公式 中 的 尖 10 个 是 
ss 于 学 。 


CT EP TE ug 


2 
2 Ei 
上 = 
ls ll 
> 可 十 二 玉 十 宙 友 
1 1 1 ， 
> 一 本 所 十 王公 十 可 扣 9 
uy 1 1 } 1 
4 一 到 4 nL 


Sn 一 wr 十 训 下 十 五 地 一 站 ， 
全 ‘1 


Si = + 襄 天 十 二 Es 一 二 玉 +om 
k=1 


1, 1 tri” nd 2, 
全 a -部 :+ 圳 二 由 


一 _ 1 
Er = 地 + + 让 + ~ 而" 


了 本 + 去 — ln:, 


9 一 10 时 [- 
>- + 到 十 半 -一 外 Tr 五 


三 一 二 + Te + 襄 En 181+ in 一 于 + 


注 总 第 二 列 的 系数 恒 为 于 ， 并 且 第 三 列 以 后 具有 非 零 系数 的 所 有 的 


等 指 数 按 2 复 总 直 寺 到 世 或 为止， 除 尖 两 列 之 外 , 所 有 系数 好 象 相 
当 无 规律 , 但 实际 上 是 有 基 种 规律 的 ; 求 出 其 规律 可 以 作为 一 个 智力 测 
验 ， 详 见习 周二 十 六 , 16.) 

7- 证 明 每 一 自然 数 不 是 偶数 就 是 疝 数 ， 

8- 证 明 游 一 自然 数 的 集合 包含 %, 并 且 当 它 包 含 时 必 也 含 交 十 1， 划 
六 包 含 所 有 汪 mo 的 自然 数 ， 

9. 由 良 富 原理 证 明 数 学 归纳 潜 原 理 . 

» FF 


Er bobit em steer dei mr bee ee pt eb 


10, 


1. 


12, 


*]3, 


14, 


15, 


*16. 


I 


由 普通 归纳 靶 庆 迎 证 明 完 全 归纳 法 原理 ， 香 孙 ; 设 4 包 含 1, 并 且 当 它 

包含 1 …, % 时 必 和 包含 # 十 1, 考虑 二 ,全 在 4 内 的 所 有 天 的 集合 B. 

(a) 设 a 为 有 理 数 而 ?为 无 理 数 ，a 十 上 是否 必然 为 无 理 数 ， 洲 a 与 五 
综 为 无 理 数 , 结果 如 何 ? 

(b) 若 a 为 有 理 数 币 五 为 无 理 数 ， 吗 基 否 必然 为 无 理 数 ? (注音 ! ) 

《c) 有 没有 一 个 数 a 共 平 方 9: 是 无 理 数 但 4 为 有 悍 数 ? 

《dj 有 没有 两 个 无 理 数 , 它们 的 和 与 积 都 是 有 理 数 :+ 

(8) 证明 3 ,AAS5 和 v6 是 无 理 数 .提示 ， 例如 ,证 明生 时 ， 可 应 
用 适 衬 的 事实 , 即 人 每 一 整数 都 可 写成 38 或 3 二 1 或 38 十 2 的 形式 . 
为 秆 么 这 种 证 法 对 于 v4 不 适用 1 

(b) 证 明 坟 2 入 是 无 理 数 ， 

证 明 

(a) MZ 十 V3 是 无 理 数 ， 

(b) M6 一 V2 一 v3 是 无 理 数 . 

(8) 设 = 一 2 十 3， 其 中 了 和 2 是 有 理 数 ,并 且 炽 是 一 自然 数 , 证 明 
2 一 4 十 By 8 ,其 中 和 5 是 有 理 数 . 

(b) 又 证 明 (p 一 M9)”=q 一 了 Vg， 

(a) 说 识 和 和 是 自然 数 并 且 re/ 全 于 2, 试 证 (mm 十 29)3/ (mm 十 科 :2>2; 并 
证 明 


(中 2 
(1m 十 入) 


Cb) 将 所 有 不 多 号 反 向 , 认 明 同一 结果 ， 
(6) 设 m/jn<<V3, 试 证 另外 有 一 个 有 现 数 志 /y 满足 
m/e cv 了 。 

当 自 然 数 4 不 是 另 一 自然 数 的 平方 时 ,好 人 象 V 下 很 可 能 是 无 理 数 .虽然 
第 12 斯 的 方法 确实 可 以 用 来 处 理 任 何 特殊 的 情形 , 但 是 往往 不 晶 预先 
爱 出 这 个 方法 行 得 通 ， 一 般 情况 下 的 证 明 ， 需 要 另外 的 信息 ， 如 果 一 
个 自然 数 ? 不 可 能 写成 p 二 a5, 其 中 a 和 名 为 自然 数 ,除非 其中 一 个 是 
?9 另 一 个 是 1， 则 该 自然 数 称 为 宗 数 。 为 方便 起 见 , 我 们 还 约定 1 不 是 
素数 、 头 几 个 素数 是 2, 3, 5, 7, 11,，13，17, 19。 者 q>1 不 是 一 个 素数 ， 
则 =95, 其 中 4 和 5 均 <n 设 w 或 5 不 是 素数 ， 则 可 同样 地 移 它 分 
稻 因 于 依 此 类 推 ,我 们 可 以 将 和 % 和 守成 案 数 的 乘积 ， 例 如 , 28 二 4-7 二 


一 2 一 2 一 他 -. 
蚁 


二 加 本 


*17。 


18. 


I9. 


pi 


2.2.7。 

{a) 将 上 述 论 正 改 为 用 完全 归纳 法 的 严格 证 明 . (当然 , 任何 明理 的 数 
学 家 将 接受 这 种 非 形 式 的 论证 。 部 分 原因 是 由 于 他 对 如 全 严格 地 
息 述 这 个 珂 题 已 十 分 清楚 .) 

甘于 整数 的 一 个 共 本 定 玩 (我 们 在 这 里 不 证 明 它 ) 指出 ， 除 了 因子 的 次 

序 之 外 ， 上 述 的 因子 分 解 是 诬 一 的 。 这 样 , 例如 28 凑 不 能 写成 其 中 一 

个 是 3 的 素数 的 乘 故 , 也 不 能 写成 只 包含 一 个 2 的 形式 (现在 你 应 能 意 

识 到 为 什么 不 将 1 当 作 一 个 素数 )， 

(b》 应 用 这 个 事实 证 明 ， 除 非 8 一 m, 其 中 二 为 基 一 自然 数 ， 则 vm 是 
无 理 数 。 

(Cc) 证 明 更 一 般 的 情况 , 除非 8 一 mt 则 必 nm 是 无理 数 ， 

(4) 讨论 素数 时 无 不 提 到 欧 儿 里 得 关于 素数 有 无 穷 多 个 的 课 亮 的 证 
骨 ， 通 过 考虑 Pi' pa ……Ba 十 夺 来 证 明 不 可 能 只 有 有 了 良 字 个 素数 
提交 和 

Wa) 证 明 : 如 果 对 于 其 一 组 整数 es-b …,aow x 满足 

Eb i NE de Ee 
则 w 为 无 理 数 , 除非 zx 为 整数 ， (为 什么 本 是 是 第 16 题 的 推广 1 

Cb》 证 明和 M2 十 六 2 是 无 理 数 ， 提示: 由 算出 读数 的 藉 6 次 需 开 始 , 
证 明 伯 和 努 利 不 等 式 ， 设 训 >> 一 了 二 则 

【十 丙 ) "aI 十 六 . 
为 什么 当下 20 时 这 是 显然 的 ? 
理 波 那 契 序列 而, 0 0, … 的 定义 如 下 |， 

Gi], 

好 2 一 1, 

on 一 fa-1 十 ga-i， 对 于 n=3。 

这 个 由 11,2,3,5,8, "开始 的 序列 是 由 不 波 那 披 ( 关 约 1175 一 1250) 

联 系 兔子 问题 洗 现 的 。 装 法 那 架 候 定 最 初 一 对 兔子 每 月 生 一 对 小 锡 ， 

并 得 过 了 两 个 明 等 一 对 新 兔子 同样 地 全 小 免 ， 第 % 月 出 上 生 的 兔子 对 数 

ta 为 如 ri 十 ga-z 因为 以 前 各 月 出 生 的 每 一 对 免 子 各 生 一 对 金子 , 而 两 

个 月 以 前 出 生 的 每 一 对 例子 又 省 生 另 一 对 绝 子 ， 这 个 序列 的 有 趣 结 

的 数目 确实 惊人 ~ 一 甚至 有 一 个 辈 臣 那 契 协 会 出 版 一 杂志 , 叫做 “ 非 臣 

闭 贺 季刊 "证明 

= S37 
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ltv5Y 1 一 Sm 
人 
” v5 
习题 二 十 三 ,8 提出 一 种 推导 这 个 信人 惊 证 的 公式 的 方法 ， 
20。 习题 一 ,6 的 结果 有 一 个 重要 的 普遍 形式 : 若 4,…, mm 关 0, 则 


一 一 和 地 
A sr < to 


(3) 为 什么 当 二 = 对 上 式 成 立 ? 假设 所 有 的 & 不公 相等 , 比如 
说 到 903， 车 6; 和 提 都 用 (5 十 9))12 来 代替 ， 则 “算术 平均 值 ” 
da= 十 下 十 G0) 1% 将 出 现 什么 情况 ?几何 平均 什 ” 

FG = A Gn 
将 出 现 什么 情况 为 什么 重复 这 个 方法 足 能 者 次 之 后 总 能 证 明 
4? {这 里 再 次 是 一 个 科 好 的 练习 : 用 归纳 甘 的 形式 证 明 ， 如 
同 用 非 形式 的 推理 一 样 .) 

前 醒 证 明 中 的 推理 与 另 一 个 有 朴 的 证 国 紫 密 地 关联 着 ， 

{b) 当 # 一 2 时 Gd， 应 用 这 个 订 实 以 及 关于 二 的 归纳 法 ， 证 明 当 
划一 生 时 如 ,所 A | 

(Cc) 对 于 一 般 的 和 4 设 2">p。 应 用 [于 2" 个 数 


Op a Em J。 
ee 
2 一 各 个 
来 证 明 ;去 
21，@* 的 递 推定 义 即 下 : 
他 1 一 全， 


在 9 一 站 8， 你， 
用 归纳 法 证 明 
Dr Sl hE 
| (0) = qn, . 
(不 要 想入非非 ; 只 对 %# 或 对 加 归纳 ,而 不 要 一 起 来 .》 

22， 人 很 定 我 们 已 知 关于 自然 数 的 性 质 P! 和 P4， 但 莱 法 却 未 迷 提 到 ， 下 列 
奋 式 可 以 用 作 乘 法 的 递 推定 义 : 
1:b=%, 

(8 十 1) 五 一 在- 十 四 
证 明 下 淹 各 式 ( 按 照 指定 的 次 序 1): 
3 。 


Gg 了 十 0) 一 q+ 十 0( 痢 归纳 法 于 央 ， 
g'1=m 
9.5 一 6.9 你 刚 证 明 过 58 二 1 的 情形 )， 

23， 在 本 章 中 我 们 从 自 然 数 开 始 逐步 建立 实数 ， 杰 十 分 严格 她 讨论 这 个 过 
程 需 占 一 些 剖 节 ( 见 第 五 部 分 }、 从 来 没有 人 提出 如 何 能 不 经 过 这 个 过 
程 来 得 天 实数 , 但 我 们 车 将 实数 当 作 已 知 的 , 则 自然 数 可 以 定义 为 具有 
4.1 十 1, 1 十 1 十 1， 名 等 形式 的 实数 ， 本 题目 的 是 要 指出 有 一 个 严格 的 
数学 方法 来 党 明 " 等 等 "。 

《a) 如 果 
《1 TI 在 4 内 ， 
(2) 短 当 到 在 4 内 时 8 二 1 也 在 4 内， 
划 这 样 实数 的 集合 4 称 为 归纳 的 ， 证 明 
(1 ) R 是 归纳 的 ， 
(ii) 正 实数 的 集合 是 归纳 的 ， 
Giii》 不 等 于 去 的 正 实数 的 集合 是 归纳 的 . 
(iv) 不 竺 于 5 的 正 实数 的 集合 不 是 归纳 的 
(Y) 设 4 和 有 B 是 归纳 的 , 则 同 时 在 4 与 及 内 的 实数 的 集合 C 出 是 
归纳 的 . 
(b) 若 实数 二 在 所 有 归纳 集合 内 , 则 该 实数 称 为 自然 数 . 
(i ) 证 明 ! 是 自然 数 ， 
(二) 车 到 为 自然 数 ,证 明志 十 1 是 自然 数 ， 


选 题 甫 答 


1. (i) 因为 一 1 (2) (2 1 十 芒 16， 所 以 当 #= 工 时 公式 成 立 , 设 公式 对 
于 天 成 立 , 则 
Lett DD RD (p41) 


= 此 [kh(2k+D+6 人 +D] 


= NrE+2) (2 十 3)] 


D2 (+11+D 
避 ED 


志和 于 罗 和 


5, 


于 是 公式 对 于 十 1 也 问 成 立 ， 


(i) Bi—D)=1+3+8+"+ (24—D) 
?=1 


二 1 十 2 十 3 十 :十 28 一 2 十 -十 拉 
二 {2%) (24 十 1} 一 天 (十 1) 
2 


nk 
{a) 因为 
14++=+ 一 全 ， 
1—r 
所 以 当 % 一 1 时 公式 成 立 。 慨 设 
rr 
了 一 了 
则 
1 
lr 7) 
1—*r 
1—7"**? 
rr 
th) 写 二 1 十 7 十 "十 7* 
ra=r 二 十 r* 十 +"+1 
由 此 得 六 (1 一 7) = 一 fr?5=1 一 ?*+1 
_1—+r*tt 
于 是 er 
{i》 由 
[| 
得 
苇 9 nH 
全 十] 一 1 一 4 六 0D 各 十 4 bn 
k=l k= Pe 
于 是 
n 人 十 六 t 一 1 一 6 十] (2n+1) nmi) 
6 2 
Ze- 
和 4 
KE=1 


人 


11。 


12, 


ns 
《iiiy 由 
1 1 . 
再 一 一 二 
得 


1 1 
ry 
1 不 是 住 数 就 是 奇数 , 共 实 1 是 奇数 , 设 不 是 惕 数 就 是 衣 数 ; 则 可 以 
等 成 证 或 站 十 1， 在 第 一 种 情形 中 ,# 十 1 一 中 十 1 是 奇数 ; 在 第 二 种 情 
形 中 , # 十 1 一 2 十 1 十 1 一 2 估 十 雪 是 惕 数 ， 不 论 在 哪 一 种 情形 中 , 十 1 不 


是 个 数 就 是 奇数 .+ 这 种 证 法 好 象 靠不住 , 但 它 确实 是 正 瑞 的 , 这 一 点 是 
公认 的 ,) 


” 设 8 为 所 有 能 使 m0 一 1 十 ?在 万 内 的 自然 数 工 的 集合 。 则 1 在 吾 内 ， 并 


且 当 ?在 如 内 时 1 十 1 也 在 B 内 , 于 是 瑟 包 含 所 有 自然 数 , 这 意味 着 4 包 
含 所 有 关 zo 的 自然 数 ， 
(a) 是 的 , 国营 a+5 为 有 理 数 ， 出 8 (o 十 可 se 即 为 有 更 数 如 果 
各 都 是 无 理 数 , 则 .4 十 5 可 能 为 有 理 数 , 因为 5 可 以 等 于 + 一 0, 其 
中 *f 为 菜 一 有 理 数 , 
Cb) 车 a 二 0, 则 后 为 有 理 数 .但 车 4 了 0, 则 吊 不 可 能 为 有 理 数 ， 因 为 
否则 5 二 (ob) .a-! 特 为 有 理 数 . 
{c》 有 ; 例如 必 3 。 
(d) 有 ; 例如 了 和 一 2。 
(a) 因 
(38 十 1)?7 二 9487 十 6 站 1 3 (397 十 28) 十 荆 ， 
《38 十 2 98 十 12 和 十 攻 一 31332 十 4 二 1) 十 十， 
故 若 如 能 被 3 整除 ， 则 天 也 必 能 被 3 整除 ， 现 在 假设 v3 为 有 有理 
数 , 并 令 vV/3 一 pjgq, 其 中 2 与 《没有 公 因 数 . 则 p+=39*, 这 样 , p? 
可 以 被 3 整除 , 因而 ? 必 能 让 3 整除 ， 于 是 p 一 3p'， 其 中 Pp' 为 某 
一 自然 数 , 由 此 得 (39 ?二 3g:, 或 3(p) :二 gq:、 这 样 , 4 也 能 证 3 整 
除 , 是 一 矛盾 ， 
对 于 M5 和 v6, 可 用 同样 方法 来 证 明 , 因为 多 式 
» I+* 


《8 十 172 一 2502 十 30m 二 1 一 57582 二 247 十 1 
《5 十 2}7 一 25 拉 十 208 十 4 一 5(5 拉 十 4 十 4 
《5# 十 32 一 2592 十 30 十 9 一 5(582 十 6 十 1) 十 4 
{5#4 十 4): 二 2568 二 40% 十 16 二 5(582 十 8 二 3) 十 1， 
以 及 对 于 6x 十 m 形式 的 数 的 各 相应 等 式 表 明 ,， 若 妨 能 被 5 或 6 整 
除 , 则 寺 必 能 被 5 或 6 整除. 这 种 证 法 对 v4 不 适用 , 因为 (4%n 十 2)? 
可 以 被 4 整除 . 《 正 国 这 个 理由 ， 这 种 证 法 不 能 填 来 证 明 一 般 的 情 
襄 , 即 车 4 不 是 完全 平方 , 则 7 为 无 理 数 一 一 我 们 无 法 保证 (an 
二 +m)? 不 是 5 的 倍数 ， 其 中 jp<a， 实 际 上 , 虽 热 这 个 论断 是 部 的 ， 
但 著 证 明 要 用 到 第 1§ 是 的 知识 , ) 
(b) 因 
{24 十 和 3 一 81 十 12 失 十 64 十 1 
一 2 全 介 -二 6 十 3 十 1 
故 才 如 县 惕 数 , 则 专 必 为 性 数 ， 设 坟 2 = 了 pj， 其 申 了 和 4 没有 公 
国 数 . 则 p=2g’, 于 是 p! 可 以 被 2 整除 , 从 而 户 必 能 被 2 整除 . 因 
此 ,P=2p'， 基 中 p' 为 其 一 自然 数 ， 从 而 (22 :=293， 或 4(9')? 
= 四， 因此 4 也 是 懈 数 ,这 是 巴 技 . 
对 于 袁 引 的 证 花 也 是 相似 的 , 应 用 方程 
(34 十 DD? 二 27R3 十 2742 十 98 十 1 
一 3(94 十 Gm 十 3n) 十 1, 
(3n 二 2) 3 一 2713 二 S492 十 46n 十 8 
二 3《9n3- 填 18n? 十 12x 十 2) 十 2 
18， 设 二 1 则 位 十 如 *=1 十 声 ， 末 设 各 十 " 守 1 十 呀 , 则 
入 二 加 *+1 二 人 十 姑 1 十 BT 十 如 (1 十 9 ， 因 为 1 十 0 
=1+ {nDh+tnisl1+ (n+ Dh 
对 于 如 >0 的 情况 , 不 刍 式 可 以 直接 由 二 项 式 定理 得 出 , 因为 在 人 十 向 
的 公式 中 共 祭 各 项 都 是 正 的 


第 二 部 分 “基础 知识 


最 拭 经 常 说 微分 学 是 论述 连续 量 的 ， 但 至今 尚 未 见 
到 对 于 连续 性 的 解释 ; 甚至 在 微分 学 最 严密 的 解说 中 , 也 
没有 用 连续 性 作为 其 论证 的 基础 ， 但 是 多 少 意 识 到 这 个 
事实 , 所 以 懂 助 于 几何 的 或 省 由 几何 提示 的 那些 托 念 ， 
者 用 那些 从 来 未 经 钝 料 算 本 方 法 证 实 的 定理 来 做 基础 。 
例如 上 述 的 那个 定理 就 是 属于 这 样 的 定理 ， 经 过 进一步 
的 研究 , 便 我 相信 这 个 定理 ， 或 者 一 个 和 它 相当 的 定理 ， 
从 灶 种 意义 上 可 以 认为 是 无 穷 小 分 析 的 足 蚁 的 基础， 只 
要 找 出 它 在 算术 原理 中 真正 的 由 来 ， 便 能 同时 得 到 连续 
性 的 实质 的 真实 定义 。 我 于 一 八 五 八 年 十 一 月 十 四 日 解 
决 了 这 个 问题 ， 过 了 几 天 我 将 研究 的 结果 告诉 我 的 朋 友 
德 雪 格 〈PDurige)， 我 同 他 进行 了 一 次 漫长 而 又 热烈 的 讨 
论 ， 


理 查 德 ' 戴 德 使 


+ 学 市 二 


第 三 章 函数 


在 全 部 数学 中 ， 最 重要 的 概念 肯定 是 函数 的 概念 一 一 函数 几 
平 是 现代 数学 每 一 分 支 的 主要 研究 对 象 ， 因 此 ， 当 你 听 到 函数 的 
概念 是 一 个 很 普遍 的 概念 时 , 也 许 不 会 感到 惊奇 ， 可 以 寅 慰 的 是 ， 
目前 我 们 只 限于 研究 一 个 很 特殊 类 型 的 函数 ， 即 使 这 一 小 类 函数 
也 有 很 多 变化 ， 需 要 花 相 当时 间 来 研究 ， 我 们 不 从 产 衬 的 定义 开 
始 ， 且 误 , 一 个 痢 时 定义 就 能 使 我 们 对 函数 进行 充分 的 讨论 , 并 且 
可 以 说 明 如 河 数 学 家 所 理解 的 函数 的 直观 概 伟 ， 人 以 后 ， 我 们 将 讨 
论 近 代数 学 定义 的 优点 ， 因 此 , 我 们 大 下 列 虱 时 定义 开始 : 

临时 定义” 函数 基 这 样 一 个 规则 ; 对 于 一 定 范围 内 的 每 个 实 
数 , 按照 它 确定 另 一 个 实数 ， 

下 列 关 于 函数 的 例子 是 用 来 说 明 并 引伸 这 个 定义 的 , 显然, 这 
个 定义 需要 这 样 病 明 一 下 . 

例 1 这 规则 是 , 对 于 每 个 数 , 由 它 确定 此 数 的 平方 . 

例 2 这 规则 是 , 对 于 每 个 数 纪 由 它 确 定 

十 3y 十 5 
tl 
例 3 这 规则 是 , 对 于 每 个 6 站 1, 一 1 的 数 , 由 它 确定 
cs 二 36 二 5 
el 

例 4 这 规则 是 , 对 于 油 足 一 17 太 ze<<4/3 的 每 个 数 x, 由 它 确 
定数 22 

例 5 这 规则 是 , 对 于 每 个 数 a, 由 它 确定 一 个 数 0( 当 a 为 无 
理 数 时 ) 或 一 个 数 1( 当 9 为 有 理 数 时 ). 
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例 6 这 规则 是 ， i 
对 于 2, 所 确定 的 数 是 5 


对 于 17， 所 确定 的 数 是 :2， 
对 于 车 ,所 确定 的 数 是 28， 


对 于 35, 所 确定 的 数 是 28， 


而 对 于 任何 y 二 2 17, ma117 或 8681， 且 # 具有 ai/ 三 的 形式 
《其 中 和 5 都 在 Q 内 ) 的 数 , 所 确定 的 数 是 16. 

例 7 这 规则 是 ,对 于 每 个 数 6 由 它 确定 如 十 z, (当然 ， 这 个 
规则 随 z 而 定 , 因此 ,我们 实际 上 描述 了 无 穷 多 个 不 同 的 函数 ,对 
于 每 一 数 了 有 一 个 函数 . ) 

例 8 这 规则 是 , 对 于 每 个 数 z, 车 在 z 的 十 进 小 数 表 示 中 , 7 
的 个 数 是 有 限 的 ， 则 确定 的 数 等 于 7 的 个 数 ; 涯 在 z 的 十 进 小 数 
表示 中 , 7 的 个 数 是 无 穷 的 , 则 确定 的 数 为 一 +。 

有 一 件 事情 由 这 些 例子 中 可 以 夏 得 十 分 清楚 ， 交 数 是 任意 一 
个 这 样 的 规则 ， 它 确定 某 些 数 与 其 他 某 些 数 相对 应 ， 这 个 规则 不 
一 定 可 用 代数 式 表 过 出 来 ， 甚 至 不 能 用 对 每 个 数 都 一 致 的 形式 表 
过 出 来 , 此 规则 也 不 一 定 能 应 用 于 实际 (例如 ， 没 人 知道 将 8 与 x 
联系 在 一 起 的 , 是 个 什么 规则 )， 再 者 , 此 规则 可 以 忽略 某 些 数 , 其 
鞭 该 郧 数 能 适用 于 哪些 数 , 也 可 以 不 那么 明显 (例如 ， 试 看 例 6 中 
的 函数 能 否 适 用 于 =), 一 个 函数 确 能 适用 的 数 的 集合 ， 称 为 该 本 
数 的 定义 域 

在 讨论 函数 的 其 他 内 容 之 前 , 我 们 很 有 必要 规定 一 些 记号 . 因 
为 在 本 书 中 ， 我 们 将 经 常 讨论 函数 《实际 上 我 们 很 蕉 讨论 别 的 内 
容 ), 所 以 需要 一 个 简便 的 表示 函数 的 方法 ， 标 准 的 做 法 是 用 字母 
表示 函数 ， 显 然 字母 “加 是 最 好 的 ,“g" 和 “加 作为 备用 ， 但 也 可 以 

.和 


用 任何 别 的 字母 (或 任何 合理 的 记号 ), 甚至 不 排斥 采用 “2” 和 “2 ， 
尽管 这 两 个 字母 通常 是 用 来 玫 示 数 的 .车 了 为 一 函数 , 则 根据 f 确 
定 的 与 数 z 相对 应 的 数 用 入 5) 天 示 一 一 这 个 符号 读 作 “fz*, 并 且 
通常 称 为 了 在 x 的 值 . 当然, 我 们 若 用 表示 函数 ， 就 需 用 别 的 
字母 来 表示 数 (可 用 “了 "表示 数 , 从 而 得 到 这 样 的 记号 zf 站， 尽管 
这 样 写 法 是 反常 的 , 但 完全 是 合理 的 )， 注 意 ， 只 有 当 Y 在 了 的 定 
义 域 之 内 时 , 记号 7) 才 有 意义 ， 对 于 其 余 的 %% 记 号 入 7) 没 有 
如 果 例 1 一 8 中 所 定义 的 国教 用 天 9 和 # 表示 , 出 
这 些 定 义 便 可 改写 如 下 : 
《1) 玉 z)=w*, 对 于 所 有 的 x. 


(2) gy) 一 站 半生， 对 于 所 有 的 


(3) h(0) = = +5, 对 于 6 地 1, 1 的 所 有 的 数 ， 


(4) (7 一 2 对 于 所 有 满足 17<<z<<r13 的 区 
. _ 《0, 2 为 无 理 数 ， 

《5) sl) 一 11 为 有 理 才 

5, 洛 二 2 


小 
{6) (2) = ‘17 


Jie, «#2, 17, eT 其 中 a.5 在 


QI 内 . . 
《7) w(t)=# 中 zw; 堵 子 也有 的 数 6. 
‘> 4€ » 


7, 在 的 十 进 小 数 者 示 中 , 正好 出 现 % 个 7 字 

z, 在 的 十 进 小 数 表示 中, 出 现 无 穷 多 个 7 字 . 

.这些 定义 说 明定 义 一 个 函数 了 的 一 般 方法 一 一 对 应 于 了 的 定 
义 域内 的 每 一 数 x， 定 出 了 (z) 的 值 ，( 注 意 , 这 样 讲法 与 下 列 讲法 
是 完全 一 样 的 ， 对 应 于 每 一 数 & 定 出 Foy 的 值 或 对 应 于 每 … 数 志 
定 出 了 (8) 的 值 ， 等 等 ) 实 际 上 ， 可 作 妆 些 简化 ， 定义 (1) 可 以 科 
写 为 


(8) y= 


(DD fn) = CE 
其 中 “对 于 所 有 的 这 个 了 久光 是 丰 让 自明 的 当然 , 定义 (4) 
的 唯一 可 能 的 简化 写法 是 .… : 
(4) ga nfs 
象 下 列 这 样 的 定义 | | 
交 庆 0, 1 


可 以 简写 成 
Hz2)= 工 十 


通常 也 是 不 讲 自明 的 , 换 吉 之 ， 对 于 国 下 全 并 车 无 进一步 明 
确 地 限制 ， 就 认为 函数 的 定义 楼 由 所 有 使 孙 数 的 定义 完全 有 意义 
的 数 构 成 
你 也 许 不 难 验证 有 关 前 画 定 义 的 函数 的 下 列 断 言 
“ fet+1)= f(s) + 2r+1; 


gr)= Mz), 设 二 +5= 0; 
rv 二 了 二 r(z) 革 90+ 二 设 一 Sr<Hs 
(Ff 十 六 ) 一 8(T); 设 8 为 有 理 数 ; 
RN BN 
全 -多 人 
(2)=sLf(7)+1]; 
4 7 志 


式 于 )=0 式 末 )= 一 一 
如 果 你 觉得 表达 式 ja(a)) 好 象 不 合理 ， 那 是 因为 忘 了 sa) 
网 任 何 别 的 数 一 样 ,也 是 一 个 数 , 因此 7(ste) 有 意义 . 其 实 ， 对 于 
所 有 的 % 了 (as(O) 一 8 全. 为 什么 呢 ? 弄 通 了 这 一 点 之 后 ， 就 不 难 
解决 比 了 (a(o)) 般 复杂 的 式 子 。 下 式 


fr(s(eloolg(# 
看 来 好 象 很 难 ,其实 稍微 耐心 些 就 能 很 容易 求 出 它 的 值 : 
flr(e(olas(g( 计 ))))) 


=f{r(s(O(as (0))))) 
=f(r(s(0(3)))) 
=f{r(s(16))) 
=f(r(1Y) 
=f(1) 
一 1. 
本 章 末 尾 的 头 几 全 习题 是 作为 对 这 种 符号 表示 的 进一步 练习 
《1) 中 定义 的 销 数 是 一 种 非常 重要 的 函数 一 一 多 项 式 函 数 的 
一 个 特例 ， 设 有 实数 qo,…, ax, 使 对 于 所 有 的 zs 
HE)= 0 二 二 十 本 
《 当 所 2) 写 成 这 种 形式 时 , 通常 是 不 官 而 喻 地 想 定 mr 二 0), 则 读 函 
数 了 称 为 多 项 式 函 数 . 有 非 零 系数 的 w 的 最 高 次 赛 称 为 了 的 次 数 ; 
例如 , 由 玫 2)=5w* 十 137w' 一 x 定义 的 多 项 式 函 数 了 为 6 次 的 
在 (2) 和 (3) 中 定义 的 函数 属于 范围 稍微 夫 些 的 一 类 函数 ， 即 
有 理 函 数 . 这 些 函 数 都 具有 2/& 的 形式 , 其 中 p 和 4 都 是 多 项 式 函 
数 ( 并 且 9 不 是 恒 等 于 0 的 函数 )、 有 理 函 数 本 身 是 更 大 的 函数 类 


中 十 分 特殊 的 例子 、 这 去 大 的 函数 类 比 本 章 头 一 次 提 到 的 许多 函 
4 


数 简单 ,在 微 积分 中 要 详细 地 加 以 研究 。 这 类 函数 的 例子 如 下 ; 


_ 十 十 sin?w 
(9) f(T) iain 


(10) f(z2)= sin (x). 
Cll) f(z)= sin {sin Cw’}), 


(12) f(r)= sin’ (sin (sin (rein*w))) sin (和 


你 一 定 会 问 根据 什么 标准 把 这 样 的 ， 特 别 是 象 (12) 这 样 奇形怪状 
的 函数 看 作 是 简单 的 ? 答复 是 ， 它 们 能 由 一 些 简单 的 函数 通过 一 
些 简单 的 组 合 函数 的 方法 来 建立 ， 为 了 构造 函数 (9) 一 (12), 我 们 
需要 由 “ 恒 等 函数 > 了 和 *“ 正 张 函数 ”sin 开始, 其 中 I(z)=w, 而 “ 正 
弦 函 数 "sin 在 ¢ 的 值 sin(z) 通 常 简写 成 sinz， 下 列 是 一 些 由 函数 
组 合 出 新 函 堵 的 重要 方法 , 
设 了 与 9 为 任意 两 个 隔 数 , 我们 可 以 用 等 式 
(十 们 (2z) 一 PCz) 十 gz) 
定义 一 个 新 函数 了 +g, 称 为 了 与 9 的 和 . 注意 ， 据 据 我 们 的 约定 ， 
f+9 的 定义 域 由 能 使 <f(z) 十 9(z)* 有 意义 的 所 有 组成， 即 所 有 
同时 在 了 的 定义 域 和 g 的 定义 域内 的 z 的 集合 ， 设 4 和 B 为 任意 
的 两 个 集 , 则 4mB( 读 作 “ 4 交互 "或 <4 和 B 的 交 ”) 表 示 同 时 在 4 
和 B 内 的 x 的 集合 ， 应 用 这 种 记号 ， 我 们 可 以 写 (f 十 9) 的 定义 
域 = 了 的 定义 域 ng 的 定义 域 ， 
同样 地 , 我 们 将 了 和 89 的 积 fg 与 商 才 ( 或 f/9) 定 义 为 
Cf) =f 67) 9(7) 


和 (9)-8 


另外 , 设 9 为 一 孜 数 而 6 为 一 数 ,我 们 用 
(og) (7)=6g(7) 
定义 一 个 新 的 函数 cg， 如 果 我 们 约定 符号 也 代表 由 f(z)=# 
+* 9 


定义 的 函数 有, 则 上 式 就 变 成 记号 fg 的 一 个 特例 ;函数 ztz) = 对 
于 所 有 的 数 x 有 相同 的 值 , 称 为 常 征 函数 . 

fg 的 定义 域 是 了 的 定义 域 门 9 的 定 交 域 ， 而 cg9 的 定义 域 
则 就 是 9 的 定义 域 ， 另 一 方面 ，f/9 的 定义 域 就 比较 复杂 一 一 它 
可 以 写成 子 的 定义 域 门 9 的 定义 域 站 4z:9(z) 寺 时 ， 符 号 全 :80Z)》 
六 从 表示 荆 足 4(#) 宁 0 的 数 x 的 集合 ， 一 般 地 ，{w:…} 表 示 所 有 
使 ?成 立 的 zf 的 集合 ， 例 如 ，{2: 吕 十 3 二 1 让 表示 所 有 使 7<8 
成 立 的 4 的 集合 , 因此 他: 哼 十 3<11} = 地 :< 人 这 些 记 号 都 可 
以 用 zy 处 处 来 代替 x. 这 个 记号 的 变化 是 普 台 的 , 厅 希 要 任何 讨 
论 ， 任 何人 都 能 推测 到 {x 守 0:x?< 二 8} 是 表示 其 立方 小 于 8 的 所 有 
正 数 的 集合 ; 它 可 以 更 正式 地 写成 te:z>0 和 全 < 天 和， 顺便 提 一 
人 名, 读 集 合 等 于 集合 {x:0<x 之 2， 这 样 变化 虽然 不 太 明 显 ， 但 却 
变 得 合乎 标准 了 ， 例 如 集合 (1, 2 3, 从 只 包含 1,2,3 和 4 四 个 数 ; 
它 也 可 以 写成 8:%=1 或 %=3 或 =2 或 #=44}， 

关于 函数 的 和 , 积 与 商 的 某 些 事实 是 关于 数 的 和 , 积 与 商 的 事 
实 的 明显 推论 ， 例 如 , 很 容易 证 明 

(了 十 杀 十 下 一 了 十 (9 十 加 。 
这 种 证 法 是 证 明 商 函数 相等 时 所 特有 的 一 一 必须 证 明 两 函数 有 相 
网 的 定 广 域 ， 并 且 对 于 在 读 定 义 域内 的 任何 数 ， 两 圾 数 有 相同 的 
值 ， 例 如 , 为 了 证 明 ( 了 十 杀 二 及 = 了 十 (9 十 间 ， 我 们 注意 到 , 根据 上 
式 两 边 的 定义 , 有 
[( 了 十 9)》 +R)= (fi) + AT) 
=[fF(7) + oct) 十 下 (7D 
和 [f+ (9+ 2)=f(7)+ 9+ (C2) 
=f(2)+ [9(2) + 2)], 

而 [f(z) 二 g(x] 十 #2) 与 x) 十 [yz) 十 和 #)] 的 相等 则 是 关于 
数 的 一 个 事实 ， 在 本 证 明 中 没有 明 瑞 指出 两 定义 域 的 相同 ， 因 为 
* SO *» 


我 们 一 开始 写 下 这 些 等 式 时 , 这 个 事实 就 是 显然 和 的; (f 十 四) 十 天 及 
于 十 作 十 如 的 定义 域 显 然 都 是 了 的 定 闵 域 Ng 的 定义 域 站 下 的 定 
义 域 ， 正 如 对 待 数 一 样 ,我 们 自然 将 (ft 中 b= 了 十 (8 十 如 写成 
于 十 学 十 于。 

照样 容易 证 明 好 :四 := 了 (9' 加 ,并 且 此 钞 数 就 写成 了 "9: 名 
等 式 了 +9=9 二 和 了 9 一 9 了 也 是 不 难 证 明 的 ， 

应 用 十 , *, /的 运算 , 我 们 现在 能 将 人 9) 所 定义 的 函数 了 写成 

f= T+T'IT+T'sin.sin 
Tsin+T'sin:sin 

然而 ， 显 然 不 能 用 这 种 办 法 来 表示 国 数 (10)。 我 们 尚 需 另 外 一 种 
组 合 尔 数 的 方 尘 . 这 种 组 合 , 也 就 是 两 个 图 数 的 复合 , 是 很 重要 的 ， 

设 了 与 乡 为 任意 两 个 国 数 , 我 们 用 

(fe- DL) 
定义 一 个 新 国 数 产 9 了 即 了 和 9 的 复合 ; 产 9 的 定义 域 为 {x:z 在 g 
的 定义 域内 , 并 且 多 zz) 在 子 的 定义 域内 }]， 特 号 “ 产 9 党 读 作 “了 国 
.与 短语 “了 和 9 的 复合 "比较 , 这 个 符号 当然 有 简洁 的 优点 ， 但 
更 重要 的 优点 是 : 不 大 可 能 将 f°9 与 Yef 站 混 诺 ， 面 这 两 者 是 不 
能 混淆 的 , 因为 它们 通常 是 不 相等 的 。 其 实 ， 几乎 所 有 随意 选 的 上 
到 9 都 能 说 明 这 一 点 ( 例 和 如， 可取 f= 了 了 和 9= sin 试 试看 )， 为 
了 使 你 不 致 担心 关于 复合 的 运算 ， 我 们 马上 指出 复合 是 可 以 结 
合 的 : 
(fe9) oh= f(goh) 
‘其 证 明 是 显然 的 ); 该 函数 用 fg- 表示 .我 们 现在 可 以 将 函数 
《10), (11), (12) 写 成 
{10) f= sine(I:1), 
(11) f= sinesins (TT), 
{12) f= {sin-.sin) sine(sin .sin)o(z [Csinvsin)sfT 站 ])。 
» S51. 
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T+sine (fT, Ty 

Tsin 
有 一 件 事 大 概 已 经 清楚 了 ， 虽 然 这 种 写 函 数 的 方法 能 够 很 清楚 地 
显示 册 国 数 的 “结构 ”, 但 是 它 难于 缩短 或 简化 。 不 巧 , 对 于 所 有 的 
zx, 满足 fxz)= sin (oo) 的 本 数 了 的 最 短 的 名 称 ， 好 象 就 是 “ 国 数 了 
是 对 于 所 有 的 2 有 大 了 )= sin (z)”"， 虽 然 两 百年 以 来 已 经 知道 有 有 
必要 简化 这 种 不 灵 便 的 写法 ， 但 仍 未 得 到 受 普遍 移 扬 的 合理 的 简 
化 ， 为 解决 此 问题 , 虽然 用 得 最 多 的 简化 是 诸如 

TX—>sin (2:) 

‘ 读 作 “由 “到 sin (x) ”或 “7 箭头 sin (x)”)， 得 它 在 微 积分 课本 
的 作者 中 难于 通用 。 在 本 书 中 我 们 允许 一 些 简化 ， 说 成 “函数 
(2) 二 sin (x?)”, 其 至 更 通俗 的 是 干脆 简化 为 : “函数 sin (2*)}”， 为 
了 确切 起 见 , 我 们 不 用 这 样 的 描述 , 严格 说 来 , 它 混 谱 了 数 和 国 数 ， 
但 是 它 很 方便 ， 世 致 你 自己 最 后 大 概 还 会 采用 它 ， 正 如 任何 怪 例 
一 样 , 有 用 就 是 形成 惯例 的 起 因 , 并 且 只 要 逻辑 上 的 轻微 缺陷 不 会 
引起 混淆 ， 这 个 标准 就 是 合理 的 。 有 时 若 不 采用 更 确切 的 描述 就 
会 发 生 混 淆 ， 例 如 , “函数 2 十 研 是 一 种 含糊 的 说 法 , 它 可 以 表示 

zx 十 1 即 这 个 芳 数 了 是 , 对 于 所 有 的 有 成 zZ) 一 2 十 加， 
也 可 以 表示 

1 一 >2Z 十 后 即 这 个 函数 子 是 , 对 于 所 有 的 1 有 ft)=zx 二 后， 
然而 , 我 们 将 要 看 到 ,对 于 许多 与 函数 有 关 的 重要 概念， 微 积分 有 
一 个 包含 “x 一 >” 的 记号 ， 

我 们 已 对 阔 数 作 广 泛 的 研究 ， 现 在 有 理由 重新 考虑 育 数 的 定 
六 .虽然 我 们 曾 将 函数 定义 为 一 “规则 ”， 得 很 难 弄 清 它 是 什么 意 
思 ， 如 果 问 ; “车 违反 这 个 规则 将 会 出 现 什 么 情况 ?” 很 难说 这 个 
问题 是 请 稚 可 笑 的 还 是 识 刻 的 。 应 用 “规则 "一 词 的 更 类 缺陷 是 : 
如 果 将 规则 理解 为 用 来 确定 f(x) 的 实际 指令 , 则 
» 52 » 


f(r)= 


和 f(z)=w+3rt+ 3—3(r+1) 
当然 是 不 同 的 规则 ; 然而 , 我 们 却 需 要 

所 了) 一 到 
和 下 了) 一 妃 十 3 十 3 一 3 十 二 


定义 则 一 国 数 ， 由 于 这 个 缘 帮 ， 有 了 时 将 函数 定 多 为 数 与 教之 间 的 
一 种 "联系 "， 不 幸 的 是 ,， “联系 ”一 词 之 所 以 能 避免 “规则 ”一 词 所 
遇 到 的 非议 ,只 是 由 于 它 的 含意 更 含 糯 . 

当然 存在 符合 要 求 的 定义 销 数 的 方法 ， 否 则 我 们 就 不 会 非 难 
原先 所 下 的 定义 。 但 是 符合 要 求 的 定义 不 能 党 累 鞭 的 英语 同 义 语 
来 下 ， 数 学 家 们 最 终 接受 的 闫 于 “函数 ”的 定义 很 好 体现 了 将 直观 
的 报 念 与 严格 的 数学 结合 起 来 的 方法 ， 对 于 函数 的 正确 的 提问 ， 
不 应 是 “ 失 则 是 什么 "或 “联系 是 什么 1” 而 应 是 “ 汶 了 知道 钞 数 的 
金 部 情况 ， 我 们 村 知道 什么 ?回答 最 后 一 个 问题 是 容易 的 一 对 
于 每 个 数 的 我 们 需要 知道 数 亿 *)， 可 以 想象 有 一 个 表 , 它 烈 出 对 
于 函数 亿 z)=x 我们 所 要 知道 的 数据 : 


多 fz) 

1 1 

一 | 1 

2 和 4 

一 2 4 
~ 2 
/2 2 
并 了 


—# x 


甚至 不 需要 将 这 些 数列 成 表格 (假如 要 将 它们 全 部 列 出 , 实际 上 是 
不 可 能 的 }， 我 们 可 将 各 种 不 同 的 数 慢 
寺 全 和 


(1, 1D), (—1, 1), (2, 4), (~2, 人 (7 和 (也 2 
来 代 百 上 面 两 列 数 据 ， 并 且 简 单 地 把 它们 集合 在 一 起 构成 一 个 
集 *. 为 了 求 太 1)， 我 们 只 要 在 第 一 个 数 是 1 的 数 偶 中 取 第 二 个 
数 ; 为 了 求 f(7), 在 第 一 个 数 是 x 的 数 侦 中 取 第 二 个 数 ， 我 们 好 
象 可 以 说 ,一 个 函数 可 以 定义 为 数 偶 的 集合 。 例 如 , 如 果 我 们 已 知 
下 列 集 合 ( 它 只 包含 5 个 数 侦 ); 
f={{1,7), (3,7), (5, 3), (4, 8), (8, D)}, 
WC1)=7, FC3)=7, 1(5)=3, f(4)=8, 1(8)=4, 而 1, 3, 4,5,8 
在 了 的 定义 域内 都 只 出 现 一 次 ， 如 果 我 们 考虑 集合 
f={(1,7), (3,7), (2, 5), C1, 8), (8, 4)), 
则 3)= 二 7?， 六 2)=5，f(8) 二 4 但 无 法 断定 究竟 了 1) 二 7 还 是 
了 (1) = 8. 换言之 , 不 是 任意 的 原来 那样 的 数 偶 集 合 都 能 定 义 为 一 
个 函数 .我 们 必须 排除 上 述 情况 出 现 的 可 能 性 ， 于 是 得 到 下 列 
的 定义 ， 
定义 
函数 是 具有 下 列 性 质 的 数 候 集合 ; 若 (m 8) 和 (a, ec) 都 在 该 
集合 内 , 则 5=6; 换言之 , 该 集合 不 能 包含 具有 同一 第 一 个 元 素 
的 两 个 不 向 的 数 候 , 


这 是 我 们 头 一 个 正式 的 定义 ， 它 的 排版 格式 以 后 我 们 定义 芋 
要 的 新 颖 念 时 将 经 常用 至 .这些 定 义 很 重要 《至少 和 定理 一 样 重 
要 ), 当 它 出 静 在 眼前 时 必须 容易 认 出 , 并 需 将 它们 与 注释 .启发 性 
的 陈述 以 及 临时 的 说 明 区 别 开 来 .它们 将 寇 以 定义 一 词 ， 其 内 容 
包含 用 黑体 宇 表 示 的 所 要 定义 的 术语 , 并 单独 列 成 一 段 . 


* ”这 里 出 现 的 散人 所 通常 软 为 “有 序 偶 ", 这 是 为 了 强调 例如 数 惕 (2, 4) 与 (4,2) 不 
同 这 样 的 事实 ， 公 平地 说 我 们 将 用 丰产 仙 , 即 另 一 尚未 定义 的 术语 来 定 久 函数， 类 天 
有 有 序 偶 是 此 种 定义 的 , 如 有 疑问 , 可 厅 看 本 章 的 附 逊 。 


二 本 学 自 


现在 可 以 严格 地 下 另 一 个 定义 (实际 上 同时 定义 两 件 事 ): 
定义 


设 了 是 一 函数 ，f 的 定义 域 是 所 有 4 的 集合 , 对 于 这 所 有 的 
a 都 有 某 个 5 能 使 (a, 5) 在 内， 如 果 a 在 了 的 定义 域内 ， 根 
据 硝 数 的 定义 , 实际 上 存在 唯一 的 数 6 能 使 (a, 8) 在 于 内 ， 这 个 
唯一 的 数 5 用 了 (0) 天 示 . 


有 了 这 个 定义 ,我 们 便 达 到 了 目的 : 关于 函数 f, 重要 的 是 对 
于 它 的 定义 域内 的 每 一 数 * 都 有 一 个 数 1z) 随 着 而 定 . 你 可 能 感 
到 我 们 也 达到 了 这 样 的 目的 ， 直 观 的 定义 被 难于 理解 的 抽象 定义 
所 代替 ， 可 以 宽 球 的 是 ; 第 一 ,虽然 函数 被 定义 为 数 偶 的 集合 , 但 
这 并 不 妨碍 你 将 函数 看 成 是 一 个 规则 。 第 二 ， 无 论 直 观 的 还 是 正 
式 的 定义 都 不 是 思考 函数 的 最 好 方式 ， 最 好 的 方式 是 作 图 ， 但 这 
需要 单独 列 成 一 章 . 


习 题 


1 设 fz)=1/(1+)， 求 . 

(i) 了 GLz)) (xz 为 何 值 时 该 式 才 有 意义 ?)。 

(ii) Le 

【这 fien), 

(Civ) f(x+D: 

(Cv) f(r)+f oon. 

(vi) 对 于 哪些 数 6, 有 一 数 能 使 (ez) = Xe 

提示 ; 超过 你 初 看 时 所 想象 的 ， 

《vii》 对 于 名 些 数 6, 者 * 的 两 个 不 同 的 值 使 fez) 一 zf 

2， 设 gC(z)==z7, 并 设 
0, 为 有 理 数 ， 


Ko)= 拉 z 为 无 理 数 ， 
《i1) # 为 何 盾 时 训 ( 纺 入 六 
和 


rsh 2h A 


《这 ) 乡 为 何 值 时 让 CD 魏 六 ( 的 人 
(iji) gh(z)) 一 加 (2 和 葡 于 什么 ? 
(jy) 加 为 箱 慎 时 9 00) 寺 w? 
(CY) e 为 何 值 时 ytg(e)) =g(e)? 
3， 求 下 列 各 式 所 定义 的 函数 的 定义 域 . 
(Ci) f(r)—VI—. 
(Ci) f(r)=V Mv I 
Gii) f(r)— +a 
(iv) f(z2)=vV 1x ve 1, 
(v) flr =v I-r+v zs—2, 
4， 设 (7)=z， PP(2) 一 27 和 s(x)= sinz, 求 下 列 各 函数 的 值 ， 各 题 的 管 
案 必 须 是 一 个 数 . 
Ci) (5.P) (8), 
【这 ) (S508) (y). 
{iii) (8 Pos)}(t)+ Go PY. 
(iv) 8(t3), 
5， 将 下 列 每 一 函数 用 3, P, s 表示, 并 有 生 欠 能 用 十 ,*， 和 。( 例 如 ， 人 的 答 
案 是 Pos)， 各 题 的 答案 必须 是 一 个 蚊 数 ， 
(i) f(s)=—2sins. 
Ciiy f(r)= sin2’. 
{iii) f(z)= sinz:. 
(iv 了 f(z)= sin:x{ 记 住 sin?z 是 (sinz)? 的 简便 写 法 )， 
(v) ff) 一 2'"，( 福 意 : 全 通常 指 4 9， 之 所 所 用 这 种 习 慌 写法 是 
因为 (C059* 可 以 更 蔡 单 地 写成 1.) 
《viy 了 (tp = sin (2*+2*'), 
Cvii)y 了 (所 = Sin (sin (sin (22 "7))), 
Cviiiy fia) 一 28in"a 十 gin (02) 十 235 人 "+ siney, 
多 项 式 阵 数 比 较 莘 单 而 又 灵活 ， 故 在 许多 辣 数 的 研究 中 都 占有 候 
要 的 地 位 下列 两 题 说 明 这 种 函数 的 灵活 性 并 引出 其 最 重要 的 基 
本 性 质 ， 
6。({8) 设 mi" ,on 是 不 同 的 数 , 求 一 4 一 1 次 多项式 函数 所; 使 其 在 六 处 
是 5 4 


之 值 为 1 在 号 处 之 值 为 六 其 中 ji 提示 : 所 有 je 的 
(一 2 的 冬 税 , 当 j 天 4 时 在 的 处 为 六 《这 个 来 积 通常 写成 


TE ts~—a;. 
经 
特 导 项 懂 语 的 第 十 六 个 大 写字 母 ) 作 为 薪 积 的 记号 ， 如 同 开 作 
为 和 的 记号 一 样 . ) 
(b) 现在 求 一 个 一 放 窗 项 式 国 数值 ft 二 其 中 ,…，0 为 
已 知 数 . 《你 要 应 用 人 a) 的 函数 方 ， 本 题 所 福 前 公式 称 为 “ 拉 格 唐 
日 揪 值 公式 . ”) 
7 《ah 证 明 对 于 任意 使 项 式 函 数 了 和 在 意 数 4, 必 有 一 多 项 式 国 数 Y 和 一 
个 数 志 ， 对 所 有 Y 请 足 用 #)= (4 一 KT) 十 56，( 鞭 想 守 是 用 长 除 
靶 将 汽 2) 除 以 们 一 全 直到 余数 是 常数 为 止 ， 例 总, 下 列 的 坏 自 
脓 十 # 一 2 
2—1 J —3z 十 1 
和 一 人 
和 一 Ir 
Ei 
一 24 十 1 
一 28 十 2 
一 
表示 喇 一 33 十 一 您 一 说 《十 4 一 纺 一 1， 正 式 的 证 明 可 对 了 的 次 
数 用 归纳 法 .) 
(CP)》 设 了 9) =0, 证 明 有 一 多 项 式 函 数 9 漠 足 信 2)= (4 一 g(t+).， (其 
道 是 是 然 的 ,) 
{c) 设 了 为 一 呈 次 金 项 式 范 数 ,证 明了 最 实 有 % 个 根 , 即 最 多 有 因 个 数 
2 满足 了 () 一 0， 
《d) 证 胃 对 于 每 个 加 都 存在 具有 基 个 根 的 呈 次 条 项 式 国 数 ， 营 共 为 
偶数 , 求 一 个 没有 根 的 # 次 过 项 式 乓 数 ; 若 世 为 奇数 , 求 只 有 一 个 
根 的 #4 次 多 项 式 函 数 ， 


8。4,b, 6 和 怠 取 和 什么 信 才 能 使 函数 
or 
f(r) = 
对 所 有 2 满足 (f(z)) 二 zt 
9，。 (8) 进 各 为 任意 实数 的 集合 , 定义 一 国 数 CC 如 下 : 
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(Cb) 


wo 


{ce 
10. (a 


Mo 


(b) 
*(0) 


™d) 


11, a) 


{b> 
Ce 
*{d) 


rr 


*(e) 


. 1,# 在 上 4 内 

CA 一 人 z 不 在 和 4 内， 
试 求 用 C4 和 Cs 来 表示 Cuna Cuus 和 Ca-4 的 式 子 . (符号 4 站 8B 在 
本 章 里 已 定义 过 , 但 其 余 两 个 你 也 许 不 狼 悉 ， 它 们 的 定义 如 下 : 

4UB 一 {x:z 在 4 内 或 z 在 巨 内 }， 

发 一 4 一 人 :在 及 内 但 xz 不 在 4 内 +,) 
设 了 是 这 样 的 函数 : 对 于 所 有 的 m 不 <)= 一 0 或 1 证明 有 一 集 奋 
直 使 得 了 一 Cs 
证 明 : # 一 产 当 且 仅 当 对 于 某 一 集合 4 有 了 一 Cu 
对 于 哪些 国 数 f， 存 在 衣 数 9 使 得 ==g:? 提示 如果" 函数 ”用 
“ 数 "来 代替 , 你 一 定 能 回答 这 一 问题 ， 
对 于 哪些 函数 户 存在 函数 9 使 得 了 = 179Y 
对 于 哪些 函数 5 和 6, 我 们 能 找到 一 个 函数 使 得 对 于 所 有 的 数 
+ 有 

Cat Et) + t= 0 
如 果 函 数 z 满足 

全 十 下 二 站 
其 中 为 任意 值 , 则 函数 4 和 5 必须 满足 什么 条 件 ! 这 样 的 函数 x 
有 多少 个 ? 
设 二 为 一 济 数 , 9 是 一 个 数 , 它们 满 是 到 (本 ( 扩 ) 一 则 
80 次 

等 于 什么 ? 
车 以 81 代 80, 则 结果 如 何 ? 
车 囊 ( 五 ( 护 ) = 瑟 (), 则 结果 如 何 ? 
求 一 函数 五 ,， 使 它 对 所 有 的 数 z 满 足 百 ( 胃 (z)) 一 H(z)， 并 且 
H(1}=36, H(2)= 5/3, HUO3) =47, H(36)=38, Hr/d) 一 下 /3， 
五 (47) =47. ( 别 想 * 解 出 "五 (x)， 有 许多 函数 万 能 满足 HCH(+》 
一 在 (z)， 鞠 于 五 的 附加 条 件 , 提供 了 求 合适 占 的 途径 . ) 
求 一 函数 互 , 使 它 满足 五 (H(z 二 H(z), 共 中 宅 为 任意 的 数 , 并 请 
足 H(1)=7, HB(17) =18, 


12， 著 fa = 了 (一 2)， 则 读 函 数 称 为 仿 函 数 ， 著 fD)= 一 J( 一 2)， 则 称 为 


* 


*18, 


14. 


15. 


”16. 


*17. 
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次 函数 ， 例 如, 车 ffz) =#* 或 了 (2)=]z] 或 了 (7#)=cosz， 则 了 邦 趾 介 

函数 , 车 fo 一 zz 或 了 (2 = sinx, 则 了 为 奇 函 数 . 

{3) 于 可 选 为 偶 国 歼 或 奇 国 数 , 9 也 可 选 为 位 胃 数 或 奇 国 数 ， 刀 在 由 此 
组 成 了 +y 的 四 各 情形 中 , 试 确定 了 H9 何 时 是 售 范 数 、 章 函数 或 两 
者 都 不 是 ， 《答案 可 氛 很 方便 地 列 成 2X2 的 表格. ) 

tb) 对 志 9 伐 与 上 题 同样 的 问题 . 

{c》 对 fog 做 与 上 题 局 样 的 问题 ， 

(d) 证 明 每 个 娟 函数 玫 都 能 对 于 无 穷 儿 个 函数 于 写成 人 T=g(1z1). 

{2) 证 明 具有 定义 域 了 的 任何 商 数 了 都 能 写成 了 = 了 十 0， 基 中 瑟 号 悍 
团 数 , 避 是 奇 函 数 . 

《b) 证 明 这 样 表 示 了 的 方法 是 唯一 的 ，〔 你 车 先 用 解 三 和 5 的 方法 
来 证 明 0b), 也 许 恒 能 发 现 (8) 的 解法 .) 

设 了 为 尾 意 国 数 , 以 | 了 lz)= | 帮 z)1 定 六 一 新 国 数 171]。， 设 了 和 ?9 部 是 

函数 , 以 

maxtf, P(r) = max (f(z), (7)), 
mintf, Wr)= min(f(s), 9(7)) 

定义 两 个 新 函数 maxtf, gj 和 min(f, 和 . 

试 求 以 [| 表示 max(f 9) 和 min(f,g) 的 公式 . 

(4) 证 明了 一 max{ 六 0-Tmainf 六 多 ， 少 数 的 这 种 转 苞 写法 是 很 有 用 
的 ; 函数 max (tf, ) 和 mint{f, 0) 称 为 了 的 正 部 分 和 和 钠 部 分 . 

{b》 设 对 于 记 有 的 x， 扩 T)2=0， 则 此 函数 了 称 汶 非 负 竹 数 ， 证 项 任 亲 
前 数 了 可 用 无 限 多 种 方法 写 虞 =9 一 向 其 中 9 和 无 都 是 非 负 国 
数 . (" 标 堆 的 方法 "是 9 二 max{f,0) 和 = 一 min (0).) 提 示 ; 性 
何 数 当然 都 一定 能 用 无 限 多 种 方法 写成 两 个 非 负数 的 差 。 

设 对 于 所 有 的 2 和 了 满足 了 (gz 十 殷 一 天 了 十 并 的 。 

《a) 证 明 了 (zi 十 … 十 ws) 二 fe 十 十 

(b) 证 明 对 于 所 有 的 有 再 数 x, 必 有 基数 。 使 得 KKz) 一 cz，( 对 于 这 一 
问题 , 我 们 经 夸 不 想 涉 及 无 理 数 # 的 所 5).) 提示 : 需 先 确定 < 应 
千 于 地 少 ， 证 明天 2)=cez 时 , 首先 考虑 # 是 一 自然 数 ， 其 次 演 虚 
z 是 一 整数 , 青 其 次 考 叫 + 是 整数 的 出 数 ， 最 后 考 虚 x 为 一 切 有 球 
数 章 情形 . | 

设 对 于 所 有 的 二 有 并?)=0, 则 对 于 所 有 的 x* 和 yy 了 满足 
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*18. 


*19, 


*20. 


21. 


22. 


于 (xz 十 用 一 扎 2) 十 于 7， 
并 且 对 于 所 有 的 * 和 于 也 满足 fiz 妃 一 汽 2) :了 ( 护 ， 现在 假设 + 满 
是 这 两 个 性 契 ， 但 入 #) 不 恒 为 0。 试 按 下 列 步 又 证 明 对 于 所 有 的 
f(r)=5. 
《a) 证 明 f(1)=1. 
fb) 如 果 Y 流 有 理 数 , 证 明 f(+) 二 x 
《c) 如 果 2> 必 证 明天 x) 汪 0，( 这 一 题 虽然 复杂 ， 但 若 福 章 到 前 面 两 
章 习 题 的 注解 , 就 会 知道 怎么 做 . ) 
{9) 如果 xm> 护 证 明 及 5) 汪 了 OD。 
{e) 证 明 对 于 记 有 的 x* 有 所 #)=z， 提 东 ; 用 性 洲 两 数 之 间 有 一 有 到 
数 这 一 事实 ， 
下 9 天 和 天 必须 满足 什么 条 种 才 能 对 于 所 有 的 和 和 3 乡 司 
Flr) = CD? 
(2) 证 明 没有 函数 了 和 5 能 具有 下 列 两 个 性 质 之 一 : 
〈 主 ) 对 于 所 有 的 宇和 护 蕊 2) 十 9 的 一 2 
(这 》 对 于 所 有 的 x 和 (2 十 拉 二 2) 一 闻 
提示 ; 滞 选 特殊 的 x 和 3 的 值 , 以 得 到 关于 了 或 9 的 某 些 忆 况 ， 
(b) 求 函 数 了 和 9 使 得 对 于 所 有 的 = 和 # 满 足 f(z 十 拉 二 g(xy). 
ta) 求 一 个 不 是 常 值 遂 数 的 函数 下 使 F( 扑 一 fC2)| 所 |y 一 x|]. 
(b) 假设 对 于 所 有 的 ?和 #¥ 有 下 ( 引 一 人 7) 寺 (# 一 区 ?，( 为 民 么 这 意 昧 
着 | 了 ( 妇 一 下 z[ 委 人 一 2)31)》 证 明了 是 常 值 函数 。 提示: 将 区 间 
[zw, 执 分 成 吕 稳 份 ， 
对 王 列 各 式 , 或 加 以 证 明 , 或 举 出 反例 ， 
《ji fregth)=fegt f°h. 
{ii (gihof=9°f+Rof. 


让 1 1, 网 
(7 Fg? 


,1 1 

(iv) Ff(3) 

(a) 假设 g= 玫 证明 车 7 了) 二 了 (由 则 gq(2)=g(). 

(by 反之 , 设 f 和 gg 是 这 样 的 两 个 函数 :当天 #2) 一 了 (站 时 9(z) 一 9( 的 ， 
证 明 有 一 函数 如 使 9= 无 o 了 提示 : 当 z 具有 z= 二 所 5) 的 形式 时 试 
定 六 和 (这些 凡是 # 的 问题 )， 并 用 上 述 假 变 米 证 明 你 的 定 交 不 


雪人 和 


i 


会 引起 混乱 ， 
23， 人 恨 设 fg 一 大 其 中 式 2) 一 和 证 明 
(a) 车 = 尖刀 gy) 
(bp) 每 个 数 互 可 以 对 于 某 数 9 写成 太一 了 (0)， 
地 24。 (3) 设 g 是 具有 这 梯 性 质 的 冰 数 ， 当 x 关 # 时 g(*) 关 9( 拉 ， 证 明 有 一 
馆 数 满足 fg= 工 
fb)y 由 设 了 为 一 函数 , 它 使 每 个 数 五 对 某 数 g， 可 以 写成 8 一 fs ， 证 
明 有 一 国 数 ?请 足 了 cg 一 二 
“25， 求 一 函数 了 使 得 对 某 一 函数 9 有 gf 一 六 但 没有 函数 上 能 满足 fo 
一 工 
*26， 设 fog=7 和 加 f=I， 证 明 9 一 提示: 应 用 复合 满足 结合 律 的 素 
实 . 
27。(a) 设 矿 z) 一 # 十 ]， 有 设 有 末 数 9 满足 六 9 一 9 并 
fb) 设 了 为 一 常 值 函 数 ， 哪 些 函 数 yg 满 足 fog=9of? 
Cc) 设 对 于 所 有 函数 g 有 fo9 一 9*f， 证 明子 是 恒 等 国 数 (7) 一 x. 
28，(a) 设 正 为 所 有 定义 域 为 及 的 函数 的 集合 。 用 本 章 所 定义 的 十 和 来 
证 明 性 质 P1 一 P93(P? 除外 ) 对 于 下 都 成 立 ， 假 设 把 0 和 1 理解 为 
常 灶 了 沙 数 . 
(b)》 证 明 P7 不 成 立 . 
*Ce) 证 明 庆 10 一 Pj2 不 成 立 . 换言之 ,证明 在 卫 多 没 有 函数 的 集合 卫 能 
满足 P10 一 P12， (只 要 考 虚 除 为 和 六 两 点 之 外 等 于 0 的 函数 ， 
这 将 使 问题 简化 , } 
Cd) 车 以 <9 表示 f(*?)<g(x), 其 中 作为 所 有 的 数 ,现在 P'10 一 P'13 
(见习 题 一, 8) 中 有 哪些 衣 成 立 ? 
{e) 如 困 了 <9, 则 是 否 有 ef<hogt 是 否 foh<geh? 


选 题解 答 
TI 【让 ) (wx 十 jz 十 2); 只 有 当天 一 1 和 zg 关 一 2 时 (f(z) 才 有 意 闵 。 
(1/01 十) (对 于 2 天 一 1fe, 鞭 中 60). 
Cv) (wr 十 昌 十 2 /十 Cy 二 1) 5 对 于 加 3 天 一 1)。 
(vii)》 辐 了 (X)= 了 (ew) 意味 着 4 二 ecw} 又 依 题 设 , 至 少 对 一 个 # 关 0 等 式 成 
" 1 


i um 


11. 


21. 


立 , 所 以 只 有 ee=1. 
(i) #0 旧 为 有 理 数 ,或 Il， 
《ii oO, 
(Cv) —1,0,1. 
(Ci) {a:—1l<r 人 1}. 
(ji {ziw] 和 Y 天 分 。 
{V)》 作 ， 
{1) 3232。 
(站 22sint| gin 《2 。 
(Ci) Pog, 
{ii) so 六, 
{Vv} PoP 
(Vii segs8s Po Pe Pag. 
{2) #. 
(b) Hry), 
(ce) HN. 
(a) 惕 函数 查 函 监 


所 函数 | 。 偶 函 数 | 两 者 都 不 是 
奇 函 数 | 两 者 都 不 是 | 。 奇 函数 


{b) 侦 孙 数 ” 达 函数 


偶 函 数 | 懈 草 数 奇 函 数 


吞 函 数 | 奇 函 数 | 伪 函 数 


(0) f 为 俩 函数 ”为 奇 苞 数 
9 为伍 函数 | 情 函 数 | 侦 务 数 
9 为 次 函数 | 个 函数 | 琳 函 数 


《dj 对 于 zc0 设 只 鸭 一 大 z) 而 对 于 <0 任意 定义 


(iD 设 2)= 愉 #) 二 1 并 设 f 为 这 样 的 函数 ;: 了 (2) 关 f(1) 十 f(1), 赐 


® 2 * 


fotgit ftfh, 
i) [tgtm of = + FN = (7) RC 
= (go 7+ ef EY)= Lg + RJ), 
(ii (xz 一 = 村 G(2) 一 (了 29 多 
了 -9 figtzp Ff f | 
(iv) 设 9(z) 一 2 并 设 了 为 这 样 的 函数 : 天 二 } 天 11f(2)， 册 


1 {fnD zf 9). 


附录 有 序 偶 


不 仪 在 函数 的 定义 中 而 且 在 本 书 的 其 他 部 分 都 要 用 到 有 序 偶 
这 个 概念 。 有 序 惕 的 定义 还 未 给 出 ， 并 且 也 未 明确 说 明 有 序 偶 应 
有 什么 性 质 ， 我 们 所 需要 的 一 个 性 质 可 形式 地 叙述 为 , 有 序 侦 (a 
必须 击 & 和 天 以 及 给 出 它们 的 其 序 来 决定 : 

车 (oa 把 一 (ea2)， 则 a=e 及 8=d. 

可 以 这 样 最 方便 地 来 处 理 有 席 偶 , 即将 (o, 5) 看 成 为 一 个 未 定 
义 的 术语 ， 并 将 其 基本 性 质 看 成 是 一 个 公理 一 一 因为 这 个 性 质 是 
关于 有 序 偶 的 唯一 有 意义 的 事实 , 没有 多 大 必要 去 考虑 有 序 偶 “ 究 
党 "是 什么 ,对 这 样 处 理 感到 满意 的 人 ， 就 不 再 需要 阅读 下 文 了 ， 

有 些 读者 感到 ， 除 非 先 定义 出 有 序 偶 从 而 使 其 基本 人 性 质变 成 
一 个 定理 , 他 们 将 不 会 满意 ,这 一 简短 附录 的 其 余部 分 就 是 为 这 些 
读者 而 写 的 , 将 我 们 的 注意 为 局 限 在 数 的 有 序 偶 上 是 没有 意义 的 ; 
使 任何 两 个 数学 对 象 的 有 序 侦 的 概念 能 饮 互 通 ， 才 是 合理 的 和 午 
要 的 。 亦 即 我 们 的 定义 应 当 包 含 对 所 有 数学 分 支 都 通用 的 概念 . 
数学 各 锁 域 中 的 一 个 遂 用 概念 是 集 的 概念 , 而 有 序 侦 (如 同 数学 中 
别 的 对 象 一 样 ) 可 以 用 此 概念 来 定义 ， 一 个 有 序 偶 可 以 看 成 为 比 
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较 特 殊 的 集合 . 

包含 两 个 元 素 和 刀 的 集合 {a, 分 显然 可 以 优先 选用 , 但 不 能 
作为 (总 的 定之 ， 因 为 由 tn 对 天 法定 4 或 5 旦 一 个 是 第 一 个 

一 个 更 可 到 的 选择 是 如 下 比较 奇 任 的 祭 : 
{{a}, {a, 5}}. 

该 集 有 两 个 元 ,各 元 本 身 又 是 集 ,一 个 元 是 集 {cj, 包含 单独 的 
一 个 元 素 0, 另 一 个 是 集 {4, 引 ， 我 们 将 (4,5) 定 义 为 这 样 的 集 ， 好 
象 是 很 不 妥当 的 、 这 样 选择 的 理由 是 因为 由 这 个 定义 可 以 立即 得 
到 定理 (定义 起 作用 ), 再 无 其 他 原因 | 


定义 . | 
| te, 5). | 


定理 1 设 {a, 了 =(¢e,D, 则 a=6e 和 5=d. 
证 明 . 原 假设 表示 
人 Gy (ta = 人 ee) 
现在 {{), (te, 引 } 只 包含 两 个 元 (时 和 和 103 了 而 是 (fa {a, 5}} 
两 个 元 中 的 唯一 的 公共 元 于 -同样 ,ec 是 {1Le，{c,8)} 的 两 个 元 中 
的 唯一 公共 的 元 ， 因 此 4=e。 于 是 有 
人 有人) 
剩 下 只 村 证 明 38=& 分 两 种 情形 来 考虑 较 方便 ， 
情形 1. 5=a， 在 此 情 展 中 ，{a, 8}= {9), 因此 ,和 集 {{9}，{a, 
如 } 实 际 上 只 有 一 个 元 ; 就 是 (9)，{{9}, to 4}} 羡 然 ,所 以 fq, 中 ) = 
{中 ， 这 意味 着 4=a=b, 
情形 2，5b 才 qa。 在 此 畏 形 中 ， 是 在 Ha {9, 了 )} 的 一 个 元 中 ， 
而 不 在 另 一 个 元 中 ， 因 此 , 5 必 在 {90}, {6;Qd}} 的 一 个 元 中 ， 而 不 
在 另 一 个 元 中 ， 这 只 有 五 在 {a， 丰 但 不 在 + 对 中 才能 成 立 ， 因 此 ， 
5 = 识 5= 员 但 二 ge 页 十 = 到 
。 4 1 
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”第 四 章 图 形 


对 数学 家 提 到 实数 时 ， 在 他 的 脑子 里 大 概 会 十 分 自然 地 出 现 
一 条 直线 形象 .他 多 半 既 不 想 排除 也 不 很 欢迎 这 个 想象 上 的 实数 
图 象 、“ 几 何 的 直观 ”使 他 能 利用 这 种 图 象 来 解释 关于 数 的 命题 ， 
甚至 可 以 暗示 证 明 它们 的 方法 ， 虽 然 在 第 一 部 分 研究 实数 的 性 质 
时 不 常用 几何 图 象 米 随 明 ， 但 在 第 二 部 分 中 用 这 种 几何 图 象 来 解 
释 将 会 大 有 帮助 . 

你 们 大 宏 已 经 热 悉 将 直线 看 作 实数 图 象 的 习惯 方法 ， 即 把 每 
一 实数 与 直线 上 的 点 家 联系 ， 为 此 ， 我 们 任 选 一 点 , 记 作 0, 在 它 
右边 任 选 一 点 , 记 作 1( 图 1). 在 它 右边 两 倍 于 这 个 距离 的 点 记 作 
2, 与 0 至 1 距离 相等 但 在 0 左边 的 点 记 作 一 1， 等 等 ， 接 照 这 样 


一 i 2 3 
1 90 二! 


图 1 


排列 , 若 s<<8， 出 对 应 于 a 的 点 在 对 应 于 5 的 点 的 左边 ， 我 们 也 
可 以 明显 地 综 出 如 1/2 那样 的 有 理 数 ， 通 常 假定 无 理 数 也 可 以 想 
法 在 这 图 上 “ 绘 "出 , 这样 每 一 实数 都 可 以 在 直线 上 绘 成 一 个 点 .我 
们 不 想 小 题 大 做 地 来 证 明 这 个 假设 ， 因 为 这 种 “ 绘 ? 数 的 方法 只 是 
描绘 某 一 抽象 概念 的 一 种 方法 ， 而 我 们 的 证 明 从 来 不 依 党 这 些 图 
象 (虽然 我 们 经 常 利用 一 个 图 象 米 暗示 或 帮助 解 蚂 某 一 证 法 )， 因 
为 这 种 几何 图 象 起 着 如 此 突出 的 (尽管 是 非 本 质 的 ) 作 用， 故 在 谈 
到 数 时 经 常 使 用 几何 语言 一 一 这 样 ,有 时 将 一 个 数 称 为 一 个 点 , 并 
党 将 R 称 为 实 直线 . 


和 内 要 


根据 这 种 几何 图 象 , 数 16 一 下 者 一 简单 的 解释 : 它 是 sa 和 之 
闻 的 距离 ， 即 充 a 和 2 为 两 端点 的 线段 的 长 度 ， 这 意味 着 满足 
1z 一 za|<s( 这 个 例子 经 常会 遇 到 , 故 特 别 各 以 考虑 ) 的 数 的 集合 ,可 
以 用 图 象 表示 为 到 4 的 距离 小 于 * 的 点 的 集合 。 这 些 点 的 集合 构 
成 由 a 一 至 4a+e 的 “到 间 ”， 它 也 可 以 描述 为 与 满足 4 一 上 一 7<<4 
十 # 内 的 数 * 相对 应 的 所 有 点 {图 2). 


图 2 
对 应 于 侨 闻 的 数 移 集合 经 常会 遇 到 ， 因 此 最 好 给 它们 一 个 专 


门 的 名 称 ， 集 合 { 们 :6a<z< 引 用 (oa, 臣 表 示 ， 称 为 由 4 至 台 的 开 区 
向 . 这 个 记 叶 自然 有 点 含糊 ， 因 为 4a, 8) 也 用 来 表示 一 个 数 偶 , 但 
在 上 下 文中 ， 往 往 可 以 看 出 (或 容易 弄 清 想 ) 究 竟 它 是 指 一 个 数 偶 
还 是 指 一 个 区 间 ， 注意 ， 若 sz 六 别 (o, 好 一己， 即 设 有 元 沸 的 集 
全; 钛 而立 际 上 , 当 提 到 一 个 区 间 (a, 外 时 ， 几乎 总 是 般 设 3 小 于 8 
(如果 要 慎重 , 就 明确 写 出 这 个 假设 , 不 然 就 隐 含 这 个 假设 ). 

集合 tx:e<z 委 人 用 fo 幻 表示 ,并 称 为 由 9 党 5 的 闭 区 间 . 虽 
热 这 个 记号 通常 用 于 a<& 的 情况 , 但 有 了 时 也 用 于 9=8 的 情 吏 , 区 
闻 (a, 3) 和 [a, 的 通常 给 法 如 图 3 所 示 ; 因为 这 两 种 区 间 在 图 上 
无 法 精确 区 别 开 来 ， 所 以 采用 各 种 习惯 给 法 .图 3 也 表示 出 某 些 
“无 穷 大 "的 区 间 ， 和 集合 tz:z> 叶 用 (oo) 表 永 ， 而 集合 {z:72 寺 
用 [a, ce) 表示 ; 集合 (一 ,只 和 (一 2, 轩 也 可 类 似 定 叉 ， 关 于 这 
一 点 必须 注音 : 符号 co 和 一 吕 , 虽然 经 常 读 作 “无 穷 大 "和 ”“ 负 无 穷 
大 ”, 但 纯 属 示意 的 ; 没有 数 “oo "能 对 所 有 数 4 福 是 co>4， 由 于 在 
许多 地 方 将 会 出 现 记号 oo 和 一 oo， 往往 必 须 规定 它们 只 下 在 与 数 
有 关 的 方面 ， 所 有 实数 的 集合 民 也 可 以 看 成 为 一 “区 间 ”"， 并 且 有 
讨 用 (一 co, 00) 表 示 . 
* 66 * 
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我 们 对 绘 数 偶 的 方法 比 绘 数 的 方法 更 感 兴趣 ， 这 个 方法 你 大 

娄 也 邹 悉 ， 需 要 一 个 两 条 互相 垂直 的 直线 构成 的 “坐标 蒜 "， 为 了 
区 分 这 两 条 直线 ， 我 们 将 共 中 一 条 称 为 水 平 轴 ， 另 一 条 称 为 直立 
轴 ，《 更 普通 的 术语 , 例如 “第 一 "和 “第 二 ” 轴 ， 从 逻辑 上 说 虽 更 为 
可 下 ,全 是 大 多 数 的 人 这 样 拿 书 或 至 少 在 黑板 上 是 这 样 , 所 以 采用 
“水 平 " 和 “直立 "更 形象 .》 这 两 轴 中 的 每 一 轴 都 可 以 用 实数 来 标 
记 , 但 是 我 们 还 可 以 用 数 偶 (4, 入 来 标记 水 平 轴 上 的 点 , 用 数 俩 (0， 
5) 来 标记 直立 轴 上 的 点 , 因而 这 两 轴 的 交点 , 坐标 系 的 原点 , 用 (0， 
0) 来 标记 . 现在 , 任意 点 (9, 六 都 可 以 绘 出 ,如 图 4 所 示 , 该 点 在 矩 
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形 的 一 个 顶点 上 , 该 乱 形 的 其 余 三 个 顶点 是 (0, 0), (a, 0) 和 (0, 5). 
数 a 和 5 分 别称 为 用 这 种 方法 确定 的 点 的 第 一 和 第 二 坐标 . 

注意 ， 我 们 真正 关心 的 是 画 函 数 的 方法 ， 因 为 一 个 函数 只 是 
数 偶 的 集合 , 所 以 我 们 给 出 函数 中 的 每 一 数 候 便 给 出 了 该 函数 .用 
这 种 方法 绘 得 的 图 形 称 为 函数 的 图 形 . 换言之 ,了 的 图 形 包含 所 有 
对 应 于 数 侦 (z，f(z)) 的 点 ， 因 为 大 多 数 函 数 包含 无 穷 多 的 数 侦 
因而 作 图 想必 是 艰巨 的 ， 但 事实 上 大 多 数 函 数 的 图 形 是 很 容易 给 
出 的 . 

并 不 奇怪 , 最 简单 的 函数 , 党 
信函 数 f(z)=。 的 图 形 最 简单 
容易 看 出 ， 函 数 f(z?=e 的 图 形 
是 一 条 平行 于 水 平 轴 的 直线 ， 它 
至 恋 轴 的 距离 为 c( 图 5)， 图 5 

函数 妃 z)= cx 的 图 形 也 特别 简单 一 通过 (0, 0) 的 直线 ， 如 
图 6 所 示 。 其 证 明 如 图 7 所 示 : 


6 ， ” 国 ? 
设 z 为 某 个 丰 等 于 0 的 数 ,并 设 工 是 这 样 一 条 直线 , 它 通过 对 
应 于 (0,0) 的 原点 0, 并 通过 对 应 于 (w, cz) 的 点 4 当 三 角形 4'B'0 
与 三 角形 480 相似 时 , 亦 即 当 
AB AB 
OF 0B ° 
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时 ,具有 第 一 坐标 的 一 点 生 将 在 直线 工 上 ;上 式 正好 是 看 对 应 
于 贪 {y, e 纹 的 条 件 , 亦 即 4 位 于 于 的 图 形 上 ， 上 述 证 明暗 中 假设 
了 “>0 不 过 其 他 情形 也 是 很 容易 证 明 的 .在 以 上 证 明 中 , 诬 量 
三 角形 两 边 的 比 的 数 “ 称 为 直线 的 新 率 ， 平 行 于 该 直线 的 直线 也 
具有 斜率 5， 

我 们 没有 将 以 上 论证 称 为 或 看 成 为 正式 的 证 明 ， 事 实 上 ， 严 
烙 的 论证 要 弯 涉 那些 我 们 根本 不 准备 讲 的 和 棱 节 内 容 . 任何 与 代数 
报 念 有 联系 的 几何 命题 的 严格 论证 ， 首 先 要 确实 证 明 (或 明确 假 
设 ) 直 线 上 的 点 能 用 一 种 确切 的 方 潜 与 实数 相对 应 ， 除 此 之 外 , 必 
须 象 我 们 讨论 实数 的 性 质 那 样 ， 精 确 地 来 讨论 平面 几何 ， 详 细 地 
讨论 平面 几何 是 一 个 很 好 的 题材 ， 但 这 决 不 是 研究 微 积 分 的 先决 
条 件 。 我 们 上 只 用 几何 图 形 米 帮助 直观 认识 , 为 了 这 个 目的 (并 和 髓 为 
了 数学 中 大 部 分 的 内 容 )， 只 要 将 平面 定义 为 所 有 实数 偶 的 集合 
并 将 直线 定义 为 某 些 数 偶 的 集合 ， 共 中 包括 集合 {(z, ez) :为 
数 }， 要 使 这 个 人 为 构造 的 几何 具 丰 中 学 所 学 过 的 儿 条 的 全 部 结 
构 , 还 需 加 一 个 定义 ， 设 (9,3) 和 和 (6, 中 为 平面 上 的 两 点 , 即 两 实数 
偶 , 我 们 定义 (ea, 纺 和 (人 cg 之 间 的 距离 为 

(a—o) FOO a. 

如 果 这 个 定义 的 由 来 不 清楚 ， 图 8 可 用 作 适 当 的 说 明 一 一 在 此 定 
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义 中 ， 毕 达 哥 拉 斯 定理 已 被 引信 | f(D) = or +d 
我 们 的 几何 中 *. 

再 回 到 我 们 非 正规 的 几何 图 
形 ， 不 蕉 看 出 (图 9) 函 数 7z)= 
cz 二 d 的 图 形 是 一 条 具有 制 率 c 
并 通过 点 (0, 四 的 直线 。 因 此 , 函 
数 Kz)= cz 二 d 称 为 线性 函数 , 这 
样 简单 的 线性 函数 经 常会 遇 到 ， 图 9 
并 且 容 易 处 理 ， 下 面 是 一 个 典型 的 问题 , 其 解法 一 点 也 不 麻烦 , 已 
知 两 个 不 同 的 点 (a, 5) 和 (c,d)， 求 线性 函数 有， 使 它 的 图 形 通过 
(a, 5) 和 (c,d)， 这 等 于 说 f(a) =5 和 了 (6) =d， 设 了 具有 f(z)= 
az+A 的 形式 , 则 必 有 


aatp=b, 
ge 十 月 一 个 
因此 ,a= (9 一 她 jc 一 中 和 p=8 一 [(4 一 BD /ce 一) ja, 于 是 
f(z) = +b— odot(s— oO) +5 


用 “点 斜 式 "表示 的 公式 ( 见 第 5 题 ) 很 容易 记 住 . 当然 , 只 有 当 Ga 二 
c 时 才 有 解 , 线性 函数 的 图 形 只 表示 不 平行 于 直立 辆 的 直线 . 直立 
线 不 是 任何 国 数 的 图 形 ;事实 上 , 一 个 函数 的 图 形 不 能 包含 同一 直 
立 线 上 两 个 不 同 的 点 , 这 结论 是 直接 外 症 数 的 定义 得 来 的 一 和 同一 
直立 线 上 的 两 点 对 应 于 (ae 芒 和 (a0) 这 样 形式 的 数 偶 , 按 定义 ， 
甘 "过 则 一 个 函数 就 不 能 包含 (4, 5) 和 (ga, ce)、 反 之 , 设 在 平面 上 
的 点 的 集合 没有 任何 两 点 在 同一 直立 线 上 ， 则 它 一 定 是 一 个 函数 


# ” 爱 挑 别 的 读者 可 能 反对 此 定名 ,因为 沿 不 知道 非 负 数 必 有 有 平方根， 对 此 异议 
目前 竟 实 无 法 解释 一 一 在 选 个 小 疑问 解决 之 前 ， 对 上 列 定 文 只 好 有 保留 地 先 接受 下 
素 . 
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的 图 形 ， 这 样 ,图 10 中 的 头 两 个 图 不 是 落 数 的 图 形 ， 而 后 两 个 图 
则 是 函数 的 图 形 ; 注意 , 第 四 图 基 这 样 函数 的 图 形 ， 它 的 定义 域 不 
是 整个 R, 因为 某 些 直立 线 上 根本 没有 图 形 上 的 点 . 


(a) 人 


te) 
图 10 


继 线 性 精 数 之 后 最 简单 的 也 许 是 函数 所 +)=x:， 如 果 我 们 绘 
出 于 中 的 儿 个 数 侦 , 即 儿 个 形 如 (zx, x? ) 的 数 偶 , 我 们 便 得 一 图 形 如 
图 11 所 示 . 

不 难 使 你 相信 , 所 有 的 数 侦 (zx, z*) 都 在 一 条 如 图 12 所 示 的 戎 
增 上 ;该 曲线 称 为 抛物 线 . 

因 图 形 是 给 在 纸 上 的 , (在 本 情形 下 ) 是 印刷 成 的 ，“ 图 形 是 否 
真是 这 样 ?” 这 个 问题 很 难 讲 清楚 .因为 线条 有 和 粗细， 所 以 真正 淮 
确 的 图 形 是 没有 的 ， 然 而 , 我 们 可 以 问 某 些 问题 : 例如 , 如 何 断 定 
其 图 形 不 象 图 13 中 的 任何 一 个 图 形 ? 容易 看 出 ， 甚 至 容易 证 明 ， 
其 图 形 不 象 (a)， 因 若 4<z<y 则 喀 王 久 , 这样, 图形 在 y 处 必定 
比 * 处 高 ,而 (a) 的 情形 并 非 如 此 。 只 要 作 图 精确 ， 绘 出 几 个 数 从 

a. TFI 。. 
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图 11 图 12 
Cr, 2 也 就 容易 看 出 其 图 形 不 会 有 tb) 中 那样 的 大 “跳跃 "或 (ce) 
中 那样 的 “ 陋 角 ?然而 为 了 证 明 这 些 论断 , 我 们 首先 要 说 明 , 如 何 
用 数学 的 方式 表示 一 个 苗 数 没有 “跳跃 "或 “ 陋 角 ”*; 这 些 概念 已 包 
含 微 积分 的 某 些 基 本 概念 。 虽然 我 们 最 终 能 严格 地 定义 它们 ， 但 
目前 你 可 以 斌 定义 这 些 概 念 , 然后 检查 你 的 定义 , 再 后 将 这 些 定义 
和 数学 家 已 经 认可 的 定义 相 比 较 。 如果 结 果 相 符 ， 你 自然 要 受到 
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祝 资 ! 
函数 Fo) 一 于 ,其 中 于 为 任意 自然 数 , 有 时 称 为 填 函 数 ， 同 时 
绘 出 风 个 这 样 的 乓 数 , 它们 的 图 形 就 很 容易 比较 , 如 图 14 所 示 ， 
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图 14 1 
每 函数 是 前 章 所 述 的 多 项 式 函 数 的 特殊 情形 。 现 个 特殊 的 多 
项 式 商 数 如 图 15 所 示 , 图 16 是 多 顶 式 函数 
fo) = qn + an w+ 十 a 
在 0。>0 情形 下 的 示意 图 ， ”i- 
一 般 地 说 ， 了 的 图 形 至 多 有 % 一 1 个 * 峰 "或 * 谷 * (所 谓 “ 放 ”是 
如 图 16 所 示 前 点 (2, (zw))， 所 谓 “ 答 ” 则 如 点 (9, 了 ( 拉 )}， 峰 和 谷 
的 数目 实际 上 可 以 更 少 (例如 , 寡 阔 数 至 多 只 有 一 个 和 谷 )， 昌 然 , 容 
易 说 出 这 些 论 断 , 但 其 证 明 要 到 第 三 部 分 才 可 望 找 到 (车 用 第 三 部 
分 中 有 效 的 方法 , 就 很 窑 易 证 明 )， 
73% 
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图 17 所 未 为 几 个 有 悍 国 数 的 图 形 ， 虽然 有 理 萎 数 比 多 项 式 
函数 更 多 样 化 , 但 当 我 们 能 用 导数 , 即 第 三 部 分 的 基本 工具 时 ， 它 
们 的 特性 也 是 容易 分 析 的 . 


图 17 
将 已 经 研究 过 的 函数 的 图 形 * 拼 次 "起 来 中 可 给 出 许多 有 趣 的 
图 形 . 图 18 中 的 图 形 全 由 直线 构成 . 这 个 图 形 表 示 的 出 数 了 满足 
(8)- 0", 
f(D" ， 
f(z) = 1, Eq 守 1， 
而 在 每 个 区 间 f17 tn 二 由, 1/nj 和 [一 1/s, 一 1/ Cn 十 1)] 内 都 是 线性 
商 数 ( 数 0 不 在 了 的 定义 域内 )、 当 zz 在 [1/{w 十 1)，1/#]j 之 内 诗 ， 
ss 


a 


图 1e 


当然 可 以 写 出 f(z) 一 个 明显 的 公式 ; 这 是 应 用 线性 函数 的 很 好 练 
习 , 并 使 你 相信 一 个 图 振 得 上 许多 文字 的 叙述 . 

实际 上 , 可 以 用 更 简单 的 方法 , 即 利 用 正 弥 函数 ， 来 定义 一 个 
在 0 附近 具有 无 数 次 振动 的 性 质 的 函数 ， 在 第 十 五 章 里 ， 我 们 将 
详细 讨论 这 种 函数 , 并 特别 讨论 弛 度 的 量度 ,眼下 用 上 度 来 量度 角 是 
最 容易 的 正弦 函数 的 图 形 如 图 19 所 示 (水 平 轴 的 尺度 已 改变 ， 
以 便 使 图 形 更 清楚 ; 绝 诬 的 县 度 除了 有 重要 的 数学 性 质 之 外 ,还 具 
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有 使 这 种 改变 成 为 不 必要 的 优点 ). 
现在 考虑 函数 Ko)= sia 工 .了 的 图 形 如 图 20 所 示 ，( 为 了 
给 出 该 图 , 首先 注意 下 列 事实 是 有 帮助 的 ， 


1 1 1 
二 “时 二 但 
当 如 18&0° 360’ 540° 3 fx) 3 
1 1 1 时 
Ee EE 二 1] 
当 z 90’ 90+360’ 90 二 720 -? 二 
当 t= asp Lo 时 f(%)=—1.) 
270 270 十 360 270+720” ? 


注意 ， 当 z 很 大 时 二 很 小 ,fo) 也 很 小 ; 当 z 是 “很 大 的 负数 " 
时 , 即 当 z 为 负 值 且 |z| 很 大 时 , fm) 再 次 接近 于 0, 尽管 f(z)<0. 

这 个 函数 的 一 个 有 趣 的 修改 是 jz)=- xsin 二 . 它 的 图 形 的 大 
线形 状 如 图 21 所 示 ， 由 于 在 0 附近 ，sin 二 在 1 和 一 1 之 间作 无 
数 次 的 振动 ,所 以 函数 (x)=wsin 二 在 * 和 一 x 之 间作 无 数 次 的 
振动 、 当 zx 很 大 或 负 得 很 大 时 图形 的 特性 更 难 分 析 。 因 为 这 时 
sin 二 趋 近 于 伶 而 * 却 念 来 念 大 , 好 象 不 好 确定 它们 的 乘积 ， 虽 然 
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图 21 
其 乘积 可 以 确定 ， 但 这 是 另 一 个 问题 ， 最 好 推迟 至 第 三 部 分 去 馈 


决 ，f(z) =z? sin 二 的 图 形 也 已 用 图 加 以 说 明 ( 图 22). 


图 22 


这 些 具 有 无 数 次 据 动 性 质 的 蓝 数 ， 显然 不 能 期 望 "精确 地 绘 
出 其 图 形 . 我 们 最 好 只 绘 出 它 的 一 部 分 而 酷 去 其 党 近 0 的 部 分 (这 
基 有 趣 的 部 分 )。 实 际 上 , 容易 找到 更 简单 的 函数 ， 其 图 形 也 无 法 
“精确 ”地 给 出 . 
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的 图 形 只 能 用 基 种 习惯 给 法 加 以 区 别 ， 这 种 方法 与 给 开 区 间 和 闭 
区 间 时 所 用 的 方法 相 类 似 (图 23). 


图 23 
最 后 一 例 是 一 个 这 样 的 函数 , 它 的 图 形 是 给 不 出 来 的 : 


j(e)= 扣 当 “ 为 和 理 玫 时 
1， 当 “为 有 理 数 时 ， 

虽然 了 的 图 形 必 包含 水 平 轴 上 的 无 穷 多 的 点 ， 也 包含 平行 于 水 平 
轴 的 一 条 直线 上 的 无 穷 多 的 点 ， 但 它 不 包含 这 两 条 直线 中 任何 一 
条 直线 上 所 有 的 点 .图 24 表示 一 般 课 本 中 的 绘 法 、 为 了 区 别 该 
图 的 两 部 分 , 对 应 于 无 理 数 z 的 直线 上 的 图 点 排 得 密 些 . 《采取 这 
种 恰 例 , 确实 有 数学 上 的 理由 , 但 它 是 根据 某 些 不 简单 的 概念 ， 这 
种 概念 将 在 习题 二 十 ,5 和 6 中 介绍 , ) 
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图 24 
某 些 畏 数 显示 出 的 特性 如 此 引 人 和 人 注意， 以 致使 人 容易 坊 掉 平 
画 上 茶 些 极 简单 但 很 重要 的 点 集 不 是 前 数 的 图 形 。 所 有 这 些 例子 
中 最 重要 的 是 圈 。 俯 Ca, 双 ) 为 圆心 , ?>>0 为 半径 的 贺 ， 按 定义 , 包 
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含 所 有 到 (ea 的 距离 为 7 之 点 (x, 提 ， 于 是 图 是 由 谐 是 
vr—a ta—)i=r. 
或 一 :+ (0)'=7? (wn 
的 所 有 点 (2, 扩 构成 的 (图 把 ) .、 
图 心 为 (0, 0), 半 符 为 1 的 回 ， 通 
常 视 为 一 种 标准 图, 称 为 单位 辆 . 
与 出 有 密切 关系 的 是 酉 四. 
狂 贺 的 定义 是 到 两 国定 点 的 距离 
之 和 为 常数 的 点 的 集合 .《 这 两 个 
固定 点 重合 时 ， 我 们 即 得 一 贺 .》 男生 
为 了 方 恒 起 见 ， 若 将 这 两 点 取 在 (一 信和 (fc,0)， 距 离 之 和 取 为 
24{ 因 子 2 可 使 代数 式 简化 )， 则 当 且 仅 当 满足 下 式 时 , (x, 妃 在 梢 
于 上 | 
VE tt Me) t=20 
MERTONTTF=2a0 Ve) ty, 
名 十 20% 十 如 十 执 
一 4 一 4aw 全 一 65 二 区 十 形 一 208 十 c2 十 好， 
der—o) =— dqv/tr—e) 二, 
erm — cro t+ 十 六 )， 


(Coa) ri— aya (ec:— a), 


涉 洲 


未 水 涉 


2 

到 ta 
、 2 | x 

上 式 通 癌 简写 成 竺 4 寻 二 1 


其 中 565 二 Me 一 (显然 , 我 们 必须 取 a>6, 因 此 , 9: 一 e*: 汪 0). 本 
到 的 加 形 如 图 26 所 示 ， 当 y==0 时， 椭圆 与 水 平 轴 相 交 , 于 是 


= 1, 你 = 士 号 


EL 


.在 加 内 .二 


1 


画 28 
当 z=0 时 , 精 贺 与 直立 轴 相 交 , 于 是 
和 一 1， y= 土 , 


双 曲 线 的 定义 是 类 似 的 , 所 不 同 的 只 是 两 个 距离 之 差 为 常数 . 
再 次 将 两 点 取 在 (一 ce, 0) 和 (e, 0), 常数 差 取 为 24, 按 (z, 幼 在 双 曲 
线 上 的 条 件 , 我 们 得 
MGTto) r+- M0) T= 土 20, 
上 式 可 以 简化 为 


1 
a oe 


但 是 , 在 本 情形 中 ， 我 们 必须 取 
eH， 于 是 一 et 一 0 ， 设 五 = 
ME 一， 则 当 且 仅 当 
x Ba 
mb 
了 时候 , 力 在 双 曲 线 上 . 其 图 形 如 
图 27 所 示 .， 它 包含 两 支 ， 因 为 由 图 27 
(一 0 0 和 0; 站 至 亿 , 妆 的 距离 之 差 可 以 按 两 种 不 同 的 次 序 来 取 . 
当 #=0 时 双 曲 线 与 水 平 轴 相 交 , 于 是 .x=< 土 9, 但 它 决 不 会 与 直立 
» Bl» 


1 


轴 相 交 . 

将 9=8=MV2 的 双 基 线 与 函数 (x)=1/z 的 图 形 相 比较 是 
有 元 的 (图 28)， 这 两 个 图 形 很 相 象 ， 实 际 上 是 完全 相同 的 ， 只 不 
过 转 过 45" 而 已 (第 21 题 )， 


J =! 


了 | 入- 笠 = 、 
(a) {b) 
图 28 
显然 无 法 将 加 或 精 圆 旋转 后 变 成 函数 的 图 形 。 然而， 对 这 些 
重要 几何 图 形 的 研究 , 往往 可 以 化 为 对 函数 的 研究 。 合 如 , 椭 回 是 
击 下 列 两 函数 的 图 形 构成 的 


fry=bvi—iaD) -ara 
和 (0) = b(n), — axe. 


当然 ,还 有 许多 其 他 的 函数 惕 具有 这 种 性 质 ， 例 如 , 我 们 可 以 取 
bli/o), 0xso 


f=! ,res, 一 ez<0 
和 r= 0 
Io), 一 EC 云 小 
我 们 也 可 以 取 
f= Y 为 有 理 数 ， 一 <z<a 
一 /1 一 Ga)，#Y 为 无 理 数 ， 一 GSz<e 
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一 Bi 一 Co)，Y 为 有 理 数 ， 一 4 所 Xz 
bi 一 (TVY/aY)， 人 w 为 无 理 数 ， 一 0 所 % 和 4. 

但 是 这 些 函 数 偶 都 包含 有 跳跃 的 不 合理 的 函数 .证 明 或 即使 只 是 
精确 地 叙述 这 个 事实 ， 目 前 是 很 难 的 ， 虽 然 你 可 能 已 经 开始 区 别 
有 合理 图 形 的 函数 与 有 不 合理 图 形 的 范 数 ， 但 你 可 能 发 现 很 难 提 
出 一 个 合理 函数 的 合理 定义 。 这 种 概念 的 数学 定义 不 容易 下 ， 本 
书 的 大 部 分 着 眼 于 给 “合理 "函数 增加 越 来 越 多 的 条 件 ， 当 我 们 定 
出 儿 个 条 件 之 后 , 我 们 暂停 下 来 问 一 问 , 是 否 已 将 可 以 称 为 台 理 的 
函数 真正 分 离 出 来 了 .不 幸 , 其 答案 往往 是 “未 分 离 出 来 ", 或 至 多 
是 一 个 有 条 件 的 “分 离 出 来 了 ”. 


和 go)=! 


习 题 


1， 在 一 直 找 上 ， 给 出 满足 下 列 条 件 移 所 有 5 的 集合 。 用 区 间 记 号 表示 下 
面 每 个 集合 (在 有 些 情形 中 还 要 用 符号 U)， 
Ci) lz 一 3| 天 1， 
{《 ij) |s—3j 志 1, 
《iiiy |x—al<e, 
{iy) sw 一 1| < 六 - 


1 


上 
(VY) TF 


(Vi) 守信 a4( 区 分 不 同 的 情形 来 也 ,用 a 表示 出 答案 )。 
(vii) z+1 守 2, 
《wii {rt 1 {x— 1) {tr—2) 0, 

2， 绘 出 满足 下 列 条 件 的 所 有 点 (z, 的 的 集合 . 《在 大 多 数 的 情形 中 ， 你 所 
给 的 图 形 并 不 刚好 是 一 条 直线 或 曲 绪 , 而 是 平面 的 一 个 适当 的 部 分 ,) 
(Ci) wy, 

Ci) w+ oy+b, 
(Ci) yx. 
(iv) yr, 
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(vy 1z 一 所 二 1. 
(vi) |z 十 如 < 工 
(Vii) zw 十 # 是 连 数 . 
(viiD Ty 是 整数 
Ox) Cs—D?+(y—2: < 
(xX) Tmt 
3， 给 出 满足 下 列 条 件 的 所 有 点 (zz 妨 的 集合 。 
Ci) lz1+ lyl=1. 
Ci) |x|—lyl=1. 
iiiy |x—1|l= |y-—1!. 
(iv) | 1 一 zx| 一 18 一 1|. 
《vV) 二 类 一 0 
(Vi) xy=0. 
(vii) x:—2x+#=4. 
vii w= 护 . 
4. 给 出 讲 足 下 列 荣 件 的 所 有 点 (2 扫 的 集合 . 
Ci) w= 
(ii) 外 一 所 一 1 


(iii) w= 1y!. 
(iv) x= Siny. 
提 杀 ; 你 已 经 知道 当 x 与 # 对 调 时 的 答案 
5，(a) 证 其 通过 点 (9, 各) 血 率 为 村 的 直线 是 函数 2) 二 吉 (Y 一 和 十 8 的 图 
形 ， 这 今 公 式 称 为 “点 余 式 "， 它 比 等 价 的 表达 式 入 2)=mz 十 人 8 
一 9) 更 方 恒 、 由 点 话 式 立即 可 以 看 出 , 筑 率 为 各, 在 2 处 的 了 值 
为 也 
《by 设 g 关 总 证 明 通 过 (6a, 下 和 (四 的 直 绥 是 函数 
Kz)= sa) + 
的 图 形 . 
《ce) 和 什么 时 配 入 7)=mx 二 8 和 7)=mz 十 5 的 图 港 是 半 行 的 直 
线 ? | 
妇 时 平 


a Ei nie 


省 ，{8)》 设 水 B 和 侣 是 三 个 数 , 且 和 克 和 瑟 不 同时 为 雷 , 证明 记 有 湛 中 
AT+ By+C=0 
的 点 (zx, 扩 的 集合 是 一 直线 (可 能 是 一 直立 线 )， 提 示 ; 首先 确定 
直立 线 的 情形 , 
(by 反之 ,证 明 每 一 直线 , 包括 直立 线 , 可 以 表示 为 满足 dx 十 嫌 十 0=0 
的 所 有 点 Cw, 扣 的 集合 ， 
7. (3) 通过 计算 图 29 中 三 角形 省 边 长 
的 平方 来 证 明 : 当 m%= 一 1 时 前 数 
Hr}=mr+ b, 
Cr)—=nRs 十 e 
的 图 形 互 相 姓 直 .( 汶 什么 两 直线 
相交 于 原点 的 特殊 和 请 形 ， 和 一 盘 
情形 是 一 样 的 ?7 
《b) 证明， 当 且 仅 当 44 BB8' 二 0 
时 , 由 满足 下 列 条 件 Qs 
Axt+By+O=0, 
a'r By+O=0 图 29 
的 所 有 的 点 {w, 加 所 构 威 的 两 条 直线 互相 疏 直 ， 
3 (a) 应 用 习题 一 ,18 证 明 
A TE 娃 十 二 十 Y 下 二 并. 
{b) 证 明 
VT (rt CY) 
+ (me) yy) 
解释 此 不 句 式 的 几何 意 疼 { 称 为 “三角 不 等 式 ”)。 柯 时 只 出 现 严 格 
不 入 式 
9 类 数 给 出 下 列 者 范 数 的 图 形 , 给 出 是 够 数量 的 点 ， 以 便 得 出 总 的 形状 . 
(部 分 问题 是 要 合理 估计 风沙 点 算是 “ 足 能 "前 f 下 面 提出 的 阿 题 是 为 了 
说 明 : 稍 加 思考 , 比 给 出 几 百 个 不 同 的 点 更 值得 , ) 


(i) Fe)=z+ 二 . { 当 =# 趋 近 于 0 或 很 大 时 , 将 出 现任 么 情况 y 此 图 


形 相对 于 恒 敌 函数 的 图 形 处 在 什么 位 置 ? 为 什么 开始 只 要 考虑 正 
的 % 即 已 足 竞 ?) 


Pil, mn} 
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10. 


11, 


12. 


13, 


14. 
15， 


，， 1 
(i) f(r)=2 2 
fiii) 天 2 一 站 十 去- 
sl. 
(ivy fr) er 去 


出 于 图 形 的 一 般 畦 点 , 如 时 

《ji) 手 是 二 的 . 

《ji) 了 是 奇 的 . 

《ij 放 了 了 是非 负 的 。 

(iv》 对 于 所 有 的 x, 天 z? 一 了 xz 十 人 (具有 这 种 性 质 的 函数 称 为 搓 期 的 ， 
共 周 期 为 9)， 

给 出 函数 7) 一 Y 3 当 加 二 1,2,3,4 时 的 图 形 (应 用 图 14， 可 以 容易 

给 出 这 个 图 形 。 一 定 要 记 住 ， 当 灿 是 偶数 时 ， 必 5 表示 zt 的 正 的 入 雇 

根 ; 尚 需 注意 , 当 台 是 惕 数 和 咨 数 时 图 形 的 重要 区 别 . ) . 

{a) 给 出 #9)=|x| 和 (2)=z* 的 图 形 . 

{b) 绘 出世 7)=|sinz| 和 玉 7)= sin:zx 的 图 形 。 (这 两 图 有 明显 不 同 
之 处 , 这 一 点 我 们 还 不 能 严格 地 说 明 ， 罩 你 能 否 发 现 不 同 在 何 处 } 
(2) 是 用 来 作 引 革 的 .) 

根据 了 的 图 形 , 绘 出 9 揭 图 形 , 设 

(Ci) 加 5 一 世上 十。 

《ji gtr) 一 了 (x 十 oy. 《本立 容 易 弄 错 ,) 

《iiiy g(r)=ef x). 
{区 分 5 二 0,¢>9.c<<0 三 种 情况 ,》 

《iv 》 (2)=f {cw), 

(Cv) gt)=f 11s). 

Yi) Hx)=f(|z|). 

(Vi gz)=|]f(z)|. 

Cviiiy gr) =maxcf, 0). 

《ix) g(2)=min(f, 0). 

(Xx) ye)—max(f, 1)。 

绘 出 入 #)=ax?: 十 bx 十 6 的 图 形 。 提示 : 用 习题 一 ，17 的 方法 ， 

符号 [z ] 表示 专 z 的 最 大 整数 ， 这 样 ，f2,1] 一 [3]=2 和 [一 0.9] 一 


志和 。 


【I 


[一 0.2]= 一 1， 绽 出 下 询 函 数 的 图 (它们 都 很 有 趣 , 共 中 有 些 题 往往 会 
三 共 他 问题 中 再 次 出 现 ), 

(Ci) f(z)=[2). 

Ci) f(z)=z—[x]. 

《iii) f(z)=vs [sj, 

(iv) f(2)=[4) + rtzl. 


(v) fs)=| 地 | 


(vi) (7)= eT 
Ep 
加 
16， 给 出 下 列 各 函数 的 图 形 . 
[ii 大 z) 一 人 ,其中 革 是 由 yw 到 最 近 上 整 歼 的 中 高 ， 
(ii) f(7)= {22}. 


(iii Ke)= (二 十 二 人 2 村- 
(Civ) f(2)= (42} 
(Y) 的 一 从 十 于 (2 对 十 于 (村 - 


许多 函数 可 用 一 个 数 药 寸 进 小 数 表示 来 描述 ， 虽 然 在 第 二 十 二 章 之 前 ， 
我 们 无 法 严格 描述 无 穷 小 数 , 但 你 对 无 穷 小 数 的 直 更 概念 ， 使 你 能 够 理解 下 
列 各 题 以 及 在 第 二 十 二 章 之 前 所 出 现 前 问题 .关于 无 穷 小 数 , 有 一 音义 不 明 
确 之 处 , 必须 说 明 一 下 : 所 有 以 一 串 9 结尾 的 小 教 都 每 于 另 一 全 以 一 串 0 结 
尾 的 小 数 { 例 如 ，1.23999… 一 1.24000…》. 而 我 们 笛 用 以 一 囊 9 结尾 的 小 数 ， 
"17， 尽 性 虹 夫 努力 担 给 下 列 随 数 的 图 殉 { 执 完整 的 图 形 往 往 是 办 不 到 的 )， 
(ii) fA2)=z 的 十 进 小 数 表 示 中 的 头 一 个 数 。 
(ji) 和 5》=z 的 十 进 小 数 表 示 中 移 第 二 个 数 . 
Ciii) 车 在 的 十 进 小 数 表 示 中 ， ? 的 个 数 龙 有 有 限 的 ， f(T) 二 这 些 7 的 
个 数 ; 否则 扩 z)=0. 
(iv) 者 在 z# 的 十 进 小 数 表示 中 ，7 的 个 数 是 有 限 的 ，J(z)=0; 将 则 
f(x#)=1, 
CY) f+#)= 在 ww 的 十 进 小 数 夫 示 中 , 将 第 一 个 7 了 (如 果 有 的 话 ) 上 后 面 所 
有 的 数字 都 用 4 代替 后 所 得 到 的 熬 ， 
» S77 » 
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(vi) 车 在 * 的 士 进 小 数 表示 中 不 出 现 1 则 玉 z)=0; 车 在 第 n 位 第 一 
议 出 现 1, 则 f(x) 一 了 
村 18， 设 
人 为 无 理 数 
1 下、 < 六 号 娄 的 有 
(者 p 和 gg 是 没有 公 因 数 的 整数 , 并且 9>0, 则 数 pjg 称 为 既 约 分 数 ). 
尽 你 所 能 给 出 了 的 图 形 ( 不 要 在 纸 上 随 便 地 给 出 各 点 | 先 孝 虚 4=2 的 
有 理 数 , 再 考虑 4 一 3 的 , 等 等 )， 
19，(a) f(z) 一 x? 图 以 上 的 点 是 具有 (zx, x?) 形式 的 点 ， 证 明 这 些 点 至 点 


(0. 地 ) 的 距离 与 至 9(z)= 一 地 图形 的 第 离 相等，( 见 图 30) 


图 30 
(b) 已 知 点 P=(a, 8) 和 一 水 平 线 工 即 Kz)==p 的 图 形 ,证 明 至 与 
等 距离 的 所 有 点 (z, 四 的 集合 ， 是 具有 所 z》==ax? 十 bz 十 e 形式 的 
函数 的 图 形 . 
*20。 (a) 证 明 由 (e, 由 至 (x, mx) 距离 的 平方 为 
ztm 二 zs —2md—2c) 二 G2 十 ez 
应 用 习题 一 ，17 求 这 些 数 的 最 小 值 ， 并 证 明和 由 (c,d) 至 (2) 二 ms 
图 形 的 汇 离 为 
lem—adl /~ rm: +1. 
* RF. 


tb) 


#21。 (a) 


(b) 


1. ci) 
{ii} 
(Cv) 
vii) 

2, Ci) 
《ii 
(v) 


{ viiy 


(Ix) 

3. (Ci) 
tiiiy 
{vw) 
(vii ) 


5. (2) 


hb) 


求 由 (ec, 四 至 所 5)=1mz 十 图 形 
的 距离 。 {将 此 情形 化 为 (3),) 
应 用 第 20 题 证明 图 31 中 所 示 的 
煞 有 和 六 由 


证 明 满足 (x /v3)? 一 (y /v2): 一 1 的 新 有 (x, 拉 的 集合 ,与 济 
是 2 一 的 所 有 (oz 殷 的 集合 是 相同 的 . 


选 题解 答 
(2, 4). 
[2, 4], 
[一 2, 2] 
(一 co ~1]U[1, oo)- 


在 fz)=z 图 形 下 方 所 有 的 点 ， 

在 fz7)=xw?* 图 形 干 方 所 有 的 点 . 

在 zz 十 1 和 (xX)}=* 一 1 两 图 形 之 间 所 有 的 点 ， 

与 水 平 轴 相交 于 点 (%, 0)， 其 中 为 整数 ， 且 与 作 #) 二 一 + 图形 平 
行 的 直线 的 集合 . 

以 (4,2) 为 圆心 ，1 为 兴 径 的 陪 内 所 有 的 点 ， 

以 0 0 10, 1 《一 1 有 和 各 ,一 二 为 丙 点 的 正方 形 ， 

到 2 一 上 图 形 和 大 z7 一 2 一 2 图 形 . 

点 (0,0)、 

因 x 一 24 十 六 = (x 一 了 :十 护 一 1, 玖 读 图 形 为 以 (1, 站 为 网 心 , V5 
为 半径 的 圆 . 
只 要 注意 到 , (4)=m(# 一 丰 十 B= 入 x 十 (6 一 吉 检 的 图 形 , 是 一 条 通 
这 点 (9 有 扣 并 且 具 有 许 率 m 的 直线 , (本 题 要 点 是 为 了 记 信 点 笑 式 ,》 
适 过 tg, 和 (eo, 中 的 直线 的 斜率 为 (8 一 了 1(e 一 站 ,于 是 由 (3) 可 得 
所 需 的 方程 . 
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19, 


{e) 当 入 = 和 rm 和 bssB 时 ,两 图 形 是 平行 的 直线 。 因 为 此 了 时 显然 注 有 一 
个 x 衣 满足 所 *)}=g(+)， 得 车 mx 尖 m', 则 恒 有 一 个 局 即 
r= (8 —b)] (mm— 1 ) 
能 清 足 f*#) 一 g(+), 


:， (a) 设 B=0 和 4 对 0， 则 点 的 集合 是 由 满足 z 一 一 0/4 所 有 的 点 tz, 巩 


形成 的 直立 线 ， 漂 B 基 外 则 点 的 集合 是 
fH)= (AIBI+ C—OCIB) 

的 图 形 ， 

<b) 在 z 一 4 直立 线 上 的 点 (z 殷 ， 正 好 是 注 1.z 十 0 十 (一 提 一 0 的 
点 ， 在 天 z=mz 十 图形 上 的 点 (x, 拉 ， 焉 好 是 油 足 (一 m}z 填 1 
十 (一 到 一 0 的 点 ， 

( i) 了 的 图 形 与 直立 灿 对 称 . 

(ii) 了 的 图 形 与 原点 对 称 ， 亦 即 在 直立 轴 左 边 的 图 形 , 是 将 右边 的 图 形 
先 对 直立 轴 反 射 到 左边 , 再 对 水 平 辆 反射 到 下 边 后 得 漳 的 . 

《ij) 了 的 图 形 在 水 平 轴 上 或 水 平 灿 的 上 方 . 

(iv ) 于 的 图 形 是 在 0 至 a 之 间 图 形 的 密 次 重复 ， 


(a) 由 (z, 于 ) 生 (0 二) 的 距离 的 平方 为 
1 1 
一) + 


zz 1 
= + 志 十 入 


1 4 
-=(*+ 才 )， 
这 等 子 由 (% **) 至 9 图形 的 距离 的 平方 . 
《b) 当 且 仅 当 
(一 如 :十 (一 六) 一 修一 人) 
或 济 一 22z 十 短 十 匀 一 28g 十 亩 一 闫 一 2 区 十 于 


2 二 2 
(5 厅 ]jz+( 5 -) 
征战 (2 9) 满足 已 知 条 和 件 ， 
(此 解答 仅 适用 干 关 7, 即 所 不 在 上 的 捕 况 ， 若 在 上 ， 则 其 
解 为 通过 卫 的 直立 线 ,) 


人 。 


第 五 章 极 了 腿 


在 整个 微 积分 中 ， 极 限 的 概念 确实 是 暴 重 要 的 并 且 也 许 是 最 
难 的 一 个 概 念 ， 本 章 的 目的 是 要 给 极限 下 定义 ， 但 我 们 将 再 次 从 
临时 定义 开始 ; 我 们 所 要 定义 的 不 是 “极限 ”一 词 ,而 是 函数 趋 近 一 
个 极限 的 概念 . 

临时 定义 ”如 果 只 要 z 充分 接近 而 不 等 于 就 能 使 Kz) 要 
多 接近 就 多 接近 7, 则 称 此 六 数 了 在 a 附近 趋 近 极限 1D， 

在 图 1 所 示 的 六 个 一 数 中 ， 只 有 头 三 个 在 附近 赵 近 !.， 注 
意 , 尽管 9 的 设 有 定义 ,而 天 (9) 又 是 按 “ 非 正常 的 方式 "定义 的 , 但 
仍然 可 以 说 ,y 和 # 在 a 附近 趋 近 i. 这 是 因为 , 在 我 们 的 定义 中 ， 


<D 译 福 : 此 处 原文 为 “the function f apprqaches the limit { neat an。 
有 许多 书 是 称 “ 函 数 了 在 a 处 看 向 于 极限 


ss i。 


已 明确 地 将 函数 在 4 处 的 函数 秆 排除 在 外 一 一 只 要 当 x 接 近 4a 
(但 不 每 于 a ) 时 , f(z) 能 接近 1 即 可 ,对 于 f(a) 的 值 ,或 甚至 f(a) 
是 否 有 定义 , 我 们 完全 不 感 兴趣 . | 

f 在 4 附近 趋 近 1 的 断言 ,可 用 简单 的 图 形 来 表示 ,这 种 图 形 
是 用 第 四 章 中 未 曾 提 到 的 一 种 给 函数 的 方法 给 出 的 。 按 照 这 种 广 
法 , 我 们 绘 出 两 条 直线 , 每 条 都 代表 只， 自 其 中 一 条 直线 上 的 一 点 
z 引 一 个 箭 号 ， 指 到 吻 一 条 直线 上 的 fz). .图 2 所 示 为 两 个 不 网 
函数 的 这 样 的 图 形 . 


人 


(Ca) fix)=e 


—1 总 

人 b) 站 同和 2 

图 2， 
现在 考虑 一 苗 数 户 其 图 形 如 图 3 所 示 ， 假 如 我 们 要 求 f(z)。 

比如 说 在 图 3 所 示 的 开 区 间 了 B 内 接近 1， 如果 我 们 只 考虑 图 3 所 

示 的 区 间 4 内 的 数 x， 恒 能 满足 这 个 要 求 ， (在读 图 中 ， 我 们 选取 

了 满足 上 述 要 求 的 最 大 区 间 ; 也 可 以 选取 任何 包含 6 的 小 一 些 的 


+ 02 + 


区 间 .) 如 时 我 们 选 定 一 个 小 一 些 的 区 间 召 (图 上， 通常 我 们 必须 
选取 一 个 小 一 些 的 4， 但 无 论 我 们 将 开 区 间 取得 怎样 小 总 可 
以 优 定 有 其 一 开 区 间 4 能 满 呈 要求 | 

可 用 了 的 图 形 作 类 似 的 图 解 , 但 在 这 种 情况 下 , 区间 吾 就 必须 
给 在 直立 轴 上 ， 而 集合 4 绘 在 水 平 轴 上 ，# 在 4 内 时 天 7?) 在 8 内 
一 事 , 意味 着 在 4 上 方 的 这 段 图 形 , 包含 在 以 通过 B 的 两 端点 的 两 
根 水 平 线 为 边界 的 区 域内 ;比较 图 5(al 和 图 5(b)， 可 见 前 者 所 选 
的 区 间 4 是 正确 的 , 而 后 者 的 4 太 大 ， 


(a) (b) 
， 图 5 


为 了 将 我 们 的 定义 应 用 于 特定 的 函数 ， 我 们 考虑 f(z)= 
zsin 一 (图 6)， 是 管 这 一 函数 在 0 附近 不 稳定 , 但 显然 可 见 ， 至少 


从 直观 上 看 ,了 在 0 附近 趋 撑 0， 并 且 当 然 希 望 由 我 们 的 定义 能 得 
出 同样 的 结论 。 对 于 我 们 所 考虑 的 情形 , 定义 中 的 a 和 ?都 是 0， 
我 们 要 间 ， 如 果 我 们 使 x 充分 接近 0 但 去 0， 我们 能 否 使 (+)= 


zsin 二 按 我 们 所 希望 的 接近 程度 接近 0? 举 一 特 例 ， 假设 我 们 希 
望 zein 二 至 0 的 忠 离 在 下 之 内 。 亦 即 我 们 项 望 


+ 3 + 


1 11 
in “10 


或 更 简练 地 写成 


zsin 二 | < 十 这 是 容易 的 , 由 于 


sin 二 |<1。 对 于 所 有 的 x0， 
我 们 有 jzsin2 |<izl, 对 于 所 有 的 x 二 0. 


上 式 表 示 ， 若 z[< 证 有 < 二 0， 则 


和 < 要 者 多 至 0 
的 距 敲 在 1 之 内 但 地 0， 则 zain 寺 至 0 的 距离 在 机 之 内 . Mot 
无 关 紧 要 的 , 同样 容易 保证 1f(2) 一 9j< 和 市 一 一 只 要 使 |z|<j1 


但 zz 夫 0 即 可 ， 事 实 上 ， 假 使 我 们 取 任 意 正 数 z:， 只 要 |w|<e 匡 w 
地 0, 就 能 使 |2) 一 0| < 之 a, 


看 来 函数 有 (+)=x? sin 志 (图 7) 在 0 附近 趋 近 0 更 为 明显 . 
例如 , 如果 我 们 要 求 


区 :sin 二 | < 元 


当然 只 要 使 |z| < 十 且 = 地 0 即 可 , 因为 这 意味 着 |z* | 之 35, 从 而 


。 9 了 。 


:» 1 
站 二 站 :Si 一 
{ 人 sh 


国 7 了 


1 1 
100™~10 


(虽然 我 们 可 以 将 对 4 的 限制 放 得 更 宽 , 允许 Ex] < 过 1/ v10 有 x 二 0 
但 这 样 将 限制 尽 可 能 地 坡 宽 没有 各 么 特别 的 优点 . ) 一 般 地 说 ， 设 
2aD0, 为 了 保证 


| sin# <a 1< 


EE sinB |<s, 
我 们 只 要 使 
Ix|< 之 e 和 YY 二 0 (假设 :所 1) 
即 可 ， 如 果 我 们 给 出 一 个 大 于 1 的。 (这 是 可 能 的 , 虽然 我 们 感 兴 
趣 的 * 是 “小 "的 ), 则 只 要 求 | 外 <e 是 不 够 的 , 但 要 求 [z#|<1 且 4 
二 0, 当然 就 够 了 . 
作为 第 三 个 例子 , 考虑 函数 fz) 二 VTzTsii 士 (图 8)， 为 了 


使 | Ts 


<e, 我 们 可 以 令 


[| 过 ae? 用 x0 《车 s 志 1)， 
和 生字 市 


。 全 
| 可 Sn = 
次 


fh) = 


~ 
we 


图 8 
或 1zj < 一 1I 旦 xz 了 0( 若 e>>1)( 代 数 运算 留 给 你 们 散 ). 


最 后 , 让 我 们 考虑 函数 f(z)= sin 志 (图 9)， 对 于 这 个 函数 ， 


f 在 0 附近 趋 近 0 不 成立 ， 这 就 是 说 ， 不 是 对 于 所 有 的 数 >0， 
都 能 把 z 取得 足够 小 且 二 0 使 得 11(x) 一 01<s, 为 了 证 明 这 一 点 ， 
我 们 只 要 找到 一 个 。>0, 对 于 这 个 6, 无 论 我 们 将 1z[ 取 得 怎样 小 


都 无 法 保证 条 件 |f(2) 一 0| 之 成 立 ， 事 实 上 ， = 一半 就 可 以 了 ;无 
论 我 们 将 lz| 取 得 怎样 小 , 都 不 能 保证 f(z)| < 二; 因 若 4 为 包含 
0 的 任意 区 间 , 则 在 该 区 间 内 总 有 一 些 数 x=1/(90+360n)， 对 于 


和 


这 些 z 我 们 有 f(z)=1. 

间 理 可 证 了 (图 10) 在 0 附近 不 趋 近 任 何 数 ， 为 了 证 明 这 一 
点 , 我 们 必须 对 于 任何 特定 的 数 i， 再 找 一 个 数 *>0， 使 得 不 管 z 
多 么 小 ,if(z) 一 丰 <<e 不 是 总 能 成 立 的 。 选择。 一 地 ， 可 以 对 任 
何 数 2 都 适用 ; 即 不 论 我 们 将 |x| 取 得 多 么 小 , 都 不 能 保证 | 扎 z) 一 
1 < 廊 ， 理 由 是 ,对 于 包含 0 的 任何 区 间 4, 在 该 区 间 内 总 有 一 些 
x; 二 1/(90 十 360n) 使 得 

f(x) =1, 
在 该 区 间 内 还 有 一 些 za =1/(270 十 360m) 使 得 
ftxz) =—1. 

但 从 5 一 序 到 1 十 二 的 区 间 不 能 同时 包含 一 1 和 1， 因 其 全 长 只 有 
1， 所 以 不 论 [为 何 数 , 我 们 都 无 法 同时 满足 


1 | 
1 一 可 < 言 和 1 一 1 一 引 < 去 . 


灰 z)= sin1/z 在 附近 所 旦 现 的 现象 会 以 多 种 方式 出 现 , 如 
果 我 们 考虑 函数 
7 日 


0，z 为 无 理 数 ， 
人 
则 不 论 a 等 千 何 值 ,了 在 a 附近 都 不 趋 近 任何 数 {， 事 实 上 ， 不 论 
我 们 使 > 怎样 接近 a, 都 无 法 使 | 失 z) 一 1|< 子 ， 因 在 包含 a 的 任 
何 区 间 内 , 虞 有 满足 上 z)=0 的 数 m, 又 有 满足 1z)=1 的 数 x. 这 
样 , 我 们 就 需 同时 有 10 一 中 一 工 和 11 一 吉 < 圭 
这 种 特性 的 一 个 有 趣 的 变化 是 如 图 11 所 示 的 函数 : 
1 各 = 为 2 


，"jQ) - [sx 为 有 再 数 
”7 ”tm * 为 无 理 才 


图 1 . 


这 个 育 数 的 特性 与 7)= sin1j% 的 特性 “相反 ?; 虽然 它 在 四 
请 近 趋 近 0, 但 车 9 地 0 则 在 a 附近 不 趋 近 任何 数 . 现在 你 应 不 难 
相信 这 是 真 的 . . 

为 了 与 迄今 所 考虑 的 很 反常 的 国 数 相 对 照 ， 我 们 现在 考查 一 
些 最 简单 的 函数 . 

设 3)=c, 则 对 于 每 个 数 久 了 在 a 附近 趋 近 c， 事 实 上 ， 为 
了 使 1f(#) 一 c| 过 s, 我 们 根本 无 需 将 x 限制 在 a 附近 ,已 能 自动 洪 
足 这 个 条 件 ( 图 12)， 

3 


图 13 
稍 加 变化 , 设 了 为 如 图 13 所 示 的 哨 数 ; 


一 1，x<<0， 
1, x 0, 


J) =x>0 


b 0 


f07)=| 


下 一 -1 
， 图 13 
车 o>0, 则 了 在 4 附近 趋 近 1: 的 确 ， 为 了 使 |f(*) 一 1| 坟 2 当然 
只 楼 令 |z 一 4| 过 a 就 够 了 , 因为 这 意味 着 
一 站 < 必 革 一 将 
或 
人 < 人 
因此 产 z?=1 同样 地 , 若 8<0, 则 了 在 二 附近 趋 近 一 1 为 了 后 
Fr) 一 (一 十 1<e 只 要 令 |x 一 58| 二 一 了 就 够 了. 最 后 , 容易 验证 ， 
了 在 0 附近 不 趋 近 任 何 数 . 
施 数 六 rz)=Y 容易 处 理 ， 显然 ， 了 在 “附近 趋 近 a: 为 了 使 
[f(z) 一 el 过, 我们 只 要 令 1* 一 o| < 过 e 即 可 . 
函数 f(x) =z? 稍为 麻烦 ， 为 了 证 明了 在 4 附近 趋 近 中 ， 我 
们 必须 解决 怎样 保证 
99 + 


[se 一 本 |<e. 
因 式 分 解 似 为 最 好 的 方法 :我 们 希望 
[x—al* |x+al<Ze, 
显然 ， 因 了 于 1w 十 9| 将 引起 麻烦 . 田 一 方面 ， 无 需要 求 |z 十 al 特别 
小 ;我 们 只 要 知道 |x 十 ol 值 的 某 一 范围 ,事情 就 好 办 了 . 例如 ， 车 
jz 十 之 1000000， 我 们 只 要 令 |z 一 4| 过 e11000000 即 可 ， 因 此 ， 
首先 让 我 们 令 1z 一 od < 之 1 也 可 用 除 1 之 外 的 任何 正 数 ); 这 样 也 许 
能 使 # 不 致 太 大 ,从 而 |# 十 a| 岂 不致 太 大 ， 其 实 , 习题 一 ，12 指出 
[zl—1asl 志 |#—a| 达 1, 
因此 
[|<1+ lal, 
从 而 [x+alsizi+ial<2lal +1, 
现在 我 们 只 要 附 吉 一 个 条 件 jz 一 #|<eA(214| 十 切换 言 之 ， 


车 lz 一 al<min(l 2 则 [zs2 a? | 一 e， 


当然 ,对 于 小 的 * min (1, e/{2|9] 十 1)) 就 等 于 ef/ C21al 十). 
用 同样 的 技巧 , 我 们 可 以 看 到 ， 者 用 #)= 人 ， 则 于 在 a 附近 趋 
近 ww 事实 上 , 若 


ocminfl ee 
| sl<min(1, Gra rolrr ra rar) 


则 [ole. 
由 这 个 断言 的 证 明 过 程 , 可 以 看 出 这 个 奇怪 分 母 的 由 来 ; 若 |x 一 a| 
之 1 则 |z| 达 jal 十 1, 从 而 

le tarto | lzl* +lol:|z|+ |al? 

(4 |el)?+|al (1+ le)) +lol:. 

因此 

| 全 一 可 | 一 | 攻 一 G| 2 十 az 十 本 | 
= 了 站 看。 


£ 
UralR+tlaldtlal) + 
:LC1+1e))? + ol(t el) +lol:]=e. 


现在 可 以 指出 , 我 们 对 极限 所 作 的 许多 论证 , 没有 一 个 能 算是 
真正 的 证 明 ， 这 里 的 毛病 不 在 于 我 们 的 推理 , 而 在 于 我 们 的 定义 ， 
如 梨 我 们 关于 函数 的 临时 定 交 可 以 非议 ， 那 么 我 们 关于 趋 近 极限 
的 临时 定义 更 是 可 非议 的 ， 这 个 定义 用 于 证 明 是 不 够 明确 的 ， 很 
难 乔 清楚 , 我 们 怎样 佬 “要 求 " x 充分 接近 a (“充分 "接近 应 该 是 多 
近 ), 而 “使 得 ”f(z) 接 近 1 (“接近 "究竟 是 什么 意思 )， 尽 管 我 们 的 
定义 受到 非议 , 但 你 会 感到 (我 当然 希望 这 样 ), 我 们 的 论证 还 是 十 
分 令 人 信服 的 ， 只 要 提 到 真正 的 论证 ， 我 们 实际 上 不 得 不 建立 一 
个 真正 的 定义 ， 可 以 分 几 步 来 得 出 这 个 定义 ， 逐 步 洪 清 含糊 的 措 
词 ， 让 我 们 再 次 从 临时 定义 开始 : 
如 果 只 要 z 充分 接近 而 不 等 于 a， 就 能 使 Kz) 要 多 接近 
就 多 接近 4, 则 称 此 函数 了 在 a 附近 趋 近 极限 
在 该 定义 中 , 我 们 所 作 的 极其 初步 的 变更 ， 就 是 指明 使 f(z) 接 过 
4, 就 是 使 | 所 +) 一 Hi 很 小 ， 对 于 x 接近 a 也 与 此 相 人 象 ， 
如 果 只 要 1x 一 oi 充分 小 朋 z 二 4， 就 能 使 |f(x) 一 ?| 要 多 
小 就 多 小 , 则 称 此 函数 了 在 a 附近 赵 近 极限 7 
第 二 个 更 有 决定 意义 的 变更 ， 是 指明 使 |f(z) 一 1| “要 多 小 就 多 
小 ”, 意味 着 对 于 任何 >0, 都 要 使 |f(z) 一 1| < 一。 于 是 得 : 
车 对 于 任意 的 e>0, 只 要 1z 一 | 充分 小 且 x 二 9， 就 能 使 
17z) 一 引 <e, 则 称 此 函数 了 在 G 附近 趋 近 极限 志 
以 上 我 们 给 出 的 极限 的 所 有 论证 ， 有 一 共同 的 格式 ， 对 于 任意 数 
<>>0, 我 们 找到 了 另外 某 一 正 数 , 比如 说 6， 它 具有 性 质 ， 当 zy 二 6 


且 |* 一 中 <3 时 ,使 得 Ifz) 一 <<e， 对 于 函数 f(z)=zxsin 上 (对 


* Ol* 


于 = 0,1=0), 这 个 数 8 众 好 等 于 数 扩 对 于 fz) 二 VTzTsin 二 ， 
若 <1 则 这 个 数 为 ez, 若 s>1 则 这 个 数 为 1; 对 于 f+)=#?， 
这 个 数 是 1 和 s/(21e1+1) 中 的 较 小 一 个 ， 在 一 般 情况 下 ， 不 一 
定 完全 清楚 如 何 由 给 定 的 。 来 找 5， 但 表示 “充分 小 ” 有 多 小 的 却 
总 是 条 件 |z 一 al < 
若 对 于 枉 意 的 *>0, 总 存在 着 某 个 5>>0， 使 得 当 |x 一 a| 
8 而且 z 半 a 财 , 就 有 f(z) 一 丰 之 e， 则 称 此 函数 在 a 附 
近 趋 近 极 限 工 
实际 上 ， 这 是 我 们 将 要 采用 的 定义 ， 我 们 只 作 一 处 无 足 轻 重 的 变 
动 ,注意 到 “|x 一 4| <8 和 za 可 以 改写 成 0<<1z 一 al <6”， 


定义 


唱 数 了 在 < 附近 赵 近 极限 ! 表示 : 对 于 任意 的 * 盖 0 总 存在 
着 基 个 S>0, 使 担当 0 过 1z 一 oi 之 6 时 ,就 有 |f(z) 一 ?| 二. 


这 个 定义 很 重要 (从 现在 起 , 我们 研究 每 一 个 问题 都 更 柴 它 )， 
如 果 不 知 道 这 个 定义 ; 就 别 想 作 进一步 的 研究 ， 如 有 必要 , 象 背 一 
首 诗 那样 把 它 背 下 来 ! 这 样 散 , 至 少 比 把 它 说 错 来 得 强 ; 如 果 你 把 - 
它 说 错 了 ， 必 定 会 作出 错误 的 证 明 .。 为 了 很 好 地 热 悉 一 下 正确 的 
证 法 , 不 妨 将 前 面 基于 函数 趋 近 极限 所 必 的 论证 ,每 一 个 再 作 一 次 
真正 的 证 明 ， 这 只 要 写 出 所 要 证 明 的 极限 的 正确 定义 ， 无 需 多 做 
什么 一 一 所 有 代数 的 演算 ， 都 已 经 做 了 ， 要 证 明了 在 4 附近 不 赵 
近 1, 当然 要 恰当 地 对 这 个 定义 取 否 定 ; 
如 果 下 列 命 慎 不 成 江 ， - 

对 于 任意 的 *>0， 总 存在 着 某 个 5>0， 使 得 当 * 请 足 

0<1z-al<$ 时 ,就 有 |f(2) 一 过， 
则 
“102， 


几 有 某 个 >0, 使 得 对 于 所 有 的 3>0， 总 有 基 些 x 满足 
0 一 lz 一 al<4， 但 无 法 满足 |12) 一 i 过 a. 
这 样 ， 为 了 证 明 转 数 f(2)= sin 二 在 0 附近 不 更 近 小 我 们 考虑 


= 广 ， 并 注意 到 ， 对 于 所 有 的 6>0， 总 有 某 些 % 满足 0 一 17 一 0 二 
5, 但 无 法 满足 


sin 二 一 0| < 六 一 - 即 具 有 17790 十 360m) 形式 的 


2; 共 中 站 大 得 足以 使 1 (90 十 360m) 一 4 
我 们 用 图 14 扬 示 的 函数 为 例 , 来 说 明 函 数 趋 近 极 限 的 定义 的 
应 用 ， 这 个 例子 很 典型 , 也 是 最 麻烦 的 一 个 : 


fz)=| 


0，Y 为 无 理 数 ，0<w<1 
1/9，zx =278( 既 约 分 数 ),0<x<1， 


1 < 为 无 锂 妆 
Wi 攻 一 名 (也 的 分 数 ) 


图 14 
‘回忆 一 下 ， 车 2 和 《为 没有 公 因 数 的 两 个 整数 ， 且 9>0, 则 pj/g 
称 为 婚约 分 数 .) 
对 于 满足 0<ao< 守 的 任何 数 4 国 数 了 在 上 附近 趋 近 0， 为 了 
证 明 这 个 结论 , 考虑 任意 数 e>0， 设 ”为 一 自然 数 ， 大 到 是 以 全 
1/n<<s， 注 意 ,只 有 下 列 的 数 z 可 能 不 满 是 |f(2) 一 01 之 e: 
+» Fit 自 


A A re 


(车 a 为 有 理 数 ， 则 a 可 能 是 这 些 数 中 的 一 个 .) 这 些 数 无 论 怎么 
多 ,都 是 有 穷 多 ， 因 此 , 所 有 这 些 数 之 中 , 必 有 一 个 革 接 近 a; 即 在 
这 些 数 中 , 有 一 个 /4 使 jp/19 一 ql 为 最 小 ，( 和 如 果 a 恰好 是 这 些 数 
中 的 一 个 , 就 只 考虑 p/g 寺 6 财 1ip19 一 4 的 值 ,》 5 可 以 选 作 这 一 最 
短 的 距离 。 因 为 若 0 之 |4 一 4|<6, 则 就 不 是 
1 ... 2 一 1 
2 ? % 
咎 的 一 个 ,因此 |7z) 一 01<* 能 成 立 ， 证 毕 ， 注意 ， 我 们 这 样 来 
描述 3( 它 适合 一 个 给 定 的 e) 是 完全 合适 的 一 一 没有 理由 要 求 我 
们 , 必须 给 出 一 个 以 。 表示 5 的 公式 . 
现在 淮 备用 我 们 的 定义 米 证 明 头 一 个 定理 ; 你 可 能 一 直 设想 
有 这 个 结果 ， 这 样 设想 是 很 合理 的 ， 这 个 定理 实际 上 是 用 来 检 蛤 
我 们 的 定义 ， 如 果 证 不 出 这 个 定理 , 我 们 的 定义 就 是 无 用 的 . 
定理 1 一 函数 在 a 附近， 不 可 能 趋 近 两 个 不 同 的 极限 ， 换 
句 话说 , 若 了 在 a 附近 趋 近 4, 并且 了 在 a 附近 又 趋 近 mm, 则 
[ =n, 
证 因为 这 是 我 们 关于 极限 的 头 一 个 定理 ， 所 以 当然 需要 将 
假设 按 定 义 翻 译 出 来 . 
因为 f 在 a 附近 趋 近 1, 我 们 知道 ,对 于 任何 e>0， 总 存在 着 
某 个 5,>0, 使 得 当 
0< | 人 一 G| < 
计 , 有 
1Fz) 一 引 <e。 
我 们 还 知道 ,因为 了 在 a 附近 趋 近 如, 所 以 , 总 存在 着 某 个 6 >0， 
使 得 当 
OIz—al <6, 
s» 104 * 


pe i 


时 ,有 
[f(z)—ml <e. 
我 们 不 得 不 用 两 个 数 6， 和 5, 因为 不 能 保证 , 满足 一 个 定义 要 求 
的 6, 也 满足 另 一 定义 的 要 求 ， 但 实际 上 , 容易 断定 , 对 于 任何 。> 
0, 总 存在 着 某 个 6>0, 使 得 当 
0<< 1Y 一 丰 | < 
时 , 有 
fe) tl<e 和 (f(s)—ml<e, 
我 们 只 要 取 5=mint6,, 32) 即 可 . 
为 了 完成 这 一 定理 的 证 明 , 我 们 只 须 选 一 特殊 的 。>0， 使 得 
如 果 ?六 宫 , 则 
[f(z2) -tl<e 和 If(s)—ml<e 
不 能 同时 成 立 ， 恰 当 的 选 法 ， 由 图 15 所 启发 涛 /天 坟 ， 则 | 一 
吕 | 之 0， 我 们 可 选 几 一 名 1/2 作为 我 们 的 。。 于 是 ， 总 春 在 着 一 个 
>0, 使 得 当 
0<|z—a| < 
时 , 有 
-中 < 于 和 IF)-ml<H3 和 2 


i 
KE 


图 15 


这 意味 着 , 对 于 0<1z 一 4| 过 5, 我们 有 
li—ml=1 ATA mI A + IR) -mm 


lm! li—m| 
< ta 
=|[~—m|, 


了 不了。 


这 是 矛盾 ， 

了 在 4 附近 所 趋 近 的 数 5 用 1im 太 2) 来 表示 《〈 读 作 : 当 2 趋 
过 8 了 肝 式 z) 的 极限 )， 这 个 定义 之 所 以 合理 ， 只 是 由 于 定理 1 保 
证 了 limf(z) 绝 不 会 代表 两 个 不 同 的 数 ， 等 式 

sf =! 
与 短 证 
f 在 4 附近 趋 近 ! 
的 意义 完 多 一样， 仍然 看 在 这 样 的 可 能 性 ， 即 了 在 a 附 近 不 趋 近 
任何 也 从 而 对 于 任何 数 1 limfz)= 工 都 不 成 立 . 对 于 这 种 情况 ， 
通常 说 “limf(z) 不 存在 ”. 
注意 , 在 我 们 的 新 记号 中 ,引入 了 一 个 洛 余 的 、 毫 不 相干 的 字 


母 x*， 它 可 以 用 ty 或 前 癌 还 没 用 过 的 任何 其 他 字母 来 代替 一 一 


下 列 符号 
limf(z), limf(t), limf(y), 
者 明确 地 表示 同一 的 数 , 这 个 数 决 定 于 于 和 4, 丽 与 后 或 9 无关 
(事实 上 ， 这 些 字 母 完 全 不 表示 极限 的 任何 东西 )” 有 一 个 更 合 逻 
辑 的 记号 ， 似乎 为 limf 这 种 记号 尽管 较 简 单 , 但 太 刘 板 , 因此, 几 
平 没有 人 当真 想 用 它 ， 尽 管 fz) 可 能 用 包含 x 的 一 个 简单 式 子 
来 表示 , 但 一 个 函数 往往 没有 简单 的 名 称 , 因此， 记号 Jlimf(z) 更 为 
有 用 .例如 ,简短 的 记号 
lim (2 十 sinz) 
只 能 用 麻烦 的 式 子 
limf， 共 中 f(2)=z? 十 sin 
来 解释 。 标 准 记号 的 另 一 个 优点 , 可 用 下 列 两 式 来 说 明 
lim (x + #3), 
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lim (w+#*), 
第 一 式 表示 , 当 
成 2 一 4 十 后 《对 于 所 有 的 切 
时 , 了 在 ea 附近 所 趋 近 的 数 ; 第 二 式 表 示 , 当 
7?) 二 2 十 太 《对 于 所 有 的 让 
时 ,了 在 5 附近 所 趋 还 的 数 , 
你 不 难 ( 尤 其 , 如 果 你 查阅 定理 2) 证 明 
lim(z+#43) =at+t’, 
lim (+#°) = 
这 些 例 子 说 明 , 我 们 记号 的 主要 优点 是 能 适应 各 种 情况 ， 其实, 记 
号 limf(*) 适 应 性 这 样 强 ,以致 有 忘掉 其 真正 意义 的 危险 ， 这 里 有 
一 个 应 用 这 种 记号 的 简单 练习 ， 它 在 以 后 是 很 重要 的 : 先 准 确 地 
解释 它 , 然后 证 明 
limf(z) 和 limf(a+A) 
这 两 式 相 等 ， 

本 章 的 一 个 重要 组 成 部 分 是 ， 证 明 一 个 能 用 来 容易 隶 出 很 多 
稻 限 的 定理 。 其 证 明 是 根据 不 等 式 和 绝对 值 的 某 些 性 质 ，、 这 些 性 
质 在 考虑 极限 的 定义 时 已 经 磁 到 过 ， 虽 然 这些 事 实在 习题 一 第 
19, 20 和 21 题 中 曾经 叙述 过 ， 悍 因 它 们 很 重要 ， 故 再 次 用 引 理 的 
形式 来 描述 ( 引 理 就 是 辅助 定理 , 因 在 证 明 另 一 个 定理 时 ， 它 的 作 
用 很 突出 , 所 以 需要 它 ). 读 引 理 粗略 好 说 就 是 ， 如果 z 接近 mo ,8 
接近 略 , 则 zx 十 ?接近 2 十 加 ，z2 接 近 加 加 以 及 118 接近 1 ， 
这 种 直观 的 陈述 ， 比 引 理 中 精确 的 估计 更 容易 记 住 。 为 了 了 解 如 
何 应 用 这 些 估计 , 党 看 一 下 定理 2 的 证 明 , 不 是 没有 道理 的 ， 

引 理 (1) 设 

lz 一 ze < 三 和 一 gj 一 二 ， 
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出 | 代 十 殷 一 (zo 十 如)1<e。 
《2) 设 


lz 一 am1<min( 2 


和 |y 一 加 | <aera Ti 


£ 
5 区 TD) 
则 ly —zo gs | < 
《3) 设 的 持 小 且 


2 
ly— <min( el | sla | ) 


则 y 二 0， 且 


证 (1) (十 扫 一 (oo 十 加 )| 一 |(z 一 zo) 十 (一 加 ) | 
Is—wo | + |y— yo |< 了 + 了 = 


(2) 因为 |w 一 xo | 过 1, 我们 有 
| 1z] 一 jzo [SIz wo | 1, 


因此 Jz|<1+ |zo]- 
于 是 [zy—zo% |= |2(9—y0) + yo (2—20)| 
|| |y—yo | 十] 加 | |w mo | 
€ 如 
tm) sm Tr "ary T+ 
e Ie 
<F+ a: 


(3) 我 们 有 
lel—lyl<ly—g 1 < 加 


因此 , 1y| 计 | 112， 转 别 是 ,y 半 并且 
1 2 
TT ToT 
多 


1_1|_ ly—y 2 1 eg 上 
子 是 | | yy TT ToT 2 


定理 2 设 imf(z)=1 和 limg(z)==m, 则 
(2) lim(f +9) (2)=1+m; 
(2) lim (六 .9)(z) 一 Tom 
并 且 , 若 四 寺 闪 则 
CG) Un 人 wj- 交 
证 这 里 的 假设 意 昧 着 对 于 任意 se>0， 都 存在 着 6 ,6 >0， 
使 得 当 


0<|z 一 < 
时 , 有 
Iz)—itl<, 
以 及 当 
0< 17 一 相 | 到 加 
时 , 有 
tig(x)— mle 


当 


0<< 17 一 G| < 
时 , 有 
[f(z)— ? | < 
以 及 当 
0 |#—a| < 
了 时 ,有 
19(x)~m [<5 


邻 取 上 = 二 min(61,6). 若 0<lz 一 x[ < 过 5, 则 0 过 [xz 一 a| 过 5 和 0< 
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lz 一 41<62 都 成 立 , 因此 

fz) 一 1< 计 和 19(2) 一 各 |<< 羡 
都 成 立 ， 根 据 引 理 的 第 (1) 部 分 , 这 意味 着 | (f+9)(z) 一 (1 二 mm)| 
<s。 这 样 证 明了 (1)， 


在 查阅 引 理 的 第 (2) 部 分 之 后 , 我 们 可 以 凋 类 似 的 方法 来 证 明 
(C2), 设 i 总 存在 着 6 » 6, >0, 使 得 当 


0< |z—al < 

时 , 有 
+ 2 
fa) I <min(1, za) 

以 及 当 

0<< zy 一 G| < 
时 , 有 

[gz) 一 mm | <5cTiTH 


再 取 3=min(6t 6:)， 若 0 一 Jz 一 el 一 8, 则 


5) -Hmin(y, zn) 


和 9 — ml < 
于 是 ,根据 引 理 , 便 有 |(f: 引 (2) 一 [rn| < 之 e, 这 样 证 明了 (2》 
最 后 , 设 e>0, 存在 着 一 4>>0, 使 得 当 
0 7 一 | <6 


时 ,有 lo) —mi <min( LBL, sot) 
根据 引 理 的 第 (3) 部 分 , 这 表示 : 首先 9(z) 关 0, 从 而 (1/9) (7) 有 客 
义 ,其 次 
1 1 
[sl<= 


*。， 了 了 ID。 


这 样 证 明了 (3). 
应 用 定理 2， 我 们 可 以 不 必 通 过 从 给 定 一 个 上 求 6 的 吃力 的 
过 程 , 而 容易 证 明 诸 如 
Hm +7 ?0 
za 人 2 十 ] St 十 1 


之 类 的 事实 。 我 们 必须 从 
lim? =7, 


Ek | 


liml1=1, 
Ed 


limz= 
杰 坪 有 


着 手 , 面 这些 容易 直 按 证 明 ， 若 我 们 想 要 求 这 个 6, 定理 2 的 证 明 
就 是 求 6 的 方法 . 举 一 个 比较 简单 的 例子 , 假设 我 们 要 求 一 个 5， 
使 得 当 
0<|z—a|<6 

时 , 有 

| 入 十 一 (十 9) | 之 e， 
查阅 定理 2( 了 DD) 的 证 明 , 我 们 知道 , 首先 必须 找 出 页 和 如 0， 使 得 
当 


0<|17 一 9 过 6 
时 , 有 
| 
[一 | 过 p> 
以 及 当 0 [zal < 
时 ,有 
e 
Ed ol<3. 


因为 我 们 已 经 证 其 limg* = 和 limx=&, 我 们 知道 该 怎么 办 : 


» ile 


& 
i 了 
aaa 人 河和 _ 


了 是 ,我们 可 取 


g . 
=minto,, 6,) -aaa 人 ,二 引 
车 4 去 0 可 用 同样 方法 求 一 >0, 使 得 当 
0< [zs—al<# 
时 ,有 


定理 23) 的 证 明 表 明 ， 要 想 得 出 上 面 不 等 式 ， 我 们 只 要 投 一 个 
6>0, 使 得 当 

0<|2z 一 4#| 一 6 
时 , 有 


eb 2 
IE el<min( | ,一 也 


邯 可 . 这样, 我 们 可 以 到 
EC 
¢=minl 1, —adaliDy 
当 热 ,这些 表示 6 的 复 霖 的 式 子 在 导出 后 可 以 大 为 简化 . 
在 定理 2 的 证 明 中 ， 有 一 个 技术 纽 节 值 得 讨论 一 下 ， 为 了 使 
limf(z) 有 定义 ， 我 们 知道 , 既 不 需要 了 在 6 处 有 定 交 , 也 不 需要 了 
在 所 用 站 9 的 点 都 有 定义 ， 然 而 ; 必须 存在 着 基 个 5>0, 使 得 当 


0<1z 一 gl <6 时 , 亿 #) 都 有 定义 ;否则 下 述 语句 就 毫 无 意义 : 
-112 。 


“车 0< lz 一 q| <6, 则 If(2)—!| <e”, 
因为 这 时 对 于 某 些 z 来 说 , 符号 f(z) 没 有 意义 ， 设 陡 与 9 是 两 个 
函数 , 在 使 了 与 9 有 定义 的 地 方 , 容易 看 出 , f+9 与 了 .9 同样 也 有 
定义 但 是 对 于 1/9 就 不 这 么 明显 , 因为 , 若 z 使 %z)=0, 则 119 
就 没有 定义 ， 然 而 , 这 个 事实 已 在 定理 2(3) 的 证 明 中 得 到 证 明 . 

有 时 虽然 没有 6>0 能 使 x 满足 0 过 |z 一 a| <6 时 f(z) 有 定 
义 ,我们 也 想 谈 论 了 在 a 趋 近 极 限 ， 俩 如 ,我们 要 区 别 图 16 所 示 
两 函数 的 性 质 , 虽然 对 于 所 有 小 于 9 的 数 , 它们 都 没有 定义 ， 对 于 
图 16(a) 的 函数 , 我 们 写 
lim f2z)?= 或 limf(z)= i. 
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“所 上 方 趋 近 的 极限 "显然 与 普通 极限 
密切 相关 ， 且 其 定义 是 非常 相似 的 : 
lim f(Y)==1 表示 , 对 于 任意 *>0 总 
存在 着 一 5->0, 使 得 当 0<z* 一 a<6 时 ， 
有 |) 一 [<e (条 件 “0<% 一 4 之 图 17 
相当 于 “0<|z 一 q| 志 6 而且 Xx 守 0 ) 

“从 下 方 趋 近 的 极限 ”( 图 17) 是 类 似 定 义 的 ; lim f(x)= [或 
limf (x) = 7? 表示, 对 于 任意 6 汪 0, 总 存在 着 一 35>>0, 使 得 当 0<a 
一 7% 时 ,有 |f(z)} 一 i < 


3 9 


即使 对 大 于 或 小 子 a 的 数 , 了 都 有 定义 , 很 可 能 还 要 考虑 从 上 

方 和 从 下 方 趋 近 的 极限 ， 于 是 ,对 于 图 13 所 示 的 函数 , 我 们 有 
Him fz)=1 和 lim f(z)=—1. 

证 明 当 上 且 仅 当 lim fz) 和 lim f(x) 存在 并 且 相 等 时 ，limf(z) 存 

在 ,是 一 个 容易 的 练习 (第 27 题 ). 

就 象 已 经 简 咯 地 引入 正文 的 从 上 方 和 有 从 下 方 趋 近 极限 的 概念 
一 样 ,还 有 一 些 有 用 的 修改 了 的 极限 概念 ， 在 第 四 章 里 已 经 指出 ， 
如 时 4 很 大 ， 则 sin 二 接近 于 0， 这 个 论断 通常 写成 

limsin1/s= 0 
符号 limf(z) 读 作 “ 当 yz 趋 于 oo( 或 当 4 变 得 无 穷 大 ) 时 ， f(z) 的 极 


限 ", 而 具有 limf(z) 形 式 的 极限 道 常 称 为 在 无 穷 远 的 极限 ,图 18 
表示 limj(z)=1 的 大 体 情 况 . 


下 十 一 一 一 一 一 一 mi fm a 


图 18 
焉 式 地 说 ， limf(7)=! 表示 , 对 于 任意 ee 六 总 存在 着 一 数 太 , 使 
得 当 


tN 
时 , 有 [fF)—i|<e. 
显然 , 这 定义 与 通常 极限 的 定义 有 相似 之 处 : 条 件 “0< 之 |r 一 a] <6” 
表示 2 接近 a 的 事实 , 而 条 件 “z> 克 ”表示 2 很 大 的 事实 . 
我 们 只 花 很 少 一 点 时 间 来 讨论 从 上 方 趋 近 的 极限 、 从 下 方 趋 
114* 


这 的 极限 入 及 在 无 穷 远 的 极限 . 因为 在 理解 了 通常 极限 的 定义 (这 
是 最 重要 的 ) 之 后 , 就 不 难 理解 这 些 定义 的 基本 原理 。 鞠 于 这 些 定 


六 的 许多 练习 ， 已 列 在 习题 中 。 习 题 中 还 包含 几 种 惕 而 要 用 到 的 
其 他 类 型 的 极限 . 


习 题 


1， 录 下 列 各 题 的 航 限 ， (通过 一 些 代 数 运 算 , 这 些 极 跟 全 部 可 用 定理 2 的 
省 部 分 来 求 ; 相信 你 一 定 弄 消 了 每 题 需 用 哪些 部 分 , 所 以 不 用 具体 列 出 , ) 


(wp tim oth 9， 
2， 丰 下列 各 题 中 , 求 56, 使 得 当 0 过 1x 一 [< 时 , 有 [ff(2) 一 届 过 2 
《i fe) =a EL=#t, 


(iD f= a=1,1=1. 
三 
Ci) fr) =# + qa=1, 1=—2, 


， 加 EF 
fiv) 了 (2 一 IT 于 sm 和 


in > 下 
(v) 了 (rz 一 [Pa=0,1 一 0 
tvb 了 (zy = zl 6 一 1 一 1 


3， 在 习题 四 , 15 的 各 示 数 中 , 当 “为 哪些 值 时 极限 jmf(*) 存在 ? 
*4、 (a) 在 习题 四 , 17 的 各 函数 中 , 当 6 为 饰 些 值 时 极限 Himf Cx) 存在? 


; 0=0, t=0, 


站 了 全 


(b) 上 题 中 , 若 将 用 一 册 0 来 结尾 移 无 穷 小 数 来 代 痊 用 一 串 3 来 结尾 
的 无 穷 小 区, 则 当 4 为 哪些 第 时 极限 im 下 人 存在 ? 


5， 设 函数 了 和 9 具有 下 列 性 质 ， 对 于 所 有 >0 和 所 有 
着 0<|z-2|<sin’( 所 )+， |f Ct) —2| <e, 
蒋 0<|z 一 4| 一 82 刚 [8(o) 一 4 一 8。 


对 于 每 个 >0, 求 一 9>0, 使 得 当 
0O<|4—2|<6 
时 ,有 
DD f+ 6| < 
fii |fleye) 一 8 <e, 
【ji | 高 -|<e 


Civ) fir) 1 


gx) -让 | < 


6， 试 举 出 一 国 数 子 说 明 下 列 的 论断 布 成立: 设 当 0 二 |4 一 a1 二 时 |f(2) 
一 | 过 8, 则 当 0 过 |z 一 过 S12 时 必 有 | 了 (0) 一 [过 812. 
7， (a) 车 limf(*) 和 limgtw) 不 存在 ， Um[f(z) 十 9{z)] 或 limf (xz)g (x) 能 
否 存 在 ? 
Cb) 车 limf (zx) 存 在 并 且 lim[f (2) +9(w)] 存在 , limg(*) 是 否 必 定 
存在 ? 
(0) 若 limf(z) 在 在 而 fimy(z) 不 存在 , lim[f(z) 十 9(a)] 能 否 存在 ? 
《4) 车 limf(w) 存在 并 且 limf (xz)g lz) 存在 ,limg (zw) 是 否 必定 存在 ? 
8。 证 明 limf (2) =limf {atA), {本 里 主要 是 必 汶 了 解 这 两 个 极限 意义 的 
练习 .) 
9， a) 试 证 当 且 仅 当 Timtf(o 一 总 =0 财 lim7(za) 一 人 { 先 硅 为 什么 这 
个 论断 显然 成 立 ! 然后 写 出 严格 的 证 明 . 在 本 章 中 ， 多 数 需 要 证 
明 的 问题 , 都 可 用 同 辜 的 方 半 处 理 , ) 
{b) 证 明 Himf(%) =limf (0). . 
(ce) 证 明 lmf (x) = limf (2). 
《d)》 试 举 一 全 说 明 , 虽然 imf lw?) 存在 但 limf (x) 不 存在 ， 
e116 = 


EI FL map Mi 用 汪  a 是 一 -1. 生 一 ,| -心中 岂 人 ca -am 


11, 


12. 


<*13。 


14, 


15, 


16, 


17. 


， 有 一 -00 使 当 0 过 [5 一 如 二 5 时 了 (办 = 二 J(2). 证 盟 limf (mn 一 my (#). 


换言之 , limf (zw) 只 到 诀 于 5 在 0 附近 时 其 2 的 值 一 一 这 个 于 实 常 说 


成 极限 是 一 种 * 局 部 人 性质”. 《用 宁 或 殷 他 字母 来 代 厦 极限 定 交 中 的 如 ， 
显然 是 有 帮助 的 .) 
ta) 设 对 于 所 有 中 于 (0 二 8) 证 明 lm{ (x) limg (#), 很 设 这 些 


极限 存在 . 
(b) 床 候 设 能 能 怎样 球 弱 : 
(e) 设 对 于 所 有 x, 了 (2) 二 9 (x) ,是否 必定 有 Timf (2) <limyg (到 


设 f(z) go) h(x) 并 且 1imf(o limh(x)。 证 明 limg(z) 存在 ， 
并 有 limyg (Lx) 一 limf (2) —limh (2) ，( 答 一 图 1) 


(a) 设 im 人 2 一 一 并 且 五 夫 轴 证 骨 1i mol 


_ fibr) 了 (ba 
提示 : 写 一 = 
(b) 车 3=0, 将 出 现 什么 情况 ? 
(c) 应 下 (8), 我 们 能 驶 由 limSa2 求 出 limSm2s， 用 别 的 方法 求 此 


极限 . 
(a) 设 limftoo 一 2 证明 lim [fo 一 人 


(bb 设 limf(D)=1 和 limg(D=1m, 证 明 limmax(f, DD=max (l,m)， 
并 且 对 于 min 亦 磊 ， 
TT ET se TA 


设 limf le)’ i 这 明 总 存在 省- 56>0 和 一 数 对 ， 使 得 当 0<|z 一 G| 
过 上 时 , 便 有 | 了 (2) | 天 时 (这 在 图 上 表示 什么 ?) 提示 : 为 秆 么 只 变 证 
明 , 当 0 之 jw 一 9| 过 音 时 2 一 1 过 Jtz) 二 ?十 1 即 孔 是 瞬 ? 

讼 为 无 理 数 时 亲 w)==# 为 有 理 数 时 了 和) = 二 1, 证 明 不 论 # 为 何 慎 ， 
limf (x) 都 未 存在 


* iF 二 


I si 一 | 和 4 一 


*18, 


19. 


20, 


1 


*22, 


设 当 7 为 有 更 数 时 (2) =x, 当 为 雹 理 数 时 (x) = 一 x. 证 明 若 4 志 
Wlimf tr) 不 存在 . 


(a) 设 limgtz)= 一 3》 证明 limgtzysin 工 =0- 
中 人 于 让 由 by 
《b) 将 此 事实 推广 : 设 对 于 所 有 4 lim g(x) =0 和 [A(z)1 之 导 ， 则 
limg (xz) 和 (全 一 0 (如果 你 先 做 了 0b)， 当 热 就 无 需 牙 La3)， 事实 上 


tb) 的 损 述 ,可 以 使 它 比 (更 容易 -一 -这 就 是 推广 的 意 交 之 一 .) 
设 函 数 了 有 具有 下 列 性 质 : 车 #8 为 任 一 函数 ， 当 lim gtx) 不 存在 时 ， 
lim[ f(x) 十 8 的 ] 世 让 存在 .证 明 当 且 仅 当 limf(%) 存 在 时 ， 才 恬 生 上 述 
情况 ， 提示: 这 实际 上 是 非常 容易 的 ; 如 果 你 考虑 恰当 的 乡 则 Limf (x) 
不 存在 的 假设 便 立 即 导致 予 盾 . 

本 恬 与 第 20 吓 相似 ， 只 是 将 六 9 用 六 9 代入 .本 是 情况 更 复杂 ; 需 
分 儿 步 来 劳 析 (这 些 在 赋 究 有 特殊 更 求 的 问题 中 用 的 步骤 , 能 得 到 一 种 
独立 的 解 医 )， 

(ai 设 Himf (x) 存在 若 且 天 0. 证明 , 若 limgtz) 不 存在 则 lim f(z)g (2) 


也 不 存在 .. 


Cb) 设 1i| 上 Go)1 一 只 ，( 这 种 极限 的 精确 定义 见 第 33 是. ) 证 明 同一 
结果 . 
《5) 证 明 , 如 果 上 述 两 全 条 件 都 不 成 立 , 则 有 一 函数 y, 使 Himg (和 不 存 


在 ,但 limf(e)g (xz) 却 存在 ， 提 东 : 分 别 考虑 下 列 两 种 情形 : (1) 
对 于 某 一 e>>0 我 们 有 1f(e) | >e 对 所 有 充分 小 的 成 立 ，(2) 对 
于 任意 。>0, 有 任意 小 的 = 满足 17(z) [<e. 在 第 二 种 情形 中 ， 由 
选取 满足 lzs| < 元 和 | fas) |<< 寺 的 点 mm 开始 . 
设 对 于 每 一 自然 数 w du 是 [0, 匡 内 的 某 些 数 的 有 限 集 ， 而 当 如 天 # 时 
1 
fw =ie * 在 4 内 


0， 对 于 任何 #x 不 在 4 内， 
证 明 对 于 [0, 11 肉 的 遍 有 a, 有 limf kz) =0, 


了 了 中， 


[|| -am 一 


23， 试 说 明 为 什么 下 列 关 于 timf(o) = 的 定义 都 巧 正确 的 : 


对 于 任意 3>0 存在 着 一 个 e 半 0) 使 得 对 于 所 有 的 加 
人 只 要 0<|z 一 熙 <e, 就 有 | 了 f(x) 一 1 <6. | 
i) 只 要 0<1z 一 8| <e, 就 有 [了 (2) 一 7 所 #6. 
fi 只 要 0 之 |z 一 g] 过 a, 就 有 | 一 让 之 385. 


(iv) 只要 0<|e-a|< 徊 ,就 有 |f(2) 一 1 < 
“24， 举 例 说 朋 下 列 关 于 limf tx) = 7 的 定义 不 是 正确 的 . 
(a) 对 于 所 有 820， 存 在 着 一 e>0， 使 得 汉 0< [xz 一 可 < 拓 上 时， 人 恒 有 


[fo 一 由 < 
{b》 对 于 所 有 >0, 存在 着 一 6>0, 使 得 当 | 六 拉 一 中 < 时 , 便 有 0 之 
|z—al<6. 
25， 在 习题 四 ，15 的 每 一 函数 中 , 指出 对 于 哪些 数 a， 单 侧 报 限 limf (2) 和 
limf (z) 存 在 。 


*26。 (a) 对 习题 四 ,17 的 每 一 函数 ; 回答 与 上 稻 相 同 的 问题 . 
(b) 车 将 以 一 串 0 来 绪 是 的 小 教 来 代 赫 以 一 串 9 来 结尾 的 小 数 ， 将 发 


舟 什 么 情况 ? ， 
37， 设 limf(z) =limf(z), 证 明 limf(#) 存在 . 
28， 证 明 


GD Hmf en) = 1imf( 一 苞 ， 
Ci) limfClzl) =limf (2). 
Gil) Lmf C2) =Jimf (2). 


{这 些 等 式 以 及 其 她 类 似 前 等 式 , 有 几 种 解释 . 它们 可 以 只 意味 着 ， 
如 时 两 极限 都 存在 ， 则 两 报 限 相等 ， 或 若 革 一 极限 存在 ， 则 另 一 
极限 也 存在 ， 并 且 等 于 前 者 : 或 两 极 跟 之 -存在 , 则 另 一 极限 存在 ， 
并 县 等 于 前 者 ， 你 可 根据 怖 要, 决定 用 吾 一 种 解 赤 较 合适 .,》 

“29， 设 Jimf (z) <timf(z) (绘图 说 胃 此 论断 ,证明 有 某 一 6>>0， 使 得 当 


z<acy 并 且 |z 一 a| <6 和 |# 一 中 <5 时 , 必 有 了 (9 之 了 ( 扩 . 共 道真 宁 ? 


*30。 证 明 当 且 识 当 村 芋 # 时 . 
二 了 


31. 


32. 


33. 


34， 


1, 


bor TT 

存在 ， 当 志 二 % 时 , 该 极 银 竺 巴金 少 ? 当 吉 ># 时 呢 ? 提示 : 一 个 容易 
求 的 极限 是 lim 六 一 必 进 行 代数 该 径 ,使 它 成 为 正好 是 你 所 基 要 的 学 子 . 
证 明 Yrof 7 =limf 《的 ， 

本 =#4". 


lim$ 


(b) 证 明 limf (x) = lim f(D. 
(Ct) 证 晶 limf {1 x) = iimf {x). 
我 们 将 limf(s) 一 吕 定 义 为 ; 对 于 所 有 如， 总 存在 状 一 0->0， 使 得 当 
0< |z 一 4[< 时 , 有 了 (zw)>>, ( 执 出 相应 的 图 1 》 
下风 Hn 
tb) 设 对 于 所 有 名 了 (7z) 半 8 滨 0 并 有 limg (x) = 
证 明 limf (2 一 cc。 
(ay 写 出 Jimf(o) =%, limf (my =c 和 limf (#) =co 的 定 祥 - 〈 或 者 


至 少 能 此 你 自己 相信 ， 如 果 有 精力 就 能 写 出 这 些 定义 . 诸如 此 类 
的 定 文 , 你 能 写 出 地 少 个 ?) 


(b) 证 明 jim 二 一 co， 


是 咯 由 让 
(6) 证 明 当 且 仅 当 im 天 十) 一 cc 时 ，limf(o 一 oo， 
Ep 夫 中 由 十 
选 题解 答 


《ii lim lim {二 22 十 和 二 1 名 


2 TT 一 
(wm ime mt ey 
+ 一 是 二 出 


=#" 1 


+* JI20* 


(vi limY oth eo 
PE nh 


让 hothtr 6a) 


。 1 1 
lm othiv a aa 
2， 们 为 求 志 可 由 下 列 方程 开始 
FD (ro 二 十 6)。 
设 ix 一 oe[ 志 1, 则 lz1<1 十 19|, 于 是 
1 二 qr:+ ox 二 + 63| 
lzh+ el: lsl:+ lel?: el + als 
性 位 十 18|)3 十 1e| (+ lel):t lel al) + 1al’s 
因此 可 取 


二 i 万 
d=—min(1, tlol Flold rial TTal dT a Tren) 


用 引 悍 的 第 (2) 部 分 来 求 是 有 益 的 , 并 且 也 许 更 容易 ， 该 引 理 指 出 ， 
当 


， 2 
(2 -el<min(1, sr) 
时 ， 
[24 一 6 < 
而 要 使 第 一 式 成 立 , 只 需 
。 
ls-al<min, (paz)) 
2t|lal 二 +1} 
=min(1, talrT Torr) 6 
《根据 引 理 的 第 (37 部 分 , 当 
lz 一 1<min( 寺 ， 号 )-5 
时 , 恒 有 
-1|<e. 
T 
在 说 报 据 引 理 的 第 C1) 部 分 , 我 们 知 半 , 当 
» 121* 


1 € 2 
二 -1|< 竺 和 lz 一 1|< 志 
叶 ， 
1 
(e+ ) -| < 
根据 本 题 的 中 与 (i 站, 才 要 会 头 两 或 成 立 , 只 需 
1 


- 上 应 过 
lz 一 <min( 计 ,车 ,1 访 3 


: 1 
， =min( 寺 ， 况 )=6 
(wm 固 0<<|z| 过 2 意味 荐 ~A[z[< 过 5, 故 可 仿 $=2 
人 i) 由 于 要 使 |f(z) 一 2| 之 e12 和 19(e) 一 4 <212, 恋 需 使 


0<|z—21| <min( sin 2 ($) 十 三， 拖 ) = 


Ct 
可 


{iii 我 们 需 
inf ld] eldl? 
|9 ex) 4<min( ,一 忆 )， 


因而 需要 
0< jr—2|< [Cmin(, $8)]: =6. 
3. 设 【一 limjf (2) 并 定义 9g == 了 (at 局 ， 则 对 于 任意 20， 总 存在 着 一 


6>>0, 便 得 当 0<lz 一 za| < 时 ,有 |ffz) 一 [| <. 现在 设 0 之 [8| < 过 6, 则 
0 过 | 秆 十 和 一 #| 过 5 于 是 |(a 十 录 一 1 之 e. 该 不 等 式 可 以 写成 19( 抽 一 
ii<e. 于 是 ,limg (8) 一 对 读 式 也 可 以 写 咸 limf(o+D==L. 同 理 可 证 ， 
敌 limf (十 而 二 np, 则 limf (2) 二 哟 . 因此 ,和 如果 一 极限 存在 , 则 另 一 税 


限 必 然 存在 , 并 且 在 本 情形 中 , 这 两 个 极限 相 辕 , 
3。{a) 从 直观 上 置 ， 当 且 仪 当 fx) 一 1 与 0 要 多 接近 就 旋 接 近 时 ,才能 使 
f(z) 与 1 要 多 接近 就 多 接近 .正式 的 证 明 很 容易 , 只 要 稍 花 点 功 类 ， 
便 能 作出 完 爹 象 样 的 证 明 。 为 了 十 分 确切 起 见 , 设 limf(x) = 并 


售 8) 二 了 (0) 一 二 则 对 于 所 有 2 半 0 总 存在 着 一 6>0, 使 得 当 0<< 
|]z 一 s1<6 时 ,有 | 一 中 <e, 这 最 后 一 个 不 等 式 可 以 写 咸 1g (zx) 
—0|<e, 于 是 ims(x) 一 0 反 过 来 的 证 明 , 是 同样 无 兴味 的 . 
(b) 从 直观 上 看 , 使 + 接近 a, 入 于 个 zz 十 ea 中 的 = 接近 4 正式 征明 : 谈 
a 122. 


15。 


23. 


(©) 


‘gd 


A 


<b) 


i) 


limf (x) 二 上 并 仿 9 二 了 (w 十 四, 则 对 于 记 有 80 总 存在 着 一 6 
>> 久 使 担当 0<1z 一 中 < 时 ,有 |f 人 一 中 过 es， 现 在 设 0 所 [外 天 
古风 0] 十 加 一 9 过 5 于 是 | 了 十 四 一 让 之 2, 担 这 最 后 一 个 不 
等 式 可 以 写成 19( 殷 一 中 < 到 于 是 limg (DD =L. 反 过 来 的 证 明 是 类 
伺 的 ， 
从 直观 上 看 , 当 且 公 当 2 接近 0 时 ,xz 接近 1 人. 

正式 证 明 : 设 limf (x) 二 1, 对 于 任意 2 六 0， 总 存在 着 -50 
使 矢 当 0 志 |x |<<8 时 , 恒 有 f(z) 一目 < 必 a. 今 设 0<|z|< 过 min(1, 轴 , 俐 
有 0<|1z1<e, 从 而 |f(z9) 一 下 <<e 于 是 limf (29 一 上 另 一 方面 ， 
如 果 我 们 假设 limf (2 存在 , 比方 说 limf (2*) 一 专 ， 则 对 于 在意 
em 山 总 存在 着 一 6, 使 得 当 人 过 1z[ 一 6 时 ， 恒 有 17(z3) 一 mm <e, 今 
讶 0 之 |z|<< 击 , 则 有 0<| 区 | <, 从 而 1x 一 吉 | < 之 e, 或 
I 一 雪 | 之 8, 于 是 limf (2) = 
设 当 #0 时 了 (2) =1，# 之 0 时 了 2) 二 一 1. 这 样 ， 员 热 limf (x) 
三 1, 但 limf (2) 却 不 存在 . . 


函数 fa) = 十 在 0 处 不 可 能 趋 于 一 极限 ,因为 在 0 的 附近 ,该 函 


数 可 以 变 得 任意 大 .事实 上 , 对 于 不 管 什 么 样 的 30, 总 有 某 个 加 


即 z 一 min ( 坷 3 TH-3 虽然 请 足 0S zj<8 但 > 14 二 过 


梯 的 2 不 满足 | 二 一 1|<e. 


不 论 3>0 是 什么 数 , 总 有 某 个 x 即 5= min(1+ 广 了 4 1+5[ 示 


> +e， 送 样 的 # 不 往 足 


虽然 满足 0 一 |x 一 11<5 但 -二 
| 二 一 机 <e (也 可 以 应 用 第 9 题 (b) 米 证 : 即 先 假设 limz 存 
在 , 根据 第 9 题 (b) 便 有 im 二 一 lim 
lim 二 不 存在 ,) 
这 就 是 通常 的 定义 , 只 是 将 二 和 上 各 用 * 和 3 泡 代替 而 已 . 
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7- 但 根据 第 15 题 (4)， 


(这 将 介 作 一 些 位 改 , 即 得 此 定义 : 设 原 条 件 对 于 所 有 6>0 都 成 立 ， 巾 
可 把 它 应 帅 于 612， 于 是 有 一 g>>0 捷 得 当 0<|x 一 9| 之 * 时 人 恒 有 
[ft ?ta6/2<6, 


Gii》 这 是 一 种 类 似 的 修改 : 把 它 庶 用 于 号 即 得 ()。 
(iV) 这 电 是 一 种 修改 : 同 全 说 的 是 一 回 事 ， 国 为 天 > 面 且 所 讨论 的 
只 是 某 一 个 e>0 的 存在 问题 . 


27, 投 iimf (x) =limf (2) =1， 则 对 于 所 有 -i 总 存在 着 dL, 270, 代 得 当 


28. 


dt 
时 , 便 有 

lf tr ~ i|<e, 
以 及 当 

一 各 
时 , 局 有 

jf (te) —i|<e. 


仿 上 二 mint8 5) 车 0< 二 jx 一 9| <<， 则 或 者 4 一 5 夺 g 一 上 4cg 

或 者 4<E<4 十 5<a 十 页 ,于 是 上 (0) 一 < 之. 

人 设 1 一 limf(z), 则 对 于 所 有 >0, 存在 着 一 个 Sn 使 得 当 0<x< 
问 时 俺 有 | 了 (2 一 上 |<2 车 一 4<e<0 则 0 过 一 + 过 6, 于 是 | 一 +) 
一 中 < 于 是 ,lim 成 一 太一 同样 地 ,着 limf( 一 存在 , 则 limfz) 
存在 ， 并 卫 有 相同 欧 情 。 (直观 上 看 , 当 且 反 当 一 区 趋 还 0 并 有 卫 是 负 
的 时 ,xy 趋 近 0 并 且 是 正 的 .) 

《ii 设 Ilimf (Go)， 则 对 于 任意 e>0 存在 着 一 个 >0, 使 得 当 0<m 到 
5 时 , 人 恒 有 | 了 (2) 一 下 天 2 故 若 0c ze|<3. 则 | 靖 |zj) 一 引 <e 于 是 
limf (lz 一 上 反 过 来 的 证 明 是 类 似 的 .从 直观 上 独 ， 若 z 趋 近 
0, 则 |*| 赵 近 扣 并 且 是 正 的 , ) 

《ii 设 一 Hmf(o)， 则 对 于 所 有 se>>0， 总 存在 着 一 个 GO0， 使 得 当 


0<z<8 时 ,有 上 (四 一 站 一 e. 若 Dllz<v 5， 则 0 一 如 <6 就 有 


124+ 


1ffx:) 一 tj 必 e, 于 是 lmf (2*) 二 %. 反 过 来 的 证 明 是 类 妃 的 ，( 认 


直观 上 四 , 若 z 趋 近 0, 则 x 趋 近 0 并 县 是 正 的 .》 
31、 设 2=limf(2), 则 对 于 所 有 之 0, 总 存在 着 某 个 入 ,使 得 当 x 汪 如 时 , 存 


72 一 让 <e 并 且 显 然 可 以 恨 设 入 >0. 今 设 0<z<UN, 则 1/zx> 妈 ， 
于 是 |f(i/z) 一 引 之 #. 因 而 limf (11%) 一 上 反 过 求 的 证 明 是 类 似 的 。 
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第 六 章 连续 函数 


设 了 为 一 任 硬 国 数 , 列 
limf(2)=f(% 
未 必 成 立 ， 其 实 ， 存 很 多 方法 能 使 上 
式 不 成 立 . 例如 , 了 在 & 处 巷 至 没有 定 
芯 , 这 时 上 式 没 有 意义 {图 1)，、 共 次 ， 
lim 人 7) 可 以 不 存在 (图 2)， 最 后 ,如 图 1 
3 所 未 ,好 车 了 站 a 处 有 定 六 ,并 且 lim f(z) 也 存在 , 但 谈 极 限 


a) tb) (cy 


不 等 于 f(@). . 
我 们 将 这 种 类 型 的 各 种 现象 看 成 


为 非 正 态 的 ， 而 对 于 不 出 现 这 些 奇 怪 

现象 的 函数 姑且 给 它 起 一 个 名 称 .已 

经 采用 的 名 称 是 “连续 ”. 从 直观 上 和 看， 

若 图 形 设 有 间断 .踊跃 或 急速 振动 , 则 国 3 
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称 此 函数 了 是 连续 的 ， 虽 然 这 种 揪 述 使 我 们 能 够 从 其 图 形 ( 作 图 
技巧 很 值得 研究 ) 看 出 该 函数 是 否 连 续 ， 但 这 样 做 容易 弄 错 ， 因 而 
精确 的 定义 是 很 重要 的 ， 

定义 

车 limf(z)=f(9), 
则 称 该 函数 了 在 a 处 连续 . 


我 们 不 难 找到 许多 函数 在 某 数 处 韦 续 或 不 连续 的 例 
子 一 -包含 极限 的 每 一 例 , 都 提供 了 一 个 关于 连续 的 例子 , 第 五 章 
当然 提供 了 够 多 的 这 类 例子 

函数 f(z)= sin 二 在 0 处 不 六 续 ， 因 为 它 在 0 处 甚至 没有 定 
义 .同样 地 , 函数 9(z)=wsin 江 在 0 处 也 不 连续 ， 另 一 方面 , 如 
果 我 们 将 上 列 函数 中 的 第 二 个 函数 加 以 扩充 ， 即 我 们 定义 一 个 新 
的 函数 
zsin 二， % 丰 0 


GrY) -| 


人 w= 人 0， 
那么 , 可 以 这 样 选择 a=G(0), 使 G 在 0 处 连续 一 一 为 此 , 我 们 可 
以 (其实 , 我 们 必须 ) 定 义 G(0) = 0( 图 和， 这 种 扩充 区 数 的 办 法 ， 
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对 了 于 行 不 通 ; 如 果 我 们 定义 
= 站 于 上 0 
P(r)= 区 . 
以 站 一 0， 
则 不 论 a 铬 于 什么 ,了 在 0 处 都 不 连续 , 因为 limf(z) 不 存在 
级 数 
_ 季 ,2 为 有 理 数 
f= z 为 无 理 数 
在 a( 设 a0) 处 不 运 续 ， 因 为 limf(z) 不 存在 . 但 limf(*)=0- 
了 (0)， 所 以 了 只 在 一 点 0 连续 。 
国 北 而 27=e， 人 2 一 2 和 大 z 一 笠 在 所 有 数 上 处 都 连续 . 
因为 
limf(z)=lime=¢e=f (0), 
limg(x)= limt=0=9(0), 
lmh(r)=lims: = =A(0). 
最 后 , 若 不 函数 
J, 省 为 无 理 数 
f= =2p/9; 其 中 2/9 为 既 约 分 数 。 
在 第 五 章 里 , 我 们 曾经 指出 ,对手 所 有 4,limf(z) =0， 因 为 只 有 


当 4 是 无 理 数 时 ，0= 二 了 (0)， 鼓 若 4 为 无 理 数 ， 则 该 函数 在 4 处 连 
续 , 若 4 为 有 理 数 , 则 不 连续 ， 
如 果 我 们 证 明 两 个 简单 的 定理 , 就 更 容易 给 出 连续 的 例子 . 
定理 1 设 f 和 9 在 4 处 连续 , 则 
(1) fg 在 4 处 连续 ， 
(2) 了 -9 在 9 处 连续 . 
并 且 , 车 9(o) 在 0, 则 
。128 。 


(3) 1/9 在 a 处 连续 . 
证 明 因为 了 和 ?9 在 4“ 处 连续 ， 
limftx)=f 9) 和 limg(z)=9(0). 
于 是 , 根 根 第 五 章 的 定理 2(1), 得 
lim (f+9(z)=f(0) +9(0) = (F149) (9), 

这 正好 就 是 断言 f 十 9 在 a 处 连续 ， 第 (2), (8) 部 分 的 证 明 留 给 你 
们 做 . 

由 在 任意 a 人 处 连续 的 函数 7)==# 和 大 2) 一 2 出发， 我 们 可 
由 定理 1 断定 ,下 列国 数 

pr" bw 1 十 … 十 5 
fT oer Tm wm Tt to 
在 它 的 定义 域内 的 每 一 点 都 连续 ， 但 很 难 知道 得 化 这 更 多 。、 当 我 
们 详细 讨论 正弦 函数 时 , 容易 证 明 sin 在 任意 9 处 连续 , 目前 让 我 
们 先 假 设 有 此 事实 。 现在 可 以 证 明 一 个 如 下 的 藻 数 
inw 二 2 二 wising 
f(2)= ne 
在 它 的 定义 域内 的 每 一 点 都 连续 ， 但 我 们 仍然 不 能 证 明 象 人 7》 
= sinfk22) 这 样子 数 的 连续 性 , 我 们 显然 需要 一 个 关于 连续 函数 的 
复合 的 定理 ， 在 叙述 该 定理 之 前 ， 慎 得 注音 下 列 关 于 连续 定义 的 
论点 . 如果 我 们 用 极限 的 定义 来 说 明 等 式 limf(2)= f(a) ;就 可 以 
这 样 写 : 对 于 任意 e>0, 总 存在 着 一 6>>0, 使 得 当 
0<|x—o| < 
了 时 ,上任 有 
Iif(z)}—f (0 |<e, 
但 在 本 情形 中 , 其 极限 是 f(a), 下 式 
0<Ixz—0| < 
“129。 


可 简写 为 lz—al <6, 
因为 当 x=a 时 , | 失 7) 一 (0) |] 之 8 当然 成 立 ， 
定理 2 设 9 在 6 处 连续 , 了 在 9(o) 处 连续 , 则 jo9 在 4 处 连 
续 . (注意 : 了 需 在 9(o 处 连续 , 不 是 在 & 处 连续 , ) 
证 明 设 # 半 0, 我 们 需求 一 62> 由 使 得 当 
17 一 G| < 
时 , 便 碍 
] (fo (2)— (fo9) (Wl <e， 
即 1 了 (gz7 一 7 一 e. 
我 们 先 根据 了 的 连续 性 ， 来 悄 计 gzZ) 必 须 与 9 的 浅 近 到 什么 程 
度 ， 才 能 使 上 列 不等式 成 立 、 因 了 在 9 中 处 连续 ， 喜 总 存在 着 
一 他 人 0, 使 得 
(1) 当 1#—9(0) 1 一休 时 ， 便 有 | 六 (的 一 p90)) | 二 ze， 特别 
是 , 这 表示 
《2) 当 19(#) 一 ra 1 和 6 时 ， 司 有 | 了 (927 —f (9(0D) | < 
”现在 我 们 根据 9 的 连续 性 , 素 估 计 zx 必须 与 w 接近 到 什么 程度 , 才 
能 使 不 等 式 | 7) 一 9( 中 | 达 5' 成 立 ， 数 5 是 一 个 正 数 , 正如 其 他 
任何 正 数 一 样 ; 因此 , 我 们 在 9g 在 a 处 迷 续 的 定 疼 中, 可 以 取 间 作 
为 £. 《注意 !) 于 是 , 我 们 可 以 断定 , 总 存在 着 一 >>0, 使 得 
《3) 当 |z 一 9| 之 5 时 , 便 有 |#) 一 899) | 之 5。 由 (C2) 和 (43) 可 
疯 , 当 
[多 一 和 | < 
时 , 恒 有 f(g) 一 站 ge) 1 <e， 
现在 可 以 重新 考 虚 函数 


zsin 9 中 0 
f(z)= 
0, 二 作 , 
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我 们 普 经 特别 提 到 , 了 在 0 处 连续 ， 应 用 定理 1 与 2 以 及 sin 的 
连续 性 可 推断 , 若 4 考 0。 则 于 在 a 处 也 连续 ， 象 了 (7)= sin (x* 十 
sin(z 十 sin? (2))) 这 样 的 函数 , 同样 容易 由 你 们 来 分 析 ， 

虽然 本 章 的 几 个 定 于 都 是 讲 到 了 函数 在 一 点 的 连续 性 ， 但 直 
到 我 们 着 重 研究 在 某 一 区 河内 所 有 的 点 都 连续 的 国 数 时 ， 连 续 指 
概念 才 会 真正 有 意思 . 车 了 在 (oa, 引 内 的 所 有 zx 都 连续 , 则 称 了 在 
(e;, 有 上 连续 ， 在 闭 区 间 上 连续 的 定 交 , 稍 有 不 同 ; 车 

(I) 了 在 (a,5) 内 所 有 % 都 连续 ， 

(2) Tim f(x)=f(9) 和 Tim f(7)=f(8), 


划 称 函数 了 在 [ww 8] 上 连续 ， 

通常 认为 , 在 一 区 间 内 连续 的 函数 有 特别 好 的 性 态 ;“ 合 理 的 * 
刍 数 必须 满足 的 头 一 个 条 件 的 确 是 连续 性 ， 连 线 函 数 有 了 时 可 以 站 
观 地 表示 为 , 其 图 形 可 以 笔 不 离 纸 地 一 次 绘 出， 考虑 函数 


zsin 了,x 二 0 


ra-j 
0, 下 二 洛 


之 后 发 现 , 这 样 形容 连续 函数 有 点 太 乐 观 , 但 在 一 区 间 上 连续 的 函 
数 确 有 许 允 重要 的 结果 ， 这 些 定理 一 般 地 比 本 章 的 定理 更 难 , 但 
有 一 简单 的 定理 ， 可 必 这 两 种 结果 之 间 的 桥梁 ， 昌 然 这 一 定理 的 
假设 只 需要 在 一 点 的 连续 性 ， 但 其 结论 却 描述 了 函数 在 包含 谈 点 
的 某 个 区 闻 上 的 性 态 。 虽 然 这 定理 实际 上 是 后 面 论证 的 一 个 引 
理 ,但 可 作为 预习 把 它 列 在 这 里 . 
定理 3 设 f 在 a 椒 连 续 ， 生 f(a)>0， 则 总 存在 着 一 5>>0. 
使 得 当 jx 一 8| < 时 , 便 有 fx)>0， 同 样 地 ,车 了 (a) 二 0， 则 总 存 
在 着 一 6>0, 使 得 当 |x 一 4 <6 时 , 全 有 f+)<0. 
证 明 考虑 了 (a) >>0 的 情形 , 因为 了 在 a 处 连续 , 故 设 se 0， 
则 总 存在 着 一 S>0, 使 得 当 . 
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lz 一 Bi 一 
时 ,人 恒 有 
{fer)—f (a) |<e. 
因为 了 (0@) >0, 我 们 可 以 取 f(a) 作 为 e。 十 是 总 存在 着 一 6->0, 使 
得 当 
[sol <d 
时 ,使 有 | 
[fF(2)—f (0 | <f(00), 

最 后 一 个 不 等 式 意味 着 人 32)>>0, 

同样 可 以 证 明 六 se)<0 的 情形 ， 取 e= 一 f(), 或 者 我 们 可 
以 将 第 一 种 情形 应 用 于 函数 一 地 


可 题 
1， 和 对 于 下 剂 国 数 卢 是否 存在 定 头 域 为 BR 的 连续 函数 户 司 得 对 于 子 的 定 
流域 内 所 有 的 z 均 有 F(z)= 了 t+ 


; 和 一 二 
OD f= 


(i FC = 地 | 


(ii (2) = 人 ;zw 为 无 理 数 . 


Cv) f(x) =1/g，z 二 P19 为 有 理 数 ,其 中 /9 为 胎 的 分 数 . 
2， 习 题 玛 , 第 15 和 第 17 是 的 函数 在 哪些 点 连续 ? 
3. {a) 设 对 于 所 有 的 z, 函数 了 注 是 | 于 (2}1 志 jx1. 证 明了 在 0 处 连续 .《 注 
意 : 了 (0) 必然 竺 于 0.) 
(b) 有 的 函数 了 在 任何 6 于 0 处 都 不 违 续 , 试 举 共 例 . 
(c) 设 g 在 0 处 连续 , 且 g(0) 一 小 以 及 [fo) | 志 19(2)1. 证 明子 在 处 
连续 , 
4， 有 的 函数 f 在 任何 点 都 不 连续 , 但 | 了 | 在 所 有 点 都 连续 ， 试 举 其 例 ， 
5。 对 于 每 一 数 省 求 一 国 数 , 使 它 在 处 连续 , 但 在 其余 各 点 都 不 连续 
二 了 了 


11. 
*12, 


13, 


14. 


- (8) 求 一 盘 数 六 使 它 在 卫 王 ,村 , 工 ,… 处 不 连续 ， 但 在 其 余 所 有 的 点 


4 
都 连续 . 
(b) 求 一 函数 f 使 它 在 1 到 ,到 工 ,… 和 0 处 不 造 续 ， 但 在 其 余 所 有 
的 点 都 连续 . 


， 设 了 满足 帮 (xz 十 殷 = 了 (人 十 扩 的 ， 和 并且 子 在 0 处 连续 . 证 明了 在 质 有 的 


8 处 应 续 . 


。 设 了 在 “处 连续 且 了 (ae) 一 小 证 明 ， 若 x 坟 0， 则 在 包含 5 的 某 一 开 区 间 


肉 了 +e 是 非 零 的 ， 

Ga) 设 了 在 3 处 不 连续 , 证 明 对 于 某 个 > 有 任意 接近 了 于 4 的 数 工 ,使 
得 | 有 2) 一 f(a) |>e, 画图 说 明 ， 

《b) 论证 : 对 于 某 个 e>0, 不 是 有 与 9 任 窜 接近 的 x 使 fx) 二 fq) 一 
z, 就 是 有 与 9 任意 接近 的 x 使 f(z) >f(g) 十 2， 

(a) 车 了 在 5s 处 连续 ,证 明 |f| 在 处 连续 , 

《b) 证 明 每 个 连续 的 J, 都 可 以 写成 f= 十 其 中 吾 是 人情 戎 数 并 县 亿 
续 ,O 是 吞 芋 数 并 且 过 续 。 

(e) 设 f 和 9 连续 ,证明 max(f,9) 和 min(f,g) 连续 ， 

(9) 证 明 所 有 连续 的 所 都 可 以 写 感 了 =9 一 h 其 中 g 和 再 是 非 负 并 且 
连续 的 ， 

用 定理 2 和 函数 了 (zx) 二 1/z 的 连续 福 , 证 明定 理 1(3)， 

(8) 证 明 若 了 在 ! 处 霹 续 县 Himg(z) 一 [, 则 limf(9(z)) 一 了). (虽然 
你 可 以 直接 追 调 到 定义, 但 车 考虑 函数 号 当 3 了 4 时 G(x) 一 (2 
和 G{q) 一, 则 更 方便 .) 

(b) 证 明 若 不 假设 在! 处 的 迄 续 性 , 则 limof (g(x)) = 了 (limg(z)) 一 


磐 不 能 上 成立。 提示 : 用 当 z+ 和 子 1 时 f(z) =0, 和 f(2)==1 求 试 ， 

{2) 设 了 在 [e 可 上 连续 , 证 明 有 一 函数 9 在 及 上 和 连续, 并 且 对 于 [a 
内 所 有 的 x g(x) 一 了 (x)， 提 示 : 显然 ， 你 可 以 有 多 种 选择 , 试 
令 在 (一 oo 的 和 [5 ooc) 上 9 为 常数 . 

(b) 试 举 一 秽 说 明 , 车 [a, 杂 用 (a, 四 来 代替 , 则 上 列 的 论断 不 成 立 . 

(a) 设 了 和 下 在 4 处 连续 , 并 且 9(9) =h(9). 定义 (四 ， 当 zg 时 ， 
(7) 一 gD), 丽 当 za 时 ,了 (lz) 一 (ze). 证 明了 在 sa 处 连续 
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(b) 设 9 在 [ea 妇 上 连续 , 币 太 在 [5, e] 上 连续 , 并且 .9(5) 一 h(5), 设 对 
于 [ao, 加 内 的 了 (2) 一 9 (mo， 对 于 fb 拉 内 的 略 7(e) 一 #(o) 证明 
了 在 [a, ce] 上 过 续 ，( 这 样 , 连续 函数 可 以 “ 粘 起 来 ”,) 

(a) 仿 四 定理 3, 窟 出 头 于“ 右 连 续 性 ”的 定理 , 并 证 明之 : 设 limf (2 
一 站， 且 开罗 0 则 总 存在 着 一 个 人 >0, 全 得 当 0sz 一 ac<6 
时 , 恒 有 了 (0) 守 0. 同样 地 , 车 六 o 之 0, 则 总 存在 着 一 数 80,， 便 
得 当 0s<z 一 9<8 时, 便 有 f(r) <0. 

(b) 仿照 定理 3, 写 出 1imf(e) = 了 (3) 时 的 定理 , 并 证 明之 . 


若 Timj(z) 存 在 , 但 让 f(a), 则 称 了 在 6 处 有 可 去 不 连续 性 . 
(8) 设 当 z 大 0 时 于 (42) 二 sin 二" 且 f(0)=1， 在 处 了 有 六 有 可 去 不 


连续 性 1 又 当 zx 二 0 时 , 了 (4) 一 xsin 过 , 且 J(0) 一 1, 这 时 有 没有 可 
去 不 连续 性 ? 

(b) 设 了 在 9 处 有 可 去 不 连续 性 . 设 妆 z 于 # 时 ，g (3) 二 了 (x)， 并 设 
9 lo) 二 limf (x)， 证 明 g 在 a 处 连续 (不 费劲 这 是 很 容易 ,) 

{¢)】 设 + 为 无 理 数 时 f(s) 二 0, 壤 pig 为 腻 约 分 数 时 了 (pj 四) =11g, 由 
g (0) 二 limf( 失 定义 的 函数 9 等 于 什么 

*(d) 设 函 数 f 具 有 这 样 的 特性 , 每 一 不 连续 点 都 是 可 去 不 连续 点 ， 这 

意味 着 , 虽 熊 对 于 所 有 2z，lim#( 执 存在， 但 了 在 某 些 (甚至 无 穷 邓 
个 ) 数 处 不 连续 . 定义 gm 一 mf(#). 证 明 9 是 连续 的 ，( 这 是 


不 象 (b) 那 么 容易 .) 

**(e) 有 没有 这 样 的 函数 , 它 在 所有 的 点 都 不 连续 , 并且 只 有 可 去 不 连续 
点 ? (现在 值得 考虑 这 一 问题 , 但 主要 是 直观 上 检验 :即使 你 猿 出 
正 询 的 答案 , 目前 你 也 几乎 无 法 证 明 它 ， 见 习题 二 十 一 , 24.) 


选 题解 答 
{i (oo 一 3 十 2 对 于 所 有 的 和 
《ii 到 (一 0 对 于 所 有 的 如 
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第 七 童 “三 个 难 的 定理 


本 章 专 门 介绍 关于 连续 函数 的 三 个 定理 及 其 若干 推论 .由 于 
本 党 未 尾 所 述 的 原因 , 这 三 个 定理 要 到 下 一 章 才能 证 明 ， 

定理 1 设 了 在 [we 的 上 连续 , 并且 (9) <<0< 有 (5), 则 在 [a 
2 内 必 有 一 工 满 是 所 2 一 0. 

〈 这 个 定理 的 几何 意义 是 , 连续 函数 的 图 形 从 水 平 轴 的 下 方 通 
到 水 平 轴 的 上 方 , 必 与 该 轴 相 交 于 某 点 , 如 图 1 所 示 . ) 


图 1 图 2 

定理 2 车 了 在 [a,8 上 过 续 , 则 于 在 [a,5] 上 是 上 有 罩 的 , 即 
存在 某 一 数 六 能 使 [a, 58] 内 的 一 切 z 值 满足 (7)<N. 

(这 个 定理 的 几何 意义 是 , 了 的 图 形 位 二 与 水 平 轴 平 行 的 某 一 
直线 之 下 , 如 图 2 所 示 . ) 

定理 3 若 f 在 [a% 到 上 和 连续， 则 在 [mw 扫 内 必 存 在 某 一 数 风 
能 使 [a,5] 内 的 一 切 z 信 满足 f(y) 守 fz) (图 3). 

这 三 个 定理 与 第 六 登 的 各 定理 大 不 相同 ， 前 一 党 各 定理 的 蛋 
设 都 只 涉及 在 一 点 的 连续 性 ; 现在 这 三 个 定理 的 假设 需要 在 整个 
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3 图 4 
区 间 [e,5] 上 的 连续 性 一 一 如 果 在 一 点 不 连续 , 则 定理 的 结论 就 可 
能 不 成 立 ， 例 如 , 设 隆 为 如 图 4 所 示 的 函数 
—1, 0 2 

fo 一 1, MT ze2. 
虽然 除了 在 V3 处 之 外 , 在 [0，2] 上 所 有 的 点 过 续 ， 并 且 
0) <0 之 (2)， 和 但 在 FO0，2] 内 没有 一 点 zx 能 满足 用 2)= 当 一 点 
A 沪 3 的 不 连续 性 , 足以 使 定理 1 的 结论 不 成 立 ， 

同样 地 , 设 了 为 如 图 5 所 示 的 函数 ， 


i 你 站 0 
re)-| ” 
0， 丈 二 必 . 
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虽然 了 除了 在 点 0 之 外 , 在 [0, 1] 上 所 有 的 点 都 连续 ,但 了 在 [0, 1] 
上 没有 上 界 ， 事 实 上 , 对 于 任何 孝 力 >0, 鲁 有 f(z 让 )~2N>， 


从 这 个 例 中 还 可 以 看 出 ， 定 理 2 中 的 闭 区 闻 不 能 用 开 区 间 来 
代替 , 因为 函数 了 在 C0, 1) 上 虽然 
连续 , 但 却 是 无 界 的 . 

最 后 , 考虑 图 6 所 示 的 函数 ， 


xe, rt 
0， vw 宕 1, 
读 通 数 了 在 区 间 [0,11 上 是 上 有 
界 的 , 因此 虽然 了 在 f0,]] 上 不 连 图 8 
续 , 了 也 能 满足 定理 2 的 结论 ， 但 了 不 满足 定理 3 的 结论 一 在 
[9, 1 内 设 有 一 个 8 能 使 [0， 匡 内 的 一 韦 了 值 满足 了 (的 之 沪 zz 关 事 
实 上 ,对 于 E50, 内 的 一 切 z 植 ,1) 守 f(z) 当然 不 成 立 , 因 此 我 们 
不 座 取 y=1, 我 们 也 不 能 取 0 志 y< 过 1, 因为 对 于 注 足 之 x 之 1 的 任 
何 一 个 2 必 有 f(D 过 f(z) 

由 上 例 可 见 , 定理 3 比 定理 2 强 得 名， 通常 将 定理 3 解 肥 为 ， 
闭 区 间 上 连续 函数 在 该 区 间 上 “取得 它 的 最 大 值 ". 

这 三 个 定理 的 假设 加 强 以 后 ， 其 结论 与 先前 定理 的 结论 就 属 
于 完全 不 同 的 类 型 ， 它 六 不 仅 描 述 函 数 在 某 一 点 附近 的 特性 ,而 
县 描述 函数 在 整个 区 间 的 特性 ; 函数 的 这 种 “整体 "特性 ， 往 往 比 
“局 部 ”特性 维 证 得 多 ， 阳 它 有 更 大 的 用 处 ， 为 了 说 明定 理 1.2 和 
3 的 用 处 , 我 们 本 来 可 以 紧 接 着 推导 出 基 些 重要 的 推论 , 但 先 提出 
这 些 定理 的 茶 些 简单 的 推广 , 是 有 帮助 的 . 

定理 4 设 了 在 [a,5] 上 过 续 , 并 且 了 (0) 过 ce<f(6)， 则 在 [a 
5 内 必 有 一 2, 能 使 7)=¢. 

证 明 令 9= 了 so, 则 9 是 连续 的 , 并 且 gi0) 过 0<<g(5)， 根 
9 137* 


Fe 一 


据 定理 1， 在 [4， 相 内 必 有 一 zx， 能 使 g(z)=0. 谈 式 意 品 省 
f(z2)=¢. 

定理 5 设 了 在 [e, 的 上 连续， 并 且 天 的 全 ce> 大 六 ， 则 在 [a， 
旭 j 内 必 有 一 能 使 六 2)=c. 

证 明 请 数 一 / 在 Fa, 5] 上 和 连续, 并且 一 /(@) < 一 c< 一 1(5)， 
积 据 定理 4, 在 [e, 妇 内 必 有 一 4， 能 使 一 作 7?) 二 一 e, 该 式 意味 著 
本 1 
定理 4 和 5 表示 , 了 可 取得 介 于 大 的 和 关机 之 问 的 任何 值 . 
我 们 夫 至 可 以 更 进一步 发 挥 : 设 ec 和 & 在 [Le 权 内 ， 则 了 可 取得 介 
于 jc) 和 天 四 ) 之 隔 的 任何 值 ， 基 证 明 很 简单 ; 例如 ,ce<<4, 则 只 需 
将 定理 4 和 5 应 用 于 区 间 [¢,Q] 即 可 ， 总 之 , 设 过 续 函 数 在 革 一 区 
间 上 环 得 两 个 慎 , 它 可 取得 介 于 这 两 值 之 疗 的 所 有 的 值 ; 定理 1 的 
这 个 简单 的 推广 通常 称 为 介 值 定理 ， 

定理 6 设 了 在 [a, 刀 上 连续 ， 则 子 在 [a.84 上 是 下 有 界 药 , 即 
存在 一 数 叉 , 能 使 [a, 58] 内 的 一 切 % 满 是 大 了 ) 关 三 . 

证 明 函数 一 /在 [oa 6] 上 连续 , 由 定理 2 知 ， 这 时 必 存 在 一 
数 半 ,能 使 [4,5] 内 的 一 切 * 满足 一 所 +) 和 了 于， 这 意 球 着 ,能 化 [a， 
内 的 一 切 x 满足 让 2Z) 尖 一 弄 , 于 是 ,可取 并 三 一 本 

由 定 示 2 和 6 可 见 , 在 [Lo 8 上 连续 的 函数 了 在 [a, 5] 上 有 界 ， 
即 存 在 一 数 入， 能 使 [a,5] 内 的 一 切 x 漠 足 1!fCz)1 NN， 事 实 上 ， 
由 定理 2 知 ， 必 有 一 数 太 | 能 使 [a, 四 内 的 一 切 # 满足 2) 志和 ，， 
而 由 定理 6 知 ， 必 有 一 数 入 , 能 使 [49， 妇 内 的 一 切 x 满足 1(7)> 
太 ，， 我 们 可 取 和 N= 二 maxti Ni|, |Ns|). 

定理 7 落 了 在 [e, 的 上 连环 ， 则 在 [ee, 看 内 必 存 在 某 一 y, 能 
使 Ea, 如 内 的 一 切 x 满足 (9) 所 17), 

( 闭 区 闽 上 连续 函数 在 读 区 间 上 取得 它 移 最 小 慎 . ) 

证 明 ” 国 数 一 了 在 [w% 杂 上 连续 ;由 定理 3 知 ， 在 Le 昌 内 必 存 
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在 某 一 %， 能 使 re， 玖 内 药 一 切 z 注 昨 一 帮 扩 关 一 六 zz) 由 此 得 ， 
[a,5] 内 的 一 切 z 湛 足 f(D 寺 fz) | 

我 们 已 经 导出 了 定理 1, 2 和 3 的 一 些 明显 的 推论 ， 钢 在 可 以 
开始 证 明 一 些 有 趣 的 事情 ， 

定理 8 每 一 正 数 有 一 平方 根 、 换 谨 之 , 设 w>0, 则 有 一 数 z 
能 满足 ?=a 

证 明 ”考虑 国 数 f(z)=w*, 该 函数 当然 是 连续 的 ， 注 意 , 本 定 
理 可 用 了 来 表达 :“ 数 & 有 一 平方 根 * 意 味 著 了 取得 a 轩 ， 关 于 了 
的 这 个 事实 的 证 明 , 只 是 定理 4 的 一 个 简单 的 推论 ， 

显然 有 一 数 5>0 能 使 (5)>a (如 图 7 所 示 ); 事实 上 ,车 
2 1， 我 们 可 取 5=a， 若 a< 之 1， 我 们 可 取 5=1， 因为 f(0) <w 
< 了 (5), 于 是 将 定理 4 应 用 于 [0, 了 ] 恒 知 ， 在 [0,8] 内 有 一 ?能 满 足 
f(z)=%, 即 t=&, 


竹 7 


同 理 可 证 ,一 个 正 数 有 对 次 根 ,其 中 名 为 任意 自然 数 ， 若 拉 恰 
好 是 坷 数 ,我们 可 以 有 更 好 的 结论 ; 每 一 个 数 有 一 个 部 次 根 ， 为 了 
证 明 这 一 点 ， 我 们 只 要 注意 到 ， 即 果 正 数 % 有 % 次 报 久 即 若 
2 二 0 则 (一 的 "一 一 %( 因 为 如 是 奇数 ), 所 以 一 w 有 次 根 一 x， 对 
于 奇数 % 任何 数 & 有 冯 次 根 的 论断 , 还 可 以 陈述 为 ; 车 # 为 奇数 ， 
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则 下 列 方 程 
2 一 必 一 站 

有 一 个 根 ， 用 这 条 方式 表达 的 结论 , 可 推广 如 下 。 

定理 9 若 # 为 奇数 , 则 任意 方程 

ni 十 十 qo 二 人 0 

有 一 个 根 . 

证 明 显然 我 们 要 考虑 这 样 的 函数 

HT)=A+T ow tt os 

我 们 需要 证 明了 有 了 时 为 正 , 有 了 时 为 负 、 从 直观 上 看 ,对 于 大 的 1z|， 
上 列 函 数 很 象 7)= 二 wr", 且 因 % 为 奇数 ， 故 对 于 大 的 正 数 *,， 该 函 
数 是 正 的 ,而 对 于 大 ( 指 绝对 值 ) 的 负数 m, 该 函数 是 负 的 。 我 们 只 
要 进行 一 些 代数 演算 , 即 可 得 出 这 种 直观 的 狂 念 , 

读 纯 数 的 正式 分 析 是 根据 


f(2) = twtr + 妆 
注意 到 
| 
2 十 十 + 要 |< 四 tt 


EM 
因此 , 若 选 取 z 满足 . 
‘*) js|>1, 2n| a |， “2n | 50 |， 


则 12 村] 产 17|, 以 及 . 
[es lo 1| < | as 1 
[xl xl 26 2% 
于 是 et 十 全 计 二 小 + 名 il 
和 | 28# 2 
3 1 nm-1 由 Ld 1 
换 句 话说 ， 一 这 和 十 tn 
让 1 sl 生生 和 mn 
由 上 式 得 1 +++ 加 


二 I40 * 


因此 , 车 取 一 个 一 0 并 满足 (*) 则 
Wn On) .地 一 
全 <r(1+2 二 + 十 ze fOr) 

于 是 , (#1) >0， 另 一 方面 , 届 各 过 0 并 满足 {t*)， 则 考 < 过 0 并 且 
池 >m(1 二 二 + 加) 一 fo 


于 是 , (x2) 之 0. 
现在 将 定理 1 应 用 于 区 同 [xs, xij， 恒 得 结论 : 在 Te zi] 内 必 
有 一 z 满足 f(z)=0. 
定理 9 令 人 满意 地 解决 了 音 次 方程 的 问题 ， 恒 对 王 偶 次 方程 
却 一 点 也 没 涉及 , 有 点 使 人 和 失望， 无 论 如 何 , 这 个 问题 初 着 起 来 好 
人 象 无 法 解决 ， 某 些 方程 如 x* 一 1 二 0 有 解 ， 有 些 方程 如 2 十 1=0 无 
解 一 还 有 什么 可 说 的 ? 然而 , 如 果 我 们 想 考 虚 更 一 般 的 问题 , 就 
有 一 些 有 趣 的 东西 可 以 研究 .研究 解 方程 
十 Oni 十 十 0 一 0 
的 可 能 性 , 可 用 研究 解 下 列 方程 的 襄 能 性 来 代 赴 
To 十 :0 二， 
其 中 2 为 所 有 可 能 的 数 ， 这 等 手 说 允许 改变 常数 项 如， 解 这 些 方 
程 的 信息 有 赖 于 图 8 所 示 的 事实 . 
著名 为 个 数 ， 则 国 数 并 32) 一 入 二 aa- 填 十 如 有 一 最 低 


有 


点 ,至 少 从 图 形 上 说 是 这 样 的 ， 护 言 之 , 有 一 数 y 使 得 对 二 所 有 的 
数 了 ( 扩 志 fz) 一 函数 了 不 仅 在 各 个 闭 区 间 上 而 且 在 整 条 直 
线 上 取得 最 小 值 (注意 , 车 为 琳 数 则 此 结论 不 成 立 . ) 其 证 明 是 根 
据 定 理 7， 但 要 有 一 点 技巧 ， 我 们 可 将 定理 7 应用 于 任意 区 间 
La, 8]， 得 到 一 点 加 能 也 f(y80) 为 了 在 Lo,5] 上 的 最 小 值 ; 但 车 
La, 58] 刚好 是 如 图 8 所 示 的 区 间 ， 风 点 如 就 不 是 了 在 整 条 直线 上 
到 得 它 的 最 小 值 的 位 置 . 在 下 一 定理 中 ， 证 明 的 要 点 是 选择 一 全 
不 会 发 生 上 述 情 况 的 区 间 [a, 58]. 

定理 10 若 % 为 偶数 , 且 了 7)=w" 十 G512" 十 十 mo， 则 必 
有 一 数 3 使 对 于 一 切 w 有 (所 Fz). 

证 明 各 定理 的 证 明 一 样 , 设 

MM=max(l, 2R|a-1|, *"*, 28| 940|), 

则 对 于 一 切 |z| 关 形 的 w 我 们 有 


Ga .1 加 do 
ED 
因为 是 偶数 , 对 于 所 有 的 mw or3>0, 故 若 |z|>> 型 , 则 有 
<r tt + 名)=f(z). 
现在 考虑 数 (0). 设 一 数 8>0 能 注 足 六 之 2f(0) 和 5>M， 屠 
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乏 , 若 X 守 5, 则 有 (图 9) 
xX" -0" 
Fr)>> 邱 > 了 (0)， 
同样 地 , 车 z 委 一 六 则 


Cb) Dn 
7?) 之 记 之 3 = 也 之 1(0) 


总 插 上 述 琴 点， 车 x 疡 5 或 x 志 一 妃 则 了 ?) 宕 f00). 

现在 将 定理 ?应 用 于 区 闻 [一 8， 妇 上 的 函数 站 我 们 得 出 结 
论 , 必 有 一 数 # 能 消 足 

(1) 当 breb HH, OD EI). 
转 别 , f(y#) 志 了 (0). 于 是 

(2) 当 x 志 一 B 或 + 宕 5 时 , 有 (7) 了 (00) 宕 fy). 
由 (1) 和 (C2) 可 见 , 对 于 二 切 x ,了 (四 所 f(z). 

让 用 定理 10 现在 我 们 就 能 证 明 下 列 结论 ， 

定理 11 考虑 方程 ， 

《* 和 十 名 -和 十 全 .+a=p， : 

并 假设 # 为 偶数 ， 则 有 一 数 苔 , 当 te 守 m 时 (* ) 有 解 ， 而 当 6 过 涡 
时 无 解 , | | 

证 明 设 并 z) 一 全 十 oo 二 二 Go 《图 10)， 

由 定理 10 知 , 必 有 一 数 8 使 4 
得 对 于 一 场 3 都 满足 f(y) 所 
大 7)， 设 站 一 于 妇 若 < 让 则 
方程 ( * ) 显 然 无 解 ， 因 为 等 式 左 
边 的 值 总 是 之 锥 ， 若 ”= 吡 , 则 
邯 为 (* ) 的 解 , 最 后 , 假设 cy， 
设 了 为 满足 By 和 了 (5) >e 的 
一 个 数 ， 则 了 (GD =m<e 芝 1(8)， 


* 了 43。 


于 是 , 由 定理 4 知 在 [ 妨 到 肉 必 有 一 数 " 龙 使 搬 z)=c,， 即 z 是 (*) 
的 解 ， 

我 们 现在 所 证 明 的 只 是 定理 1,2 和 3 的 这 些 推论 (但 是 这 些 
定理 将 成 为 我 们 今后 所 有 内 容 的 基础 )， 现 在 只 剩 下 一 个 内 容 未 
号 一 一 还 明定 理 1、2 和 3， 不 巧 ， 我 们 无 法 解决 这 一 问题 一 一 根 
据 我 们 现在 关于 实数 的 知识 ( 即 P1 一 P12)， 要 证 明 这 一 问题 是 不 
可 能 的 ， 有 上 几 个 事例 能 说 明 我 们 这 个 翡 观 的 结论 确 是 事实 . 例如 ， 
定理 8 的 证 明 只 是 以 定理 1 为 依据 ; 如 时 我 们 能 证 明定 理 1 ， 则 
定理 8 的 证 明 就 完善 了 , 从 而 每 一 正 数 有 一 平方 根 恒 得 到 证 明 . 在 
第 一 部 分 中 已 经 指出 , 根据 P1~ 一 P12 不 可 能 证 明 这 一 结论 、 其 次 ， 
让 我 们 考 虚 国 数 


f(z)= 5， 


车 无 满 足 呈 =2 的 数 xz, 则 了 将 是 连续 的 , 因为 分 母 总 不 会 等 于 0. 
但 于 在 [0,2] 上 却 是 无 界 的 ， 于 是 ,定理 2 必然 依赖 不 同 于 有 理 数 
的 数 的 存在 , 因此 依赖 不 同 于 P1 一 P12 的 实数 的 某 种 性 质 ， 

尽管 我 们 不 能 证 明定 理 1、2 和 3， 但 我 们 当然 希望 其 结论 是 
对 的 ， 如 果 我 们 所 黎 的 图 形 和 我 们 所 讨论 的 数学 问题 有 某 种 联 
系 , 如 果 连 续 藻 数 的 概念 在 某 种 程度 上 和 我 们 的 直 蒋 概念 相对 应 ， 
那么 ， 定 理 1,3 和 3 就 应 读 成 立 ， 因 为 这 些 定理 中 的 任何 一 个 定 
理 的 证 明 都 需要 R 的 某 种 新 的 性 质 ， 而 这 种 性 质 氨 今 被 忽略 了 ， 
我 们 现在 过 到 的 困难 提供 了 寻找 这 一 性 质 的 途径 : 作为 一 例 ， 让 
我 们 试 证 定理 1. 并 看 错 在 何 处 ， 

下 列 想 法 也 许 是 有 指望 的 : 找 出 头 一 个 也 #)=0 的 点 ， 即 在 
[a,j] 内 满足 玉 x) 一 0 的 最 小 的 x. 为 求 这 一 点 , 先 考 虚 集 4, 它 包含 
[a,58] 上 所 有 这 样 的 数 x， 这 些 # 能 使 了 在 Eq, x] 上 为 负 值 ， 在 图 
11 中 , x 是 这 样 的 点 ， 而 x' 就 不 是 ， 集 4 本 身 用 粗 线 表 示 ， 因 为 
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于 在 4 是 负 的 ,在 是 正 的 ,于 是 集 4 包 含 某 些 大 于 总 的 点 ， 而 充 


图 1 
分 接近 二 的 所 有 的 氮 则 不 在 4 内 《我们 这 里 用 了 在 [w 8 杂 上 的 连 
续 性 以 及 习题 六 , 15. ) 


现在 假设 “是 大 于 和 4 内 所 有 数 的 最 小 的 数 , 显然 sc<a< 3。 我 
们 说 fa) = 0, 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 只 要 排除 f(a) 二 0 和 了 (0) > 
0 这 两 个 可 能 性 即 可 . 

先 很 设 fo) 天 0 根据 第 六 章 定理 3, 对 于 包含 < 的 一 个 小 区 
阀 内 的 所 有 的 x， 特别 是 对 于 这 区 间 内 某 些 大 于 & 的 数 (图 12)， 
fz) 小 于 久 但 这 与 & 大 于 有 4 内 所 有 的 数 相 巴 盾 , 因为 这 些 大 于 < 
的 数 也 在 4 内 ， 所 以 fm 和 0 不成立, 


对 于 该 区 阿 内 的 
一 茹 2 过 站 


对 子 该 区间 内 的 
一 嫂 瑟 fn >0 


.1145 。 


另 一 方面 , 假设 了 (o) >0， 再 应 用 上 童 定 理 3， 对 于 包含 “的 
一 个 小 区 间 内 所 有 的 ,特别 是 对 于 这 区 间 内 菜 些小 于 a 的 数 (图 
13), f(z) 是 正 的 。 这 说 明 这 些小 于 “的 数 都 不 在 4 内 ， 因 此， 我 
们 可 陷 得 一 个 更 汪 的 m， 使 它 仍 大 于 和 4 内 所 有 的 数 ， 这 里 又 出 现 
蔬 盾 ; fo >0 也 不 成 立 ， 因 此 了 (w) =0， 我 们 说 “证 替 ”. 

无 涡 细 提 ， 我 们 就 能 知道 上 述 的 证 明 无 论 如 何 总 在 某 处 弄 错 
了 , 因为 从 未 用 到 的 新 的 性 质 ， 显 然 ， 我 们 能 取得 比 4 内 所 有 
的 数 都 大 的 数 a( 例 如, 可取 x 二 5), 但 能 取得 最 小 的 一 个 就 不 那么 ， 
明显 了 .事实 上 ， 假 设 4 是 由 满足 ?之 2 的 所 有 数 x>0 组 成 的 . 
如 果 ~ 2 这 个 数 不 存 在 ， 就 没有 一 个 比 44 内 所 有 的 元 都 大 的 天 小 
的 数 ; 因为 对 于 我 们 所 取 的 任何 by>\/ 2 ,总 能 到 得 更 小 的 一 个 。 

现在 我 们 已 找到 其 错 处 , 至 此 大 概 可 看 到 , 需要 添加 一 个 怎样 
的 实数 性 麒 、 我 们 所 变 做 的 就 是 ， 怡 当地 说 出 这 个 性 质 并且 应 用 
它 。 而 这 是 下 一 章 的 任务 


习 是 
1， 下 列 各 函 数 在 指定 的 区 介 目 哪些 是 上 土 有 界 起 下 有 界 ， 哪 些 取 得 最 大 恒 
或 最 小 值 。 《注意 ,即使 了 不 过 续 或 所 指定 的 区 间 不 是 说 区 阿 ,了 也 可 能 
有 上 列 的 性 质 . 》 
(了 (人 二 02 在 (一 1, 47 上， 
Ci) 了 (2 一 2 在 {一 1, 1) 上, 


《iii f= 训 在 RB 上， 
(iv) fm)? 在 [0, co] 上， 
fa 
(9) fa= 后 29 在 (一 a 一 1, a 十 人 上 ，( 需 要 考 虞 6 的 几 种 可 
能 柱 . ) 
(viy fo = 2 在 [一 5 一 1, a 十 1] 上 . 
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为 无 理 数 


(vi 了 一个). 2 二 7g, p14 为 肚 约 分 数 ， 在 [0, 1] 上， 
为 无 理 数 
CiiD 了 9) 一生) 二 pfg, yq 为 申 约 分 数 在 [J 上 - 
| 1， xz 为 无 理 数 
(ix) f= -十 119,X= Pjg, P14 为 婚约 分 数 在 [0,1J 上 
CD Fa = 和 “六 下 于 各 在 [0, 0] 上 . 


(xj) fo = sin:(cosz+ MITT), 在 [0,0:] 上 . 
《Xi 了 (ee =[w], 在 5L0,4J 上 . 

2。 对 于 下 列 各 多 玖 式 逊 数 f， 求 一 整数 式 使 在 # 和 十 1 之 间 的 蘑 一 * 
满 是 f(z) =0. 
(i) f (8) = —2+3. 

Ci) f= 二 54 十 24 十 
《iii) fC) =g5+#+1, 
(ivy 于 (xy 一 4z2 一 4 十 1， 

3。 证 明 有 基数 z 谐 是 下 列 洗 式 : 
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《ii Gin 一 必 一 1， 
4。 本 是 是 妇 题 三 , 7 的 继续 ， 
(a) 设 w 一 是 偶数 并 且 0, 一 次 多项式 本 数 使 饭 的 要 正好 有 
下 个。 
(b) 若 f(r) 二 (x 一 0)*g (9); 其 中 9 为 多 项 式 汪 数 并 且 不 以 a 为 要 则 
多 项 式 玉 数 扯 的 根 4 称 为 m 秆 的 ， 没 下 为 #4 次 项 式 函 数 ， 并 设 
于 有 名 个 根 ， 计 及 重 根 ， 即 设 为 所 有 根 的 雷 数 的 和 。 证 明 一 上 
是 偶数 ， 
§， 和 车手 在 La, 雪上 过 续 并 且 f(x) 恒 为 有 理 数 。f 了 应 为 怎样 的 函数 ? 
6， 设 了 为 [一 1，1] 上 的 连续 重 数 , 并 且 对 于 所 有 的 恒 有 衬 十 (f (7))?* 
一 1- (这 表示 {x, 了 (wz)) 但 在 一 单位 置 上 . ) 证 明 对 于 所 有 的 x 不 是 f(x) 
一 /1 一 好 ， 就 是 fn) 一 一 TI 一 丈 . 
7， 对 于 所 有 的 x* 都 诈 足 (f(z2))* 一 2 的 连续 函数 了 有 多 少 个 ? 
38， 投了 和 9 是 连续 的 并 且 让 一 估 ， 对 于 所 有 的 本 fs) 地 0 证 明 对 于 所 
-I47 


=119, 


- 


有 的 2 不 是 了 0) 一 9 (2), 就 是 tr = 一 g(r). 
9。(a) 设 了 是 连续 的 , 井上 且 只 有 当 x 二 6 时 fz) =0, 对 于 某 个 >4 和 其 
全 xz<a 有 天 四 0 那么 ,对 于 所 有 #9, 关于 了 (0) 能 说 些 什么 ? 
*(b) 设 * 和 六 东 同 时 为 0, 则 j 十 #9 十 总 三 作用 这 个 事实 证 明 , 若 = 和 
不 同时 为 0, 出 民 十 zy 十 疱 汪 0. 《证 明 的 技巧 是 考 虚 各 个 固定 的 
y 直 0, 这 样 你 可 以 定义 一 个 函数 .) 
*(fe) 辐 样 地 ， 讨 论 当 ww 和 # 不 同时 为 零 时 zs 十 338 十 7 近 十 扫 的 符号 。 
10， 设 了 和 ?在 [w 3] 上 连续 并 且 f(o) 过 gt0) ,但 f 人 8) >>g(5). 证 有明 [a 本 内 
必 有 基数 x 满足 (x) 二 g(z)，{ 如 果 你 的 证 明 不 是 很 短 的 ， 则 一 定 不 
”正确 , ) 
ti1， 设 了 是 f0, 1 本 上 上 的 连续 函数 并 且 对 于 每 个 约 了 tw) 在 [0, 1 内 {要 一 图 ). 
证 明 必 有 某 数 z 满足 f(+) 一 zx, 
32，(a) 第 11 题 表 示 玫 与 图 14 所 未 的 正方 形 
的 对 角 强 ( 实 线 ) 相 交 . 证明 下 必然 也 {1, 苇 
和 另 一 对 角 线 (虚线) 相交 . 4 
tb》 证 表 下 列 蛋 一般 的 事实 ; 设 9 在 [0, 1] 
上 连续 并 且 gC0) =0, 9(1)=1 或 9(0) 
二 1,9(1)==0 则 必 有 某 数 z 满 是 f(x) 
sy (mr), 杀 14 
设 当 z 关 0 时 了 (x)= sin1/xz， 而 f(0) 一 0。 则 下 在 [一 1,13 上 是 否 
连续 + 证 明了 在 [一 1, 1] 上 满 是 介 值 定理 的 结论 ， 换 言 之 , 设 了 在 
[一 1, 1] 上 二 妊 取 两 什 , 则 必 取 得 介 于 这 两 慎之 疗 的 房 有 的 什 ， 
*(b》 设 了 满足 介 植 定 吾 的 结论 , 并 且 对 于 每 一 慎 , 了 只 取得 一 次 .证 吸 
下 是 连续 的 . | 
*《c) 推广 到 对 于 每 一 值 ,于 内 到 得 有 限 次 的 情形 . 
I4， 设 了 是 在 [0, 1] 上 的 连续 函数 , 令 上 | 为 |f| 在 F0, 11 上 的 最 大 慎 . 
(qa) 证 明 对 于 性 向 数 c, 我 们 有 je 由 = |elb: 站. 
*《b)》 证 必用 十 名 专用 十 晤 HM， 举 出 本 十 电 半 有理 二 || 的 例子 ， 
te) 证 盟 及 一 放声 一 g 纪 二 lg 一 到 . 
*15。 设 是 迁 续 的 并 且 lim 人 各 一 0= tim 和 后. 


iim 


(8) 证 明 若 王 是 奇数 , 则 有 一 数 z 广 中 2o 十 节 () 二 0。 
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19， (性 


me 


(8) 证 明 若 是 惕 数 , 必 有 一 数 y 对 于 所 有 的 x 满 是 护 十 $$( 拉 志 x" 十 
$ir), 
提示 : 本 是 检 验 你 理解 了 哪 一 个 证 明 ? 
*16, 谈 了 为 任意 包 项 式 国 元 ， 证 明 必 有 某 数 # 对 于 所 有 台 清 足 | 六 的 | 
|f (2)|. 
*17, 谋 了 是 一 连续 还 于， 并 且 对 于 所 有 的 区 于 四 0 以 及 limf (7) =0 


= jim f(z) (给 一 图 )， 证 角 必 有 某 数 y 对 于 所 有 x 满足 成 妇 六 


fr). 
*18、，{8) 设 了 在 [w, 玖 上 连续 并 有 2 为 任意 数 ， 证 明 在 了 的 图 形 上 有 一 点 

离 点 人 z, 的 最 近 ; 换 名 话说， 在 [ae, 芍 内 有 汪 一 ## 使 由 (3 0 至 ( 扩 
f (8)) 的 距离 和 由 (me 切 室 (2 于 (sz)) 的 距离 , 其 中 5 为 [a% 世 内 的 攻 
六 值 .( 见 图 15. ) 

tu) 试 证 若 [w, 切 用 (人 仙 来 代 蔡 , 则 上 列 结论 未 必 成 立 ， 

(ec) 试 证 若 [a, 6] 用 及 来 代替 , 则 上 列 结论 能 成 立 . 

dH) 在 情形 (a8) 和 (0) 中 , 设 9 (为 由 (2 的 至 了 了 国 上 一 点 的 最 小 虐 离 ， 
证 明 9 邹 安 9(oy 十 | 一 乡 | 并且 Y 是 连续 的 . 

(e) 证 明 在 [a48] 内 有 数 姑 入 ,使 四 (xo0, 介 至 (x, 了 C21)) 的 距离 志向 
(80 站 至 (zi 于 (7) 的 距离 , 其 中 加 ,2 是 在 [tm 加 内 的 性 意 值 ， 


15 图 .16 


”TI9。 (a) 设 玫 在 [0,1] 上 连续 并 且 (0)= 了 (1)， 设 8 为 任意 自然 数 . 证 

明 有 基数 z 谢 足 fz 一 fw 十 118)， 如 图 16 所 示 , 共 中 nm 一 4. 近 

示 : 考虑 国 数 9( 妇 一 所 的 一 了 十 ias 对 于 所 有 的 zf 若 y(2) 半 上 0 
结果 将 如 何 ? 
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(b) 设 4<a<l, 但 4 不 等 于 1 其 中 为 任 春 自然 数 。 求 一 范 数 了 了 


使 它 在 [0%, 二 上 连续 , 并 且 满 足 10) = 了 (1), 伺 对 于 任意 数 z 都 不 
满足 了 (2) = 二 (x9) 


20。 (3) 证 明 不 寡 在 定义 在 了 上 的 连续 函数 ， 对 于 任意 值 都 正好 只 取得 


《hb 


《C 


(dy 


1, 0i) 
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两 次 ， 提 示 : 车 对 于 4 之 5, 下 的 一下 的 ， 则 对 于 {e 到 办 所 有 的 zx 
必 有 了 (DG ， 戈 对 于 人 加 内 所 有 欧 壮 必 有 了 (< 一 fa 为 
什么 ? 在 第 一 种 情形 申 , 历 有 接近 ff(@) 但 稍 大 于 让) 的 值 可 在 
《ea, 人 内 某 处 取得 ! 这 意味 着 对 于 ea 和 xz>b, (7) < 之 fn). 
通过 证 贡 示 列 结论 将 ( 约 说 得 更 确切 : 役 有 志 续 国 至 了 对 子 每 一 
值 取 得 0 次 或 2 次 ， 即 读 函 数 革 能 区 得 某 值 必 正 好 取得 2 次 ， 提 
示 : 前 面 的 扫 示 意味 着 了 不 是 有 一 最 大 亿 就 是 有 一 最 小 值 ( 它 必 
定 取 得 两 次 )， 接 近 寺 最 大 代 的 数值 将 如 何 ? 

求 一 连续 函数 户 使 它 对 了 每 一 值 都 正好 取得 3 次 。 责 一般 地 ,者 
是 奇数 , 求 一 连续 苑 数 所 使 它 对 于 经 一 值 都 正好 取得 nn 次. 

证 明 营 # 是 傅 数 ， 没有 一 个 连续 函数 对 于 任意 值 孝 正好 取得 & 次 . 
提示 : 例如 对 于 9%= 4 的 情形 , 若 fx 一 f(x2) 一 Ps) = 了 (x0 =a. 
那么 对 于 (zu aa) (as rz)，(zo xd 这 三 个 区 间 内 两 个 区 闻 的 所 有 
(xz) >>a, 或 这 三 个 区 则 内 两 个 区 间 的 所有 4 了 (4) < 之 a. 


选 题 解答 
既是 上 有 界 又 是 下 有 界 , 最 小 值 为 0: 没有 最 大 值 . 


下 有 界 但 不 是 上 有 界 ? 最 小 值 为 0. 、 
既是 上 上 有 办 又 是 下 有 界 . 不 用 说 , 当然 9> 一 1 (这样 才能 使 二 a 一 i 


<atl), 荐 一 1<<a< 一 地 ， 则 a 志 一 4 一 1, 而 对 于 (一 4 一 1, 4 十 内 
所 有 的 “只 有 f(z) = aft2, 因此 ,4 十 2 为 最 大 全 和 最 小 值 ， 荐 一 了 


<-a<0, 则 子 有 最 小 值 中 而 妆 a30 时 了 有 最 小 值 0. 对 于 ar> -- 言 . 


只 有 当 as[ 一 1 二 可 ] 写 时 于 才 有 最 大 值 (最 天 值 为 o+2)， 因 


为 只 有 当 [ 一 I 一 w 5 ]/72<a<[ 一 1MV5]j2 时 a+2>f( 一 oa—1) 
= {ot 1):, 


站 ppp 本 ri- 二 


bi mi 


和 


(Yi) 诡 是 上 有 界 又 是 下 有 界 ; 最 大 慎 为 1 最 小 慎 闵 0. 
(ix) 婚 是 上 有 界 又 是 下 有 界 ; 最 大 值 为 1 最 小 值 为 一 1 
(xD 因子 是 连续 的 长 有 最 夫人 慢 和 最 小 值 ， 


2 人 因 大 一 3<0< 开 一 1 故 基 二 一 2. 
fi) 因 f 一 1)= 一 1 之 9< 了 (0), 训 %= 一 1 
3 个 设 fw) =z13 二 1631 (1 十 zw 十 in:x) 一 119， 则 于 在 BR 上 连续 并 生 
2)>0, 面 (一 2) < 之 0, 因 而 在 (一 2,2) 内 有 其 个 xz 满 是 有 (Tz)=0. 
5, 了 是 常数 ,因子 若 取 两 个 不 同 的 值 , 则 了 可 取 在 这 两 值 之 间 所 有 的 值 ， 而 
这 些 值 必 包 含 无 理 数 . 
7，(1)》 f(#)=%; 
(2) f(r)=—s 
{3) H(z)= |#|s 
(4) fz)=—|¢|. 


， 和 将 定理 1 诺 用 于 f 一 g. 
， 若 0) m0 或 所 1)=1, 则 可 取 x*=0 或 1( 图 8)?， 若 100) 汪 0= 了 (0) 和 


f(D) 之 1 一 了 C1)， 则 将 第 10 题 应 用 于 了 和 了 便 知 必 有 某 个 4 满足 六 2) 
一 (图 b), 


9 评注 : 独 # 和 图 bb 是 详 时 加 上 的 ， . 
* FI 
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第 八 章 最 小 上 界 


本 章 揭 示 实 数 的 最 重要 的 性 质 ， 不 过 ， 本 章 只 是 第 七 章 的 拱 
续 ; 所 要 讨论 的 内 容 前 面 已 经 指出 , 现 立 即 进行 进一步 讨论 . 
定义 
若 有 一 数 % , 使 对 于 一 实数 集合 4 内 所 有 的 a, 满足 


pd 


则 称 4 是 上 有 界 的 ， 这 样 的 一 数 < 称 为 4 的 上 界 . 


显然 ， 当 且 仅 当 有 一 数 x 为 4 的 上 界 ( 在 本 情形 中 , 4 有 许多 
上 界 ) 时 , 4 才 是 上 有 界 的 ; 在 英语 习惯 中 , 我 们 经 常 这 样 说 , 当 有 
一 数 是 和 4 的 于 界 时 , 则 称 “ 4 有 一 上 界 ”. 
注意 “上 有 界 ” 一 词 至 此 已 在 两 个 场合 用 到 一 - 头 一 处 在 第 七 
章 中 关于 函数 问题 用 到 它 ， 现 在 关于 集合 问题 又 用 到 它 ， 这 种 双 
重用 法 不 会 引起 混 潜 ， 因 为 我 们 所 讨论 的 究竟 是 数 的 集合 还 是 函 
数 , 往往 是 请 楚 的 ， 并 且 , 这 两 个 定义 是 紧密 相关 的 ， 设 4 是 这 样 
的 集合 {f(z): oz<5}, 则 当 且 仅 当 4 是 上 有 界 时 ,函数 下 在 [a,8] 
上 才 是 上 有 界 的 . 
例如 , 全 部 实数 的 集合 只 和 自然 数 N 都 不 是 上 有 界 的 ， 而 
由 一 30<2 < 二 
是 上 有 界 的 为 了 证 明 4 是 上 有 界 的 ， 我 们 只 需 指 出 4 的 某 一 上 
界 即 可 ， 这 是 很 容易 的 ， 例 如 ，138 是 4 的 一 个 上 界 ， 而 2, 1 二， 
1 了 和 1 也是， 显然 , 1 是 4 的 最 小 上 界 ; 虽然 最 小 上 界 一 词 是 不 


解 自 明 的 ,但 为 了 避 兔 任何 可 能 发 生 的 混淆 (特别 是 ， 为 了 接 谨 弄 
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请 “小 ?的 最 商 级 的 意义 ?我 们 把 它 明 确 地 定义 如 下 . 
定义 


设 (1) xz 是 4 的 一 个 上 界 ， 
则 称 数 * 为 和 4 的 一 个 最 小 上 界 ， 


在 该 定义 中 ,用 了 “一 个 * 这 个 词 , 只 是 由 于 暂时 对 最 小 上 界 不 
了 解 ， 下 了 精确 定义 之 后 , 就 容易 看 出 , 攻 x 和 3 都 是 和 4 的 最 小 上 
界 , 则 #= 护 的确, 此 时 

xs 加 因为 # 是 一 个 上 界 , 而 2 是 一 个 最 小 上 界 ， 
并 且 ”yw%， 因 为 + 是 一 个 上 界 ,而 # 是 一 个 最 小 上 界 ; 
由 此 得 %=y。， 因 此 我 们 称 它 为 4 的 最 小 上 界 ， 和 4 的 上 确 模 一 词 
与 4 的 最 小 上 界 是 同 义 的 , 且 有 一 优点 , 它 可 以 很 好 地 简写 成 
. sup 4 ( 读 作 “soup 4 )， 
并 使 我 们 可 以 各 免 如 下 的 简写 

lub4 - 

{ 尽 管 有 些 作 者 用 这 种 简写 )， 

与 上 述 定 义 相 类 似 ， 有 一 系列 重要 的 定义 现在 可 以 更 简便 地 

给 出 ， 设 有 一 数 * ,使 对 于 一 实数 集合 有 内 的 所 有 的 a 满足 
FE 
则 称 4 是 下 有 界 的 ， 这 样 的 一 数 = 称 为 4 的 下 界 ， 设 
(1) xz 是 4 的 一 仿 下 界 ， 
《2) 若是 4 的 一 个 下 界 , 则 * 之 护 
则 称 数 z 为 4 的 最 大 下 界 。 4 的 最 大 下 界 也 称 为 4 的 下 确 界 ， 简 
写 为 
inf A; 
有 些 作 者 用 如 下 的 简写 
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glb A. 

我 们 讨论 至 今 ， 有 一个 细 市 被 名 路 了 -怎样 的 集合 才 会 至 
少 有 一 个 从 而 恰好 有 一 个 最 小 上 掉 或 最 大 下 界 。 我 们 只 要 考虑 最 
小 上 界 ， 因 为 这 个 问题 解决 之 后 ， 最 大 下 界 问 题 就 容易 解决 (第 2 
题 ). 
如 果 4 不 是 上 有 界 的 , 则 4 根本 就 没有 上 界 , 因此 ， 当 然 不 能 
指望 4 有 一 个 最 小 上 界 ， 设 4 有 某 一 上 界 ， 则 4 一 定 有 一 最 小 上 
界 ; 但 和 数学 归纳 法 原则 一 样 , 对 于 很 特殊 的 情形 ， 这 个 睹 言 未 必 
成 立 ， 设 4= J， 则 4 是 上 有 界 的 。 的 确 , 困 在 入 中 没有 扩 数 任何 
数 > 都 是 必 的 一 个 上 界 : 

zt 对 于 儿 中 的 所 有 的 3 . 
由 于 所 有 的 数 都 是 名 的 一 个 上 界 , 必 当 然 就 没有 最 小 上 界 ， 热 而 ， 
除了 这 个 无 足 轻重 的 例外 ， 我 们 的 断言 是 对 的 一 并 且 是 非常 重 
要 的 ， 值 得 详细 考虑 ， 现 在 我 们 可 以 叙述 所 需要 的 实数 的 最 后 一 
个 性 质 , 
(P13) ( 景 小 上 界 性 》 设 4 是 一 实数 集合 , 4 短 B， 且 4 是 上 
有 界 的 , 则 4 有 一 最 小 上 界 . 

在 你 看 来 ， 性 质 P13 可 能 是 很 平常 的 ， 而 这 确实 是 它 的 一 个 
优点 .为 了 补 全 所 列举 的 实数 的 基 本 性 质 ， 我 们 无 着 加 添 特别 深 
奥 的 命题 ， 只 需 一 个 这 样 简单 的 性 质 一 一 可 能 党 得 有 点 好 笑 ， 
对 于 这 样 简单 的 性 质 我 们 却 没有 注意 到 ， 当 然 ， 最 小 上 界 性 实际 
上 并 不 全 人 象 上 述 的 那样 单纯 ; 它 在 有 理 数 久 的 范围 内 不 成 立 ， 例 
如 , 设 4 为 所 有 满足 z: <2 的 有 理 数 z 的 集合 , 就 没有 这 样 的 有 理 
数 y : 它 既 是 4 的 一 个 上 界 ， 同 时 又 小 于 或 等 了 作为 立 的 上 界 的 
其 他 各 个 有 理 数 ， 虽然 只 能 逐渐 地 看 出 P13 的 重要 性 ， 但 把 它 应 
用 于 第 七 辣 所 未 作 的 证 明 中 , 就 能 看 出 它 的 作用 ， 

定理 7-1 设 f 在 [a,5] 上 连续 ， 并 且 了 (外 过 0< 了 6)， 则 在 
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ram 中 内 必 有 一 次 满 是 了 7) 二 9， 

”证 明 ”我 们 的 证 明 只 是 对 第 七 章 末 钙 所 述 的 要 点 作 一 严格 的 
陈述 -一 我们 要 在 [a, 5] 内 找 出 满足 丸 z)= 0 的 最 小 数 x， 

如 图 1 所 示 , 定义 集合 4 如 下 : 
4= (zio<x<5 且 了 在 区 间 [a， z] 上 是 负 的 }. 

显然 4 于 2g, 因为 4 在 4 内 - ,其实 有 某 一 6>0 使 4 包含 所 有 满足 
a<x<a+6 的 点 4; 这 是 由 习题 六 , 15 得 来 的 , 因为 了 在 re, 8] 
连续 并 且 f(a) <0， 同 样 地 ; 5 是 4 的 一 个 上 界 , 并 且 事 实 上 有 一 
6>0 使 所 有 满足 5 一 8<<z<d5 的 点 wx 都 是 4 的 土 界 ; 这 也 是 由 避 

六 , 15 得 来 的 , 因为 了 (5) 之 0. 


对 于 炭 区 网 内 大 


~ fr}<0 


图 1 | : 图 2 

由 上 述 可 知 4 有 一 最 小 上 漠 &%, 并 且 9<e<5b， 我 们 现在 要 证 
明 fo = 0。 用 排除 fo <0 和 f(a)>0 可 能 性 的 方法 来 证 明 . 

先 假 设 了 (a) 过 0， 由 第 六 章 定理 3 知 , 有 一 上 > 0 使 得 当 w 一 6 
<z<qt+6 时 有 f(x)<0( 图 2)， 仿 在 4 内 有 基数 z。 满足 wk 一 6 
之 wo<a 《因为 否则 a 将 不 是 和 4 的 最 小 上 界 )，、 这 表示 了 在 整个 区 
间 [w zo] 上 是 负 的 .但 车 xz 是 在 & 和 十 6 之 间 的 一 个 数 , 则 了 在 
整个 区 间 [zo, z)] 上 也 是 负 的 :因此 了 在 区 间 [e x1] 上 是 负 的 ， 于 
是 mw 在 4 内 这 与 4 是 4 的 一 个 上 界 之 事实 相 男 盾 ; 我 们 原 假 设 
了 (a) 过 0 必定 不 成 立 . 
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荔 一 方面 ,假设 了 (@) 汪 0， 有 一 数 6>>0 使 得 当 一 S<w<w 十 
#§ 时 (2)>>0 (图 3)， 我 们 再 次 知道 在 4 内 有 一 0 满 是 % 一 6%。 
二 %; 但 这 表示 了 在 [em ] 上 是 负 的 , 这 是 不 可 能 的 , 因为 (#0) 
0、 于 是 je >0 的 假设 也 导 玛 
了 矛盾 , 剩 下 的 只 有 fa)=0 可 殿 : 
选择 . 


必 


对 于 该 区 间 内 所 
有 有 的 了 fo 20 


ny 


图 3 图 4 
第 七 章 的 定理 2 和 8 的 证 明 需 要 一 个 简单 的 预备 定理 ， 读 定 
理 所 起 的 作用 很 象 第 六 章 定理 3 在 前 一 证 明 中 所 起 的 作用 . 
定理 1 设 了 在 点 6 连续 , 则 有 一 数 5>0 使 了 在 区 间 (a 一 6， 
9 二 + 站内 是 上 有 界 的 ( 见 图 4). 
证 明 ”因为 im f(z)=f(q), 则 对 于 每 一 e>>0， 有 一 6>0 使 
得 兴 
. " [wx—al < 
时 ， 恒 有 
[|f(2)—f (0m | < 


只 带 将 此 陈述 应 用 于 某 一 特殊 的 e( 任 何 一 个 都 可 以 ), 例如 e=1. 
我 们 断定 必 有 一 6 二 0, 使 得 当 
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iw—ol<é 
时 ， 恒 有 
(fe) -fF 0D 1<1. 
特别 是 , 由 此 可 得 ， 当 |z 一 aq| < 时 f(z) 一 (qm) <1， 这 就 完成 了 
证 明 ; 锰 数 下 在 区 间 (a 一 8,9 十 加 上 以 了 (q) 十 1 为 上 界 . 
无 需 增加 多 少 内 容 , 我 们 现在 也 能 证 明了 在 某 医 间 (e 一 5, 十 
蚊 上 是 下 有 界 的 ， 于 是 最 后 得 到 了 在 包含 ea 的 某 一 开 区 间 内 是 有 
界 的 ， 
一 个 更 有 意义 的 论点 是 ,车 lim f(z)== 了 (a), 则 有 一 65>0 使 了 
在 集合 人 :oa<z<a+0} 上 有 界 ; 车 lim f(z)= 了 (6), 也 有 类 似 的 结 
果 ， 有 了 这 些 结论 (并 假设 你 将 补充 其 证 明 )， 我 们 现在 证 明 第 二 
个 主要 定理 
定理 7-2 设 了 在 [9, 引 上 连续 ， 则 了 在 [ma 的 上 是 上 有 
界 的 。、， 
证 明 设 
4= {ziacwb 昌 了 在 [a,xw] 上 是 上 有 界 的 }. 
显然 4 竺 必 ( 因 为 a 在 4 内 ), 且 4 是 上 有 界 的 ( 界 为 丰 , 因此 4 有 


{0D: a &y 二 对 
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一 景 小 上 界 4%， 注意 , 我 们 这 里 将 “上 有 界 "一 词 用 于 集合 4, 它 可 
以 想象 为 位 于 水 平角 上 ; 同时 也 用 于 即 用 于 集合 {f(y) :a<y 
声 ), 它 可 以 想象 为 位 于 次 立轴 上 (图 5). | 

头 一 步 我 们 要 证 明 实际 上 as 一 多， 假设 <<2， 根 据 定理 1, 有 
6>0 使 f 在 (a 一 6,4-+6) 上 是 上 有 界 的 ， 因 为 a 是 4 的 最 小 上 
界 ， 故 在 4 内 有 某 zo 满 是 4 一 6<<xo<<w， 这 意味 着 了 在 [9, x0] 上 
是 上 有 界 的 ， 但 若 2 为 满足 <<z,<g+6 的 任何 数 ， 则 于 在 [wo， 
z1 了 上 是 有 办 的 ， 因 此 ， 于 在 [a,x1] 上 是 有 界 的 ， 于 是 % 在 4 内 ， 
这 与 5 是 4 的 一 个 上 界 之 事实 相 艺 盾 ， 由 这 个 矛盾 得 出 wx=5. 有 
一 个 细节 需要 说 明 ; 本 证 明暗 中 假设 了 a<a (因此 了 在 某 区 间 
(gq 一 6,& 十 6) 上 有 定义 ); 同样 地 , 存在 一 8>0 使 了 在 tx:a<x<a 
二 8} 上 是 上 有 界 的 , 故 可 排除 s=e 的 可 能 性 . 

这 样 证 明 不 是 十 分 完全 的 一 一 我 们 只 知道 对 于 每 个 2<-5b， 
在 [a, xz] 上 是 有 界 的 ， 而 了 在 [6,5] 上 米 必 有 界 ， 只 需 稍 加 一 些 论 
证 即 可 使 它 完 全 . 

有 一 6>>0 使 了 在 (x:5 一 65<msB) 上 是 有 界 的 ,在 4 内 有 
使 5 一 5<xo<5， 于 是 了 在 [ao, wx0] 上 同时 也 在 [zo,5] 上 是 有 界 的 ， 
因此 了 在 [e, 8 上 是 有 界 的 . 

为 了 证 明 第 三 个 重要 定理 , 我 们 要 用 一 个 技巧 . 

定理 7-3 车 f 在 [a, 8] 上 连续 ， 则 在 [a, 5] 内 必 存 在 某 一 数 
y, 能 使 [4,5] 内 的 一 切 z 慎 满足 f(D 之 f(z). 

证 明 我 们 已 经 知道 了 在 [9, 5] 上 是 有 界 的 , 这 表示 集合 

{f(z):z 在 [6, 到 内 } 

是 有 界 的 .该 集 合 显然 不 是 儿 ， 因 此 它 有 一 最 小 上 界 a， 因 为 对 
于 [a,8] 内 的 zg 之 用 x)， 所 以 只 权证 明 对 于 [a, 妇 内 的 基 个 护 有 
多 二 了 (四 就 已 足够 ， 

假设 对 于 [mw 5] 内 所有 的 y,q 直 f(y)， 则 由 下 起 定义 的 函数 9 
* I$ 4 


qs) = Jey 本 “td 上 


在 [a,5] 上 连续 ， 国 为 右 过 的 分 母 总 不 为 0、 另 一 方面 ,a 是 {f(z): 
z 在 [aq,5j 内 } 的 最 小 上 界 ; 这 意味 着 

对 于 每 一 <>0, 在 [a,5] 内 有 “满足 4 一 f(z)<<e. 
亦 即 

对 于 每 一 *>0, 在 [a,5] 内 有 z 满足 8(z)>>1/e. 
但 这 表示 g 在 [o,5] 鞋 不 是 有 界 的 , 与 前 一 定理 矛盾 ， 

本 章 开 头 将 自然 数 N 的 集合 作为 无 界 集合 的 一 例 ， 我 们 现在 

要 证 明 N 是 无 界 的 .在 本 章 证 了 难 的 定理 之 后 ， 你 看 到 这 样 一 个 
“明显 ”的 定理 缠 住 我 们 的 进程 ,也 许 会 感到 吃惊 ， 如 果 是 这 样 , 你 
也 许 受 民 的 几何 图 形 的 影响 太 深 了 .你 可 能 会 说 : “看 , 因 实 数 和 
下 图 一 样 ， 因 此 每 一 数 * 总 在 两 个 整数 x 和 ”十 1 之 间 ( 除 非 z 本 


0 和 ] 当 东 省 四 路 荆 


身 是 一 整数 )”、 的 而 , 以 几何 图 形 为 依据 不 能 算是 证 明 , 并 且 几 何 
图 形 还 包含 一 个 假设 : 若 将 单位 线段 一 个 接 一 个 地 连接 起 来 ,最终 
会 得 到 一 条 线段 , 比 任 何 已 知 线段 都 长 ， 这 个 公理 (经 常 在 几何 入 
门 时 被 忽略 掉 ) 通 常 认为 是 阿 基 米 德 发 现 的 (并 不 十 分 公正 ), 而 与 
此 相对 应 的 数 的 性 质 , 即 N 是 无 界 的 ， 称 为 实数 的 阿 基 米 德 性 ， 当 
然 ,尽管 这 个 性 质 对 于 QQ 成 立 , 但 它 不 是 P1 一 P12 的 推论 ( 见 建 议 读 
物 [17]). 但 是 ,我 们 一 旦 有 了 P13, 就 不 会 再 有 任何 问题 了 . 

定理 2 N 不 是 上 有 界 的 ， 

证 明 设 N 是 上 有 界 和 的 。 因 N 才 记 ， 故 N 有 一 最 小 上 界 
于 是 

og2>% 对手 NN 内 所 有 的 %， 
从 而 cjt+1 对 于 NN 内 所 有 的 
+ 了 本 


因为 车” 在 内 则 * 十 1 在 N 内 ， 但 这 意味 着 
6 一 IJ>% 对 于 人 内 所 有 的 m 

而 这 意味 着 «一 1 也 是 的 一 个 上 界 ， 与 < 是 最 小 上 界 的 事实 相 
矛盾 .最 

定理 2 有 一 个 雅 论 ( 实 为 一 个 等 价 公式 )， 我 们 曾经 常 暗中 恨 
定 它 成 立 . 

定理 3 对 于 任何 。 汪 0 有 一 自然 数 %* 满 足 1/a<e- 

证 明 ”如 果 没 有 , 则 对 于 N 内 所 有 的 4% 有 1/n 污 e. 于 是 对 于 
外 内 所 有 的 mw m1/e， 但 这 意味 着 1/e 是 本 的 一 个 上 界 ， 与 定理 
2 矛盾 . 重 

粗 路 地 看 一 下 第 六 章 就 会 发 现 ， 在 许多 例子 的 讨论 中 都 用 到 
了 定理 3 的 绪论， 当然, 那 时 定理 3 并 未 证 明 , 但 因 那 些 例 子 很 午 
要 , 为 了 举 出 这 些 例子 , 只 好 忍受 一 些 蒙混 。 允 许 这 样 做 的 部 分 理 
由 是 我 们 从 来 没 用 这 个 结论 来 证 明定 理 ， 如 有 疑问 ， 最 好 再 看 一 
下 我 们 迄今 所 证 明 的 所 有 定理 ， 化 幸 的 是 我 们 无 需 再 蒙混 ， 我 们 
现在 已 列 出 我 们 所 需要 的 实数 的 每 一 个 性 质 , 此 后 再 无 蒙混 . 


习 题 . 


1， 求 下 列 各 集 侣 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 ( 如 时 它们 存在 的 话 ?、 并 确定 品 
此 条 合 有 最 大 元 和 最 小 元 〈 另 靖 写 个 时 生 小 上 蛋 和 最 大 下 异 从 好 属 子 
诸 集 合 )。 


(Ci 人 :在 N 内 上 


{ii) 从: # 在 Z 肉 且 # 天 0 : 
(iiiy {:5=0 或 5 二 1/n,4 是 N 内 的 一 个 数 }， 
(iv) {2:0<<x 二 v2 且 必 为 有 理 数 }. 
fy ) {!2 十 z 十 1 这 从 ， 
(vi {ee 
“160* 


i 


2. 


村 


wii) fzcz<0 上 刀 十 = 一 1 到 全. 
Cviii) 县 + (一 D)":a 在 术 内 本 


(a) 设 4 居 % 是 下 有 界 的 ， 令 一 各 表 示 所 有 一 了 的 集 台 ,而 f+ 在 4 内 ， 

证 明 一 4 关切 , 一 4 是 上 有 界 的 , 卫 一 snb( 一 4 是 4 的 最 大 下 界 . 

{b) 设 4 天 WW 是 下 有 界 的 , 设 B 为 4 的 所 有 下 界 的 集合 , 证 明 BB 多 ， 
”五 是 上 有 和 界 的 , 卫 sup8B 是 4 的 最 大 下 界 ， 


、 设 了 为 在 [a,5] 上 的 过 续 函 数 , 且 了 (9) 过 0<f( 术 ). 


(a) 定理 7-1 的 证 明 指 出 在 La，5] 内 有 一 最 小 的 z 满足 +*) 一 0， 在 
[La, 站内 是 否 必 有 次 最 小 的 2 满足 了 x)=0: 证 明 在 [a, 5] 内 有 一 
最 大 的 > 满足 (2) 一 0、，( 考 虚 一 个 与 了 么 密 相关 的 新 的 函数 ， 以 
便 得 到 桨 便 的 证 明 , ) 

(b) 定 还 7?-1 的 证 明 是 从 4= {2:a 竺 xz<<b 二 了 在 [a，z] 上 是 负 的 } 出 
发 的 。 试 从 也 一 丰 :a<z<p 且 玫 2)<0} 出 发 来 证 明定 理 7-1， 这 
个 证 明 将 确定 在 [a， 四 内 哪 一 点 f 背 扩 +) 二 0? 举 俩 说 明 集 合 4 
和 五 不 一 样 . 


， 设 了 在 [要 上 韦 编 ， 且 让 ay = 了 (5) 一 0， 并 设 对 于 [ae 的 内 的 某 个 m 


有 f(z)>>0、 证 明 : 存在 满足 s<e<zo<ea< 的 c 和 四 使 得 Fo) 一 
7(a) =0 但 对 于 (ee 二 内 所 有 的 > 有 拓 x)>>0。 提示 ;可 以 很 好 地 利用 
十 一 炸 . 


， (8) 想 设 9 一 5>1， 证 明 有 一 部 数 志 满足 x<8< 纪 提示 : 设 ?为 满 证 


lx 的 最 大 整数 ， 并 考虑 1 十 1. 

OD)》 设 ?六 “证 明 有 一 有 理 数 + 席 足 zx<+<y. “提示 : 车 1/n<y 一 和 
则 山 一 sz>>1， (省 问 :; 为 什么 推迟 雇 第 5 炳 才 出 (a) 和 fb) 题 )) 

(c) 谈 *<a 是 有 理 数 ， 证明 在 fF 与 4 之 阅 有 一 无 杜 数 ， 提示 : 作为 出 
发 点 , 你 们 知道 在 0 与 1 之 间 有 一 无 理 数 . 

(4) 设 zs<<y， 证 明 在 z 与 3 之 间 有 一 无 理 数 ， 提 示 ; 无 需 尾 何 更 多 的 
工作 , 由 {b? 和 (e) 就 可 简 出 ， 

若 每 一 开 区 闻 和 包含 实数 集 44 的 点 ， 则 称 该 实数 集 反 4 为 秽 密 的 。 例 如 , 第 

5 是 指出 有 理 数 集 和 无 理 数 集 都 是 悉 密 的 . 

(8) 证 明 ; 车 了 是 连续 的 , 且 对 于 一 稠密 集合 44 的 所 有 的 x 有 有 fz)=0 
则 对 于 所 有 的 # 及 7) 二 
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*9, 


10. 


11. 


(b) 证 胃 : 车 f 和 9 是 连续 的 , . 且 对 于 一 称 密 集合 4 内 记 有 有 的 x 有 
7) 一 g(7)》, 则 对 于 所 有 的 对 有 信 #) 一 2) 

(ce) 车 将 上 是 的 根 设 殿 为 对 于 4 内 所 有 的 z 有 所 +)==g(x》, 证 明 对 于 
所 有 的 有 蕊 z)zz8(z)。 学 能 否 全 用 盖 来 代替 了 


， 证 明 ， 着 了 是 连续 的 , 卫 对 于 所 有 的 了 和 外 有 了 (z 十 扒 一 大 2 十 站 的 ， 


则 有 一 数 。 对 于 所 有 的 x, 席 足 Kxz) 玉 ex 《应 用 前 两 题 的 结果 容易 证 
照 这 个 结论 .) 一 点 信息 : 对 于 所 有 的 z 和 少 ,的确 存 在 满足 f(z 十 二 
无 z) 十 天 所 前 非 韦 续 国 数 户 但 我 们 更 在 不 能 证 明 这 一 问题 ， 共 实 , 这 
个 简单 的 问题 包含 渚 任何 大 学 教程 中 都 没有 提 到 的 概念 ， 促 议 读物 中 
提 到 这 个 内 容 ， 

设 下 为 满 吓 当 a<b 时 了 (9) 二 (8) 的 函数 (图 6)， 


图 8 . 
(a) 证 明 limf(z) 和 limf(z) 都 存在 ， 提 杀 : 为 什么 这 一 是 放 在 本 章 里 7 
(b) 证 明了 决 不 会 有 可 去 不 连续 性 (此 术语 由 习 古 六 , 16 而 来 )。 

(c) 证 明 ， 着 了 满足 介 值 定理 的 结论 , 斯 了 是 连续 的 ， 


. 设 f 了 在 [0, 1 上 是 有 界 靖 数 ， 令 出 1 首 一 sop#| 玉 2)1:w 在 [0,1] 内 }. 证 


明 它 与 习题 七 ,14 中 的 | | 有 类 侯 性 质 . 

设 sa>0， 证 明 每 一 数 * 都 能 哈 一 地 写 眠 这 样 的 形式 # 一 ”2z 十 六， 其 中 

是 一 整数 ,而 0 和 x 之 &. 

(8) 设 ga 0 0 是 满 是 inti 志 Ga/2 的 正 数 序 列 证 明 对 于 任何 2 
0 有 某 个 %% 诺 足 4。 二 2。 : . 
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《b》 设 : 为 内 接 于 一 网 的 下 多 边 形 、 若 PP 为 演 数 才 一 供 的 内 接 正 窗 

边 : 形 ， 证 明 圆 的 面积 与 三 的 面积 之 差 小 于 圆 的 面积 与 刀 的 面 积 
” 它 盖 的 一 半 ( 应 用 图 7)， 

(2 证 明 内 接 于 一 厨 的 正 允 过 形 的 面积 可 以 任意 接近 于 该 贺 的 面积 ， 
为 了 证 明 (e)， 你 要 应 用 (al， 希 眶 人 对 此 问题 是 证 楚 的 ， 他 们 对 
比例 和 面积 的 全 部 论述 以 (a) 为 基础 用 计算 针 边 形 面积 的 方 
引 ( 鹤 汪 法) 将” 生 到 全 辟 的 精确 条 阿 基 米 得 用 它 算出 


下 < rc 守 ， 但 它 有 更 大 的 理论 价值 . 


=(d) 沁 娄 家 后 的 两 个 正 多 这 形 的 面 各 之 比 毕 于 名 们 过 的 平方 之 地 应 
用 这 个 事实 证 明 两 加 面积 之 比 等 于 它们 半 径 的 平方 之 比 ， 提 
示 : 作 俩 的 适当 的 内 接 多 边 形 , 假设 其 面积 的 比 太 于 或 小 于 半径 平 
方 的 比 , 由 此 推出 予 后 . 

12， 设 4 和 8 是 数 的 两 个 非 空 舍 合 ， 并 且 对 于 4 内 所 有 的 z 和 吾 内 所 有 的 
业 有 zs 久 ， 

(4) 证 明 对 于 至 内 所 有 的 # 有 supA<#. 
(bb) 证 遇 supA=<inf B. 

13， 设 4 和 也 为 数 的 两 个 非 空 集 合 且 为 上 有 上 界 , 以 4 十 中 表 未 所 有 的 数 # 十 
乡 的 集合 , 其 中 在 4 内 而 y 在 下 内 , 证 明 sup(4 十 B) =supA 十 supB. 
提示 ; 容易 证 明 不 等 式 Stp(4 十 B) ssup4d -snp 吾 为什么? 为 了 证 明 

stip4 十 supB<sup (A 十 妃 ), 只 要 证 明 对 于 所 有 的 e>0，sup4 十 supB< 
SUP( 有 4 二 BB) 十 2 先 在 4 和 吾 内 分 别 取 满 足 sup4 一 +<e/2 和 Sop 了 一 上 
E12 的 “和. 
14. (a) 考虑 团 区 间 序 列 五 一 [et 了 耳 二 [6s， 1]，… 计 对 于 所 有 的 吕 有 
gn 和 bbn (图 的 ， 证 明 有 一 点 名 在 每 个 天 内 ， 
图 8 
Cb): 说 明 : 车 用 开 区 辣 代替 了 半 区 间 , 则 此 结论 不 成 立 . 

第 M4(a) 题 的 简单 结论 称 为 “区 和 疝 讲 定 再"， 它 可 用 来 证 明定 理 1 和 2. 
在 下 列 两 是 中 扼要 提出 的 论证 说 明 一 一 种 一 般 的 方法 , 称 为 “对 分 其”， 
*15, 设 f 在 [6 切 上 连续 且 f(a) <0< 了 (5)， 则 或 f(ta 十 四 /区 =0, 或 f 

6 全 


*16, 


17. 


*18, 


*19, 


*20. 


在 fa, (a 十 5) /2] 的 端点 蜡 号 , 或 了 在 [ta 十 动 72， 的 的 奖 虎 异 导 ， 为 什 
名? 车 下 (9 十 /9) 关 0%, 设 工 为 这 两 个 区 癌 中 于 在 其 上 改变 符号 的 那 
一 令 。 得 对 分 石 , 或 了 在 中 点 处 为 零 , 或 在 两 个 区 闻 中 的 一 个 上 改变 
符号 , 设 到 为 这 样 的 一 个 区 间 。 继续 用 这 个 方法 对 于 每 个 # 来 定义 天 
(除非 在 某 一 中 点 了 为 信 ， 用 区 向 套 定 建 求 满足 fz)==0 的 一 点 入 
妃 定 了 在 fa, 5] 上 连续 得 在 [4, 的 上 是 无 界 的 , 则 了 在 [o。 (ae 十 加 72] 或 
[te 十 好 12， 5] 上 是 无 办 的。 为 什么 ? 设 工 为 这 两 个 区 间 中 的 一 个 ,在 
这 个 区 同上 了 是 无 界 的 ，、 和 第 15 题 一 样 进 行 , 推出 一 个 矛盾 。 
(a) 设 4= 好 :4<<o 对 证 明 下 列 各 题 (这 些 是 都 是 容易 的 ): 

(i) 设 x 在 4 内 且 y<z, 则 在 4 内， 

{ii) 有 4 名 

(i A4R. 

(iv) 设 z 在 4 内 , 则 在 4 内 有 基数 x 满足 w<z'， 
人 b) 反之 , 设 4 满 是 ( 愉 一 (Gv)、 证 明 4= 人 ;zz<sup4}. 
车 在 4 内 只 有 有 限 个 满足 gm 则 此 数 z 称 为 4 的 山上 界 ， 至 下 界 
的 定义 是 类 似 的 ， 
(a) 求 第 1 是 中 各 集合 的 殖 上 界 和 殖 下 界 . 
人 b) 设 盖 为 有 界 的 无 穷 集 ， 证 明 4 的 所 有 殖 上 界 的 集合 五 是 非 空 的 ， 

并 且 是 下 有 界 的 ， 
(0) 由 (b) 知 jnfB 存在 ; 此 数 称 为 4 的 上 极 展 , 用 1m4 或 lim sup4 表 

示 。 求 第 1 题 中 每 个 集合 的 lim 4. 
(d) 定义 lim 4, 并 对 第 1 题 中 所 有 的 4 求 lim 4. 
设 4 为 有 界 的 无 穷 集 , 证 胃 
Ca) lim A <limA. 
(by limA<supd. 
《ce) 设 ImA<<sup4, 则 4 包含 一 最 天 元 ， 
(d) 对 于 lim, 证 明 与 (b) 及 (Cc) 相 类 似 的 命题 
设 了 为 在 及 上 的 连续 函数 ， 设 有 一 数 gz 满 是 了 ( 拉 汪 了 (zr)， 则 此 点 
5 称 为 了 的 影 点 ， 这 个 术语 的 来 由 如 图 9 所 东 ; 平行 线 是 太阳 从 半边 


《你 面向 北方 ) 射 来 的 光线 ， 假 设 (区 内 所 有 的 点 都 是 影 点 , 但 a。 和 
不 是 影 点 。. 
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影 点 
围 8 

《a) 对 于 (a, 5) 内 的 x 证 明 用 2》f(B)， 提 示 ; 设 4 一 全 5<YS 
且 f2) 才 f(D)}， 若 sup 4 小 于 所 则 sup4 将 为 一 影 点 、 由 此 推 
出 与 五 不 是 影 点 这 个 事实 矛盾 ， 

(b) 现在 证 明 (6) 魏 7t)， 《这 是 连续 性 的 一 个 简单 推论 . 》 

{c) 最 后 , 用 6 不 是 影 点 的 事实 证 明 fa) 一 六 5). 
这 个 结论 称 为 朝阳 引 理 。 除 了 能 用 它 来 很 好 地 说 明 最 小 上 界 的 应 
用 之 外 , 它 可 用 来 证 明 在 本 书 中 没有 出 现 的 儿 个 绝妙 的 定理 ; 见 第 
二 十 章 习 题 第 *7 题 后 面 的 一 自 . 


选 题解 答 


1, (i) 1 是 最 大 元 ; 最 大 下 界 是 0, 它 不 在 已 知 集合 内 ， 
《ii) 1 是 最 大 元 ,0 是 最 小 元 . 
(Cv) 因 人 :十 z 十 1 莹 外 一 有 只 , 故 无 最小 上 界 或 最 天 下 界 ， 
(yi 因 {z:z<0 和 生 十 4 一 1 之 0 = 二 ([ 一 1 5]/2,0), 放 最 大 下 界 是 
(一 1 一 vy 5)/2, 最 小 上 界 是 0; 两 者 都 不 在 已 知 集合 内 . 

2，(a) 因 A 关 多 , 故 有 基 个 + 在 4 内 .于 是 一 # 在 一 此 内 , 故 一 44 关 光 ， 因 4 
是 下 有 界 的 ， 故 存在 茶 个 8 司 3# sz 对 4 内 所 有 的 # 或 立 ， 于 是 
一 4 魏 一 对 4 内 所 有 的 z 成 立 , 因此 , ? 委 一 8 对 一 4 内 所 有 的 z 成 
立 , 从 而 一 和 4 是 上 有 界 的 ， 设 < 一 sup( 一 4， 则 wx 是 一 4 的 一 个 上 
界 , 因而 将 此 处 的 推理 过 程 反 过 来 ， 即 知 一 a 是 4 的 一 个 下 界 ， 其 
次 , 如果 记 是 和 4 的 任 一 个 下 界 ， 则 一 上 是 一 4 的 本 一 个 上 界 ， 于 是 
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5. 


10, 


12. 


13. 


一 pc 从 而 5S 一 <， 这样 , 一 a 是 4 的 最 大 下 界 ， 、 
(4) 投工 为 请 是 了 委 区 的 最 大 整数 , 则 地 十 I 守 坟 -并 二 二 1% 十 1 起 ## 因 
此 我 们 可 设 ={+I，( 证 胃 这 样 一 个 最 尖 苑 数 三 存在 ， 风 为 NN 没 
有 上 和 界 ， 均 有 茶 个 自 航 数 * 满足 一 过 xR， 从 而 只 有 有 限 个 索 数 
E 清 足 一 msi< mr 可 取 其 最 大 者 , ) 
(b)》 震 8 一 *>0; 故 有 划一 自然 数 % 满 是 1/n<y 一 x?， 因 ty 一 4* 之 1 于 
是 由 (a) 可 知 , 有 一 整数 天 满足 %#< 庆 ny, 这 意味 着 T< 上 /mn 
{0) 取 Y 十 2 (8 一 ?7) /2. 
{d) 根据 tb), 有 一 有 理 数 ?满足 x*<r<#， 因 此 让 一 有 理 数 3 请 足 z 必 
?8 将 (6) 应 用 于 Ts 
设 上 为 去 zfa 的 最 大 整数 (由 第 5 题 的 题解 知 这 样 的 才 存 在 ), 并 设 x = 
Te， 车 x 一 a= 守则 ww 六 全 十 1) 8, - 克 庆 十 1 志 xwjw, 与 天 的 选 
读 相 矛盾 .大 0 和 x' 之 a， 
(2)》 因为 对 于 4 内 所 有 的 % 互 内 的 任何 # 满 下 zx, B 内 的 任意 是 
本 的 一 个 上 界 , 故 ysupA. 
(b) 由 (a) 知 Sapd 是 互 的 一 个 下 界 , 故 Supd inf8. 
因为 对 于 4 的 每 个 和 三 内 每 个 # 有 <supd 和 ssupB， 由 小 得 z 十 
#0P4 二 SWpB， 于 是 Sup4 十 sup 瑟 是 4 十 五 的 一 个 上 界 , 走 sSupfd 十 下 
SUP 4+sup B. 车 x%* 和 3 种 在 和 如 内 诸 取 ， 酝 sup 4 一 * 之 e/12 和 
SUpB—y<e/2, 则 sup4+supB 一 (Cz 十 #) 达 ze， 因 此 
sup(AT Br y> mpA+supB— 2. 
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第 三 部 分 “导数 与 积分 


1604 年 ,在 如 利 略 学 术 生 涯 咒 吕 时 期 , 他 认为 直线 运 
动 速度 与 经 过 的 距离 成 比例 , 其 运动 规律 恰好 为 w=cl5 
这 是 他 研究 落体 时 发 现 的 。 在 1695 年 至 1700 年 间 菜 比 
却 发 行 的 Acota Eraditorum 月 刊 中 ， 没 有 一 期 浊 有 菜 布 
尼 兹 , 伯 妈 利 兄 第 或 罗 必 塔 侯 兰 的 文章 ， 这些 文章 论述 了 
微分 学 、 积 分 学 和 变 分 法 的 评 多 问题 , 他 们 所 用 的 记号 和 
我 们 现在 所 用 的 没有 多 大 差别 、 和 这样 ， 在 大 约 一 世纪 的 
时 间 里 ， 无 穷 小 演算 或 我 们 现在 所 称 的 得 积分 学 一 一 这 
个 卓越 的 计算 工具 已 稳 事 发 展 起 来 ; 在 近 三 个 世纪 的 经 
常 应 用 中 ， 也 冀 毫 没有 磨灭 这 个 无 与 伦比 工具 的 悍 利 锋 
芒 。 


尼古拉斯 .市 巴 吉 


。 IT67 。 


第 九 章 导 数 


函数 的 导数 是 这 一 部 分 两 个 主要 概念 中 的 头 一 个 ， 它 同 积分 
一 起 成 为 微 积 分 学 独特 风 药 的 源泉 ， 的 葡 , 函数 概念 是 基本 的 ; 没 
有 极限 和 连续 性 , 后 面 就 进行 不 下 去 ; 而 最 小 上 界 是 必 不 可 少 的 ， 
至 此 我 们 所 作 的 一 切 ， 己 为 真正 令 人 兴奋 的 概念 一 成 为 微 积分 
学 特征 的 很 有 用 的 概念 的 到 来 作 好 准备 ， 只 要 准备 充分 ， 这 一 部 
分 将 比 前 几 章 容易 . 

或 许 ( 有 人 会 说 “当然 ") 对 这 一 部 分 所 述 的 报 念 的 兴趣 是 因数 
学 概念 和 某 些 物理 概念 有 密切 联系 而 引起 的 ， 许 多 定义 甚至 某 些 
定理 可 用 物理 问题 来 叙述 , 通常 用 启发 的 方式 ， 事 实 上 , 微 积分 学 
的 这 些 基 本 概念 最 初 是 因 物 理 的 需要 而 产生 的 ， 我 们 将 经 常 提 及 
物理 的 解释 , 但 我 们 总 基 先 用 精确 的 数学 形式 来 定义 这 些 概念 ,并 
用 数学 问题 来 论述 其 音义 . 

由 于 函数 的 多 样 性 ， 以 致 几乎 无 法 找到 属于 所 有 函数 的 任何 
感 兴 趣 的 一 般 性 质 ， 连 续 函 数 是 较 有 规则 的 一 类 ， 我 们 可 以 期 户 
找到 某 些 有 关 的 重要 定理 ， 第 六 合 之 后 迅速 出 现 的 许多 定理 说 明 
这 种 期 望 是 有 根据 的 ， 但 只 有 当 我 们 将 注意 力 集中 于 “合理 ”的 函 
数 ( 它 比 大 多 数 连 妾 函数 更 规则 ) 时 ,才能 得 到 关于 函数 的 最 感 兴 
和 最 有 用 的 结果 ， 

图 1 表示 连续 函数 可 能 出 更 的 某 些 不 规则 形式 ， 这 些 函 数 的 
图 形 在 点 (0, 0) 是 “ 则 折 ” 的 , 不 象 图 2 的 曲线 那样 在 每 一 点 都 能 给 
出 一 条 “切线 "， 这 里 用 引号 的 目的 ， 蚌 为 了 使 我 们 不 至 于 以 为 已 
对 “曲折 ”或 “切线 ”下 过 定义 ,尽管 我 们 知道 , 在 无 法 给 出 “切线 "之 
点 , 图 形 可 能 “骨折 ”"， 你 也 许 已 经 注意 到 , 不 能 将 切线 定义 为 与 图 
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形 只 相交 一 次 的 直线 一 一 这 样 的 定义 限制 得 既 太 紧 同 时 又 太 松 ， 
照 此 定义 , 图 3 所 示 的 直线 就 不 是 图 示 曲 线 的 切线 , 而 抛物 线 在 每 
Jo = ke x 0 

f= 

fi = ha 


{a) 


押 多 


一 点 却 都 有 两 条 切线 (图 俏 ， 而 
图 5 所 示 的 三 个 函数 在 “曲折 ”点 
将 有 不 止 一 条 切线 ， 

定义 切线 的 可 行 途径 是 从 
“ 制 线 ? 开 始 ， 并 应 用 极限 概念 . 
如 图 6 所 示 ， 设 二 0， 则 不 同 的 
两 点 (a, 了 (0)) 和 (a+hhf 有 at 及) 
确定 一 条 直线 , 其 斜率 为 


I = 


天 2 十 及 一 7 
站 ， 


， 59 。 


2 十 瑟 7@ 十 页 ) 


1 
[| 
[] 
! fa 二 用 一 fla} 
1 
1 
1 


MA _---- 


[0 
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刘 图 ? 所 示 , 在 点 人 下 G)) 的 “切线 ”在 某 古 意 义 上 说 ， 好 象 是 这 
些 “ 割 线 " 当 站 趋 近 0 时 的 极限 . 以 前 我 们 从 未 讲 过 直线 的 “和 极限”， 
' 倡 我 们 可 以 说 它们 斜率 的 极限 ; 通过 点 (4, fo)) 的 切线 斜率 为 
ja 二 六 = f(a) 


lim 


我 们 现在 可 以 下 定义 ,并 作 一 pen 
定义 


设 


imf (9+ 一 fo 


lim 
| 存在 出 称 函 数 了 在 点 a 是 可 微 的 . 这 个 要 用 六 (中 表示 , 并 
称 之 为 了 在 点 4 前 导数 . 《我 们 还 说 : 对 于 于 的 定义 域内 每 一 
点 号 若 于 都 是 可 微 的 , 则 称 了 是 可 微 的 . ) 


对 我 们 定义 所 作 的 头 一 个 说 明 实际 上 是 一 个 补充 ， 我 们 将 了 
的 图 形 在 点 (a, (四 ) 的 切线 定义 为 通过 点 (4, 下 (0)), 且 辆 率 为 
了 (Gy 的 直线 这 意味 省 只 有 当 了 在 点 "可 租 时 在 点 (o,f()) 的 
切线 才能 确定 。 

第 二 个 是 关于 记号 的 说 明 ， 符 号 了 (a) 当然 会 使 人 联想 到 
数 的 记号 ， 事 实 上 , 对 于 任何 函数 -我 们 用 放 表示 这 样 的 函数 ; 
它 的 定义 域 是 使 了 在 点 4 是 可 微 的 所 有 数 < 的 集合 ， 并 且 它 在 这 
样 的 点 a 处 的 信 为 

lim e+ fe) 
为 中 站 
(十 分 精确 地 说 :了 是 所 有 数 偶 
( a, unt (a+ Df 包 ) 
集合 ， 其 中 1im [f(6 十 胎 一 J(Q)]/ 存 在 .》 表 数 户 称 为 了 的 
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导数 . | | 

第 三 个 说 明 , 比 头 两 个 稍微 长 些 , 是 关于 导数 的 物理 解释 ， 考 
虚 洪 直 线 运 动 的 质点 (图 8(aj)， 在 该 直线 上 我 们 选 一 "原点 "2 和 
一 个 方向 , 使 沿 这 一 方向 的 点 至 0 的 距离 为 正 数 , 而 在 另 一 方向 的 
点 至 侣 的 距离 为 负数 ， 以 st 纪 表示 质点 在 时 刻 皇 至 0 的 距离 . 这 
个 有 启发 性 的 符号 s(t+) 是 特 帝 选择 的 , 因为 距离 s( 幻 是 由 每 一 数 
+ 确定 的 ， 物 理 问 题 自动 确定 某 一 衣 数 3. s 的 图 形 是 用 时 间 ( 在 
水 平 轴 上 ) 来 表示 质点 至 妃 的 距离 (在 直立 轴 上 ) (图 8(b)). 


质点 的 运动 一 :3 
t=5 f=4 i= 3 := 2 
0 商 点 沿 此 直线 运动 


(a) 


《by》 
图 8 

商 #0 二 A 一 8 (0) 
nn 


有 一 个 很 自然 的 物理 解释 。 它 是 在 a 到 十 的 时 间 区 间 内 质点 
的 “平均 速度 ”。 对 于 任何 特定 的 6， 这 个 平均 速率 当然 依 五 而 定 ， 
另 一 方面 , 极限 
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， 8fG 十 了 一 8fa) . 
lim 一 下 
| 


只 取决 王 (以 及 特定 的 函数 s), 考虑 这 个 极限 是 有 重要 揭 物 理 诛 
因 的 ， 虽 然 我 们 喜欢 说 “质点 在 时 刻 a 的 速度 *， 但 通常 速度 的 定 
义 实 际 上 是 平均 速度 的 定义 . “在 时 刻 的 速度 " 《所 谓 “瞬时 束 
度 ”) 唯 一 合理 的 定义 是 这 样 的 极限 


. 8{(q+h}—s(a) 
lim 有 


志 地 从 
于 是 我 们 将 质点 在 4 的 ( 睡 时 ) 速 度 定义 为 s(q)， 注 意 "(外 很 可 
能 为 负 ; 绝对 值 |s(q) | 有 时 称 为 (瞬时) 速率 . 
瞬时 速度 是 一 理论 概念 , 一 个 抽象 概念 , 它 与 任何 观测 得 出 的 
县 都 不 间 , 领会 这 一 点 是 重要 的 .然而 , 认为 瞬时 速 诬 与 平均 速度 
无 其 也 是 不 对 的 , 记 住 s(#) 不 等 于 当 台 为 任何 特定 值 时 的 
(t+ s(t), 


而 是 当 训 趋 近 0 时 这 些 平均 速度 的 极限 ， 这 样 ， 当 物理 上 测量 速 
度 时 ， 物 理学 家 实际 测 得 的 速度 是 在 某 一 (非常 小 的 ) 时 间 区 间 内 
的 平均 速度 这样 的 过 程 虽 然 不 能 得 出 精 确 答案 ， 但 确实 不 能 算 
是 缺陷 , 因为 任何 一 种 的 物理 测量 都 不 可 能 精确 . 

质点 的 速度 通常 称 为 “位 置 变化 率 "， 导 数 的 概念 作为 一 个 变 
化 率 ， 也 可 用 于 有 某 个 量 随 时 间 而 变 的 其 他 任何 物理 问题 中 ， 例 
如 ， 一 个 描 长 着 的 物体 的 “质量 变化 率 "表示 国 数 押 的 导数 ， 其 中 
m(t) 是 在 时 刻 的 质 最 . 

为 了 熟悉 本 章 的 基本 定义 ， 我 们 将 花 一 些 时 间 来 研究 一 些 特 
殊 函 数 的 导数 . 在 证 明 第 十 一 章 重要 的 理论 结果 之 前 ,; 我 们 希望 对 
国 数 导数 的 形象 有 一 个 清晰 概念 .下 一 章 专 论 函 数 导 数 的 一 个 方 
面 一 一 计算 复杂 函数 的 导数 。 本章 将 通过 一 些 简单 例子 来 着 重 说 
其 导数 的 概念 , 而 不 注重 计算 ， 所 有 例子 中 最 简单 的 是 常 值 函数 


= 了 73 。 


f(x#)=e. 在 此 情形 中 人 ， 人 
ia 及 一 了 的 
全 


=lime 一 <- 0. 


A 


-于 是 对 于 每 一 数 4, 了 在 的 井 且 广 ( 呈 一 0， 这 说 明了 图 
. 形 切 线 的 斜率 恒 等 于 0, 因此 其 切线 总 与 了 了 图形 相 重合 . 
并 非 只 有 常 值 函数 的 图 形 才 与 其 切线 相 重 合 一 一 任何 线性 本 
数 jz) 一 cz 十 gd 都 有 这 种 情况 .事实 上 
_ fot — fim 
FO 
=1im 


寺中 字 


clot+h) +d—[ed+t+d] 
无 一 


和 


切线 的 射 率 为 6c, 与 于 图形 的 斜率 想 同 . 
天 75)=z* 的 情况 就 大 不 相同 ， 这 时 
f(a) = iim -A 
《2 十 而: 一 0 
站 


= lim 
并 中 


=lim 


有 地 和 


一 limnf2o 十 队 
[ad 


全 十 2 器 十 以 一 他 
h 


=29. 
了 图 形 的 一 些 切线 如 图 9 所 示 。 在 该 图 中 每 条 切线 与 了 的 图 形似 
平 都 只 相交 一 次 , 这 个 事实 很 容易 验证 : 因为 通过 点 (a, 吧 ) 的 切线 
的 斜率 为 24, 该 切线 是 下 列国 数 
8 的 二 200 一 的 十 本 一 20Y 一 下 

的 图 形 ， 现 在 设 了 和 9 的 图 形 相 交 于 一 点 (x, f(z)) = (x, g(x》)， 
则 . 

二 了 7 学 


图 9 
人 一 208 一 号 
或 2 一 207 十 李 二 0 
于 是 1 《xz 一 9 一 0 
或 KG 


换 句 话说 , (a, 到) 是 唯一 的 交点 ， 
就 这 一 点 来 说 , 函数 上 7)=* 恰 巧 是 很 特殊 的 。 通常 一 条 切 
线 与 图 形 不 只 相交 一 次 ， 例 如， 考虑 函数 用 f)=2, 在 此 情形 中 
六 (aq) = lim De © 


一 1im 
+0 


(9 十 用: 一 器 
记 


二 339k 二 + 3a 二 及 一 qi 
三 li 一 
34 
。 30 十 3a 有 十 局 
一 1 一 一 一 一 一 
[| 


一 ii (30 十 360 贿 十 夭 ) 
一 302 
这 样 ,7 图 形 在 点 (ca, go) 的 切线 的 香 率 为 39:. 这 说 明 切 线 是 
» 7$e 


红 了 2) 二 30 (和 一 四 十 本 一 3 本 放 一 2 他 
的 图 形 . 

当 =30r—20 
或 TR— 30x 2 =0 
时 ， 了 和 9 的 图 形 相 交 于 点 (2, 厂 z)) = (x, 和 (T))， 这 个 方程 容易 
解 出 : 只 要 记 住 共 中 一 个 解 必 定 是 Yy= 中 于 是 xz 一 4 是 该 方程 左 
边 的 一 个 因子 , 另 一 因子 可 用 除法 求 出 ， 我 们 得 

(一 0 十 如 一 2021 一 0 
这 十 09 一 2 入 又 含有 z 一 4 这 一 因子 ,我们 最 后 得 

(一 0 一 的 (7 十 20) = 0. 
于 是 , 如 图 10 记 示 , 经 过 点 (az 虽 ) 的 切线 与 图 形 志 相交 于 点 (一 26， 
一 8d)、 除 非 6=0, 这 样 的 两 点 
总 是 不 同 的 ， 

我 们 已 经 准备 了 够 多 的 函数 
导数 ， 可 用 以 说 明 古 典 的 且 仍 很 
常用 的 导数 记号 ， 对 于 已 后 防 数 
记 其 导数 让 通常 表示 为 

dr 
例如 ,记号 。 到 


表示 最 数 作 7?)=z* 的 导数 .不 用 
说 , 不 能 将 下 列 符号 图 10 
Se) 
ds 


的 各 部 分 看 成 为 独立 存在 的 一 a 不 是 数 ， 不 能 相约 ， 并 且 整 个 
记号 不 是 另外 两 数 “4f(z)" 和 “ds” 的 商 ， 这 个 记号 属于 莱 布 尼 兹 
(通常 认为 他 和 牛顿 同 为 微 积分 的 剖 立 发 现 者 )， 并 被 称 为 莱 布 尼 
176* 


兹 记号 *. 记号 df(z)/dz 好 象 很 复杂 ,但 实际 上 是 较 简短 的 。 事实 
上 , 这 个 记号 ax: /as 毕竟 比 短语 “ 冰 数 所 +)= 代 的 导数 " 简 宕 . 
将 我 们 迄今 所 求 得 的 导数 用 标准 的 某 硕 尼 兹 记号 表示 如 下 : 


虽然 这 些 公式 的 含意 是 够 清楚 的 ， 但 对 这 些 公式 作 宇 面 上 的 
解 师 就 有 困难 了 ， 因 为 一 个 等 式 不 能 一 边 代表 一 个 国 数 而 另 一 边 
代表 一 个 数 ， 例 如 ,如果 第 三 个 等 式 成 立 ， 那 么 或 者 4f(*)/dx 一 
定 表 示 F(z) 而 不 是 六 ,或 者 反 过 来 , 22 一 定 不 表示 一 个 数 而 表示 
其 在 点 4 的 函数 慎 为 2 的 函数 . .的 确 不 可 能 断定 它 是 指 其 中 的 
哪 一 个 .实际 上 df(z)/dw 有 村 表示 六 有 时 表示 子 (z) 而 2 可 
以 表示 一 个 数 或 表示 一 个 国 数 ， 因 为 有 此 不 明确 之 处 ， 所 以 许 放 
必 者 勉强 用 


Ger) 
FE (9) 


来 表示 站 (9); 通常 用 通俗 但 不 含糊 的 记号 
aftz) 
dx 


E20 


* 药 布 尼 正 根据 他 对 导数 的 直观 想 补 引出 这 个 记 号 ， 他 不 是 将 导数 看 成 为 高 
[f(z 十 在) 一 了 2)] 1 的 极限 , 而 是 看 成 为 当 丸 是 一 “无 穷 小 " 数 时 这 个 商 的 “ 值 "这 个 
+ 无穷 小 " 量 用 dz 表示 ， 击 相应 的 "元 穷 小 "着 Hz 十 dz) 一 了 f(z) 用 8ftw) 琢 示 . 吕 扒 这 
种 观点 不 可 能 与 实数 的 性 质 (P1) 一 (P13) 要 一至， 但 有 人 觉得 对 导数 的 这 种 见解 是 适 
宜 的 ， | 


FT % 


来 代替 Pa, 除 了 这 些 困难 之 外 , 汪 布 尼 兹 记号 还 有 一 个 更 不 明确 
的 地 方 ， 虽 然 记 号 ds?/dx 是 绝对 标准 的 ， 但 记号 &HKz)1dz 却 党 
用 时 /dx 代替 ， 这 当然 是 与 将 函数 和 它 在 点 zy 的 函数 值 混杂 一 起 
的 习惯 分 不 开 的 、 由 于 这 种 习惯 已 很 深 因 ， 所 以 为 了 指明 函数 往 
往 要 附加 诸如 这 样 一 句 : “考虑 函数 y==xi. ”我 们 有 时 按 古 典 的 习 
惯 ， 用 # 作为 函数 的 名 称 ， 但 还 是 要 注意 将 函数 与 萌 数 值 区 分 开 
来 一 我们 总 是 要 加 上 诸如 “考虑 由 y(+)= 必 定义 的 国 数 "一 语 . 

尽管 莱 布 尼 益 记号 有 许多 不 明确 之 处 ， 但 在 较 老 的 数学 著 
作 中 几乎 专用 这 个 记号 ， 并 且 现在 仍 很 常用 ， 最 坚决 反对 菜 布 尼 
兹 记号 的 人 也 承认 在 相当 长 的 一 段 时 间 星 仍 将 治 用 这 个 记号 ; 而 
喜欢 这 个 记号 的 人 就 说 它 要 一 直 用 下 去 ， 并 且 也 是 一 件 好 事 ! 总 
之 , 不 会 完全 不 用 菜 布 尼 交 记号， 

本 书 采 用 的 办 法 是 , 在 正文 中 不 用 汪 布 中 兹 记号 , 但 在 习题 中 
有 这 个 记号 ; 某 些 章 特意 选 些 习题 (一 下 子 就 可 看 出 的 ), 用 来 说 明 
革 布 尼 兹 记号 的 葬 妙 想 共 。 希望 通过 这 些 习 是 能 熟练 一 下 这 个 记 
号 ， 我们 回 卿 我 们 的 基本 任务 上 来 一 -研究 基 些 简单 导数 的 
例子 . 

这 今 所 研究 的 一 些 函 数 都 是 可 徽 的. 为 了 充分 了 解 导数 的 着 

知道 一 些 不 可 微 函 数 的 例子 , 是 同样 重要 的 ， 可 供 选择 的 明显 
于 是 在 本 家 寞 头 所 计 论 的 如 1 所 去 的 三 个 冰 数 ， 如 果 它 们 在 
点 0 也 成 了 可 微 的 , 显然 在 某 些 地 方 乔 错 了 。 

首先 考 虚 x)= |z|, 在 此 情形 中 

Ho+® A bl 


现在 当 和 >0 时 {4|/4= L 而 当 ji<0 时 11/ 一 一 1， 这 说 明 
有 一 -0 . 


ER 
不 存在 ， 本 实 上 
vw 于 7 了 六 


lim {F101 


ht ， 


和 Wim 了 从 一 -ro 1 


三 咯 相 


《这 两 个 极限 有 时 分 别称 汐 本 0 的 右 导 数 和 左 导数 ,) 
设 as 二 0, 则 产 ( 四 的 确 存在 ， 事 实 上 
车 xz>0, 则 天 (2)=1， 


者 <0, 则 5) 二 一 1, 
这 个 事实 留 秒 栋 们 来 证 丁 (如果 你 记 住 线性 函数 的 导 数 ， 就 很 容 


易 )，f 及 下 的 图 形 如 图 11 所 示 . 


惫 11 
对 于 函数 
| WO 
f= 0 
麻烦 同样 在 产 (0)， 我 们 有 
[hs . 
{= Fo)_ JF =h he0 
:多 
Ga 0 
但 lim tw ro 


Dr 


故 f(O) 不 存在 ; 在 点 0 不 可 微 .: 不 撑 ， 当 zz0 有 时 7(z) 却 又 
“179 ， 


存在 ， 容 易 看 出 
2%, we 
f(s)=| ,>0, 


了 和 了 的 图 形 如 图 12 所 示 ， 


图 12 


矶 2)= wz 出 现 更 讨厌 的 情况 ， 对 于 这 个 函数 ， 


VE__1L 
TD -FoO_ 站 VE 
h AAA 一 1 
0 


这 时 右 极限 
lim 了 (一 A = Tim 
Pe =- 
不 存在 ; 当 产 趋 近 0 时 1 全 间 大 并 且 一 1/~/ 一 的 绝对 
值 任 意 增 大 , 但 是 负 的 (图 13). 
函数 及 7) = 祥和 虽然 在 点 0 不 可 微 , 但 至 少 比 上 一 例 稍微 规 
则 些 ， 当 关 趋 近 0 时 , 商 


~ YE -Ll 


* 3180 * 


I) = vl 


| 图 13 

只 是 任意 增 大 ， 我 们 有 时 说 了 在 点 0 有 一 个 “无 穷 大 ”导数 ， 其 
几何 意义 是 了 图 形 的 “切线 与 直立 轴 平 行 (图 14)， 当 然 , f(x*)= 
一 人 Y% 有 同样 的 几何 特性 , 只 是 我 们 应 说 了 在 点 0 有 一 个 “ 负 无 穷 
大 “导数 ， 


Te ep ep ry, ~ 
大 的 二 一 Vx ve 


bn 


图 疆 


记得 我 们 假定 可 微 是 对 单纯 连续 的 一 个 改进 ， 有 许多 连续 但 
不 可 微 的 函数 的 例子 能 证 实 这 种 想法 ， 然 而 还 有 一 个 重要 的 问题 
需 特 别 指出 : 
定理 1 如 果 了 在 点 a 是 可 微 的 , 则 了 在 点 6 是 连续 的 . 
二 XR 


证 明 limf (lat) —f(0) =]i nh 


in eo). ‘limh = gg， 0=0， 


正如 我 们 在 第 五 音 中 所 指出 的 ; 等 式 limf(atb) 一 f(q) =0 相 当 于 
limf(z)=f(a); 因 此 ,了 在 点 a 是 连续 的 . 

记 住 定理 1 很 重要 ， 而 且 记 住 其 逆 不 真 岂 一 样 重要 ， 可 柚 函 
数 是 连续 的 ， 但 连续 函数 未必 是 可 微 的 ( 记 住 函数 A(z)=|x|， 
你 就 决 不 会 忘记 哪 一 种 说 法 成 立 , 哪 一 种 不 成 立 )， 

虽然 迄今 所 考 虚 的 连续 函数 在 所 有 地 方 (至 多 只 在 一 点 例外 ) 
都 是 可 微 的 ， 但 容易 举 出 连续 函数 在 几 点 甚至 在 无 穷 多 个 点 不 可 
微 的 例子 (图 15)， 实 际 上 , 我 们 能 举 出 比 这 更 坏 的 例子 ， 有 这 样 


图 15 
一 个 函数 , 它 处 处 连续 且 处 处 不 可 微 ， 牙 刍 的 是 ,这样 函 数 的 定义 
在 第 二 十 三 章 之 前 我 们 不 可 能 得 到 ， 并 且 我 无 法 说 服 画 家 绘 出 它 
的 图 形 ( 仔 细 想 想 看 这 个 图 形象 什么 样子 , 你 就 会 和 他 有 同感 ). 然 
丽 , 我 们 能 够 绘 出 该 图 的 粗略 的 近似 形状 ; 几 个 逐步 接近 的 图 形 如 
图 16 所 示 . 
虽然 这 样 惊人 的 不 可 微 的 例子 须 待 以 二 再 讲 ， 但 我 们 只 要 稍 
微 动 点 脑筋 就 能 找 出 一 个 在 [0，1] 内 的 无 穷 多 个 点 不 可 油 的 连续 
函数 ， 一 个 这 样 的 函数 如 图 17 所 示 . 读者 已 练习 过 精确 地 定义 造 
类 函数 ; 它 由 下 列 函 数 的 图 形 改 直 而 成 ， 
f(z)= = ; 浆 丰 必 
， 0, Vs 
全 82 * 


图 1. 


这 人 特约 数 了 本 身 对 可 验 性 问题 很 旬 二 事实 上 ， 对 于 到 0。 


我 们 有 


{0 -下 
人 下: 5 一 a 


rds i -一 一 一 


我 们 老 早已 经 证 明 1imsin 天 不 存在 , 因此 ,了 在 点 0 不 可 能 ， 从 几 
何 上 看 , 我 们 知道 :不论 站 怎样 小 , 通过 图 18 中 (0, 0 和 6，f()) 
两 点 的 侧线 具有 在 一 1 和 1 之 间 的 任何 斜 素 , 因 比 ,切线 不 存在 . 


f= (eee 
小 EF 


图 18 


这 个 发 现 表 示 取 得 革 些 成 功 , 函数 f 虽然 连续 , 但 不 知 为 啥 总 
象 是 很 不 合理 ， 现 在 我 们 能 说 明 这 个 函数 的 一 个 在 数学 上 所 不 项 
望 有 的 特性 一 一 它 在 点 0 是 不 可 微 的 。 然 而 ， 我 们 不 要 只 满足 于 
可 微 性 这 个 判断 标准 ， 例 如 , 函数 


go sin, 2+0 
9(2)= 2“ 
0, t= 
在 点 0 是 可 微 的 .事实 上 9'(0) =0: 
.1 
9) 90) 二 sn 天 
RE 


中 
1 
=limksin— 
rhein 
= 由 


久 而 9 图 形 在 点 (0 0 的 切线 是 水 平 轴 ( 图 19). 
8。 


图 19 


该 例 提醒 我 们 ， 对 函 数 必 须 找 出 甚至 比 可 微 性 更 多 的 限制 条 
件 ， 在 本 党 末尾 引入 另 一 些 定义 ,我 们 就 能 用 导数 表述 这 些 条 件 . 

对 于 任何 函数 六 取 其 导数 ， 我 们 得 一 新 函数 下 ( 它 的 定义 域 
可 以 远 小 于 了 的 定义 域 )， 可 徽 性 硫 念 当然 可 应 用 于 函数 了 ,得 到 
另外 函数 ( 户 )"， 它 的 定义 域 是 由 使 产 在 s 可 徽 的 所 有 点 6 组 成 
的 . 函数 (了 ")' 通 常 简写 成 了 ,并 称 之 为 的 二 阶 导数 ， 如 果 f(a) 
存在 , 则 称 了 为 在 点 a 是 二 次 可 微 的 ,而 数 了 (a) 称 为 站 在 点 a 的 
二 阶 导数 . 

在 物理 学 中 , 二 阶 导数 特别 重要 、 设 s(#) 为 治 直 线 运动 的 夺 
点 在 时 刻 的 位 置 ， 则 a"(#) 称 为 在 时 刻 的 加 速度 ， 在 物理 学 
中 加 速度 起 特别 重要 的 作用 , 因 如 牛顿 的 运动 定律 所 述 , 作用 于 质 
点 上 的 力 等 于 其 质量 和 加 速度 的 莱 积 。 因 而 当 你 坐 在 一 辆 加 速 的 
车 内 时 , 就 会 意识 到 二 阶 导数 . 

没有 理由 停止 在 二 阶 导数 上 一 一 我 们 可 以 定义 户 "= (PP 
fr"= (fr")', 等 等 ， 这 样 记 法 很 快 就 会 变 得 不 便 干 使 用 , 因此 经 党 
采用 下 列 的 篇 写法 ( 它 实际 上 是 递 推定 义 ): 

fo=f, . 
jerp= (fH) 
* I#F 


于 是 
f0=f 
: ， Ff?= 了 "= )', 
f9=f"= (4°), 
fo= rr, 
对 于 >2 的 各 种 函数 Ko 有 时 称 为 了 的 高 阶 导 数 . 
通常 只 有 当 24 时 才 用 记号 fo 但 当天 较 小 时 , 用 了 也 很 
方便 ， 素 实 土 , 可 对 了 下 一 个 合理 的 定义 , 即 


f= f. 
还 要 提 一 下 高 阶 导数 的 药 布 尼 座 记号 ， 对 于 了 "(x)， 莱 布 尼 
萄 记号 自然 是 
Af(x) 
2) 
az 1! 
可 简写 为 : < 
十 二 od fr) 
或 更 经 常 写成 dr 
对 于 fm(z) 可 用 类 似 的 记号 . 


下 例 说 明 记 号 ,并 通过 一 个 非常 简单 的 情形 说 明 各 高 阶 
导数 与 磊 函 数 的 关系 ，. 设 刀 z)= 姑 那么 ,我 们 曾经 验证 过 


f(z)=2%, 

f(z)=2, 

FUE)=0 7 

f(z)=0, . 当 如 3 财 . 
图 20 表示 函数 了 和 它 的 各 阶 导 数 . 


下 列 函 数 是 一 个 更 有 启发 性 的 例子 ,. 其 图 形 如 图 21(3) 所 示 : 
" 186* 
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A) 本 一 了 
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图 2 
本 _ 和 好 E> 
eh ta ~ 
容易 看 出 (20 当 G0 时 ， :…: 

0 时 
并 且 - CO lm 0) 
三 41m . 


一 站 下 
了 有 87。 


PP 于 -ina mr 一 


1 8) 成 
现在 7 
和 到 了 
于 是 f°(0) =limft =o0. 
下身 
上 述 内 容 可 概括 如 下 ; 
f(r)=21%l. 


可 见 关 (0) 不 存在 ! 于 是 二 阶 导数 的 存在 是 一 个 函数 必须 满足 的 
更 强 的 判断 标准 . 甚至 象 了 那样 * 好 象 光 滑 ” 的 函数 , 当 用 二 阶 导数 
来 检查 时 , 也 呈现 出 某 种 不 规则 性 ， 这 例 提 醒 我 们 , 对 于 下 列 函 数 

好 sinl, 7x0 

‘=| 2 

0 多 一 站 
的 不 规则 性 也 可 用 二 阶 导 数 把 它 揭 东 出 来 ， 这 时 我 们 知道 (0) 
=0, 但 对 于 任意 的 a 半 0, 我 们 不 知道 %(a 等 于 多 少 ,因此 无 从 着 
手 计算 2"(0)。 在 我 们 完全 掌握 求 导 数 的 技巧 之 后 , 将 在 下 章 末尾 
再 回 到 这 个 问题 上 来 . 


习 题 


1，(a) 直接 用 定义 证 明 : 如果 也 7) 二 1/4%, 则 对 于 a 到 0 有 
Flo)=—1/0t. 
(b 证 明子 的 图 形 在 点 (o 119) 的 切线 ,除了 在 点 (9, 1/ 四 之 外 ,不 与 于 
的 图 形 相交 ， 

2，{a) 如 果 f(z) 一 1fa:, 证 轴 当 a 才 0 时 所 () 一 一 2/a:, 

(b) 证 明了 在 点 (o, 119*) 的 切线 与 f 相交 于 另 一 点 ， 这 一 点 位 于 直 间 
轴 的 另 -过 . 

3 如果 zz)=w ,证 明 当 a>0 时 下 (9) =172 ag. (你 所 得 到 的 关于 . 
[ftat) 一 fa)]/8 的 式 子 ， 将 需 某 些 代数 方面 的 演化 , 但 在 解答 中 已 
提出 了 适当 的 技巧 .》 - 

* JgB* 
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对 于 每 个 自然 数 各 设 8.(z)= 加 ， 记 禄 Si 一 1 (2)=22 各 (xz) 
二 w+, 推测 85.C2) 的 公 城 ,证 明 你 的 推测 ，( 式 (4 十 如 * 可 用 二 项 式 定 
理 展 开 ,) 


- 设 蕊 2 一 [z], 求 了 了 . 


5- 由 定义 出 发 证 明 {( 并 作 图 说 明 ): 


Ca) 如 果 8(Z) 一 汽 2) 十 6 则 (2 一 六 (2 有 
{b) 如 果 9(2)=ef(z) 则 9g (2)=ef (2) 


， 如 果 天 2 一 彤 。 


(a) 产 ( 约 ， 产 (25), 太 (56) 等 于 地 少 ; 

Cb) P82), 5), (6:) 午 于 凶 少 + 

《c) 扬 (00), 下 (2 ) 千 于 守 少 ! 
和 如果 你 不 觉得 本 是 无 路 , 你 就 是 未 领会 一 个 要 点 ; 了 (oz 表示 了 在 
我 们 恰好 称 之 为 严 这 一 点 的 导数 ， 不 是 函数 y(aD = 了 (z2) 在 点 全 
的 导数 . 下 面 一 题 正 是 为 了 帮助 你 理解 这 一 要 点 : 

《d 对 于 了 (2) 一 x3 比较 下 (x:) 和 (2), 鞭 中 88) 二 (22). 


。{a) 徐 设 9 = 了 f(z 十 c), (从 定义 币 发 } 证 明 g (xz) 二 下 (2 十 个 .并 综 图 


说 明 ,， 详 明 本 超时 你 必须 正确 写 出 g (2) 和 天 (x 二 0) 的 定 必 .第 
7 题 的 目的 是 为 了 使 称 相 信 这 一 是 虽然 容易 ， 但 不 是 完全 没有 价 
值 的 ， 有 一 点 需要 证 期 : 体 不 能 在 等 式 82) = 了 (zx 十 9) 中 荷 单 地 
加 上 撤 号 ， 为 了 强调 这 一 点 : 

(b) 设 900) 二 了 (ew), 证明 六 (40) 二 0+: 耻 (ez)。 若 从 图 上 来 奢 为 什么 这 
是 真 的 , 

(¢) 设 了 是 可 微 的 并 且 是 周期 的 , 甘 周 戎 为 4( 即 fx 十 中) 二 人 z), 对 于 
所 有 的 2)， 证 明 六 也是 周期 的 . 


。 在 下 列 各 居中 , 求 (z) 和 了 (xz 十 9)， 必 须 很 有 条 理 地 来 仇 ， 否 则 你 央 


i0. 


然 会 在 其 处 疏 息 了 .过 闭 解 答 ( 当 狼 要 在 你 做 完 本 题 之 后 ). 

(Ci) f= +). 

(ii) f(zt+ 8) = 

{ii) f(s+3) = (s+)". 

车 六 z=g 人 (十 区 ,来 有 (2): 叉车 开 2)=9g(t 十 x)， 求 六 (fT) 它们 的 
答案 不 同 


{a) 证 盟 伯 利 略 是 槽 的 ， 设 一 物体 在 + 秒 内 沙 下 的 服 离 为 CD, 生 呈 


» 189 » 


12. 


13, 


14, 


*]5, 


16. 


17, 


*18. 


与 成 比例 , 则 s 不 能 是 s( 门 二 ef? 形式 的 国 款 :1 
(b) 设 a2)= (a/2) 83, 证 明 下 列 关于 * 的 束 实 成 立 (由 第 一 个 事实 可 
见 我 们 为 什么 要 和 将 6 换 威 ga12); 
(i) s(t)=a( 加 速度 是 常数 ). 
{ii) Le' (tt)]:=20s(t), 
te) 设 z 用 英 凡 度量 ,4 的 俏 泡 32. 一 村 形 局 灯 内 400 莱 尺 高 的 天 花 板 
上 下 落雪 多 少 种 y 如 果 不 去 磁 它 ， 当 枝 形 局 灯 落 到 地 面 时 速度 是 
多 少 ? 当 枝 形 吊灯 的 速 麻 达到 这 个 数值 前 一 半 时 , 它 在 何 处 
设想 有 一 条 道 由 ,在 该 路 上 每 一 处 的 速 首 都 是 限定 的 .， 换 名 话说 , 有 某 
一 邯 数 工 使 距 道 路 超 点 对 英 星 处 的 眼 定 速 论 为 了 工 ( 鸭 。 盖 和 五 两 辆 车 
子 在 这 亲 路 上 行驶 ; 在 时 志 # 车 4 的 位 置 在 Gtti 丽 车 所 在 只 
{a). 当 车 万 乙 志 限定 速度 行驶 时 ; 用 什么 方程 琢 示 这 种 情况 1 (答案 不 
“是 a( 引 = M4);) 
{b) 如 果 44 恒 以 良 定 囊 诬 行驶 ， 且 上 B 在 时 刻 的 位 置 是 4 在 时 刻 i 一 
的 位 置 ， 证 圳 吾 在 全 部 时 间谍 也 都 是 以 限定 速 许 行 驶 。 
(c) 帮 果 五 醒 想 在 4 后 面相 上 距 一 个 不 变 的 中 离 在 什么 情况 下 如 将 仍 
然 恒 以 限定 如 度 行 驶 3 
设 fi9)=g(0) 并 且 f 在 点 6 的 左 导 数 等 于 9 在 点 a 的 右 时 数 - 定义 
hr) 一 了 (o) 对 于 Y< 作 天 人 pr) 一 gfz)ii 对 于 x9， 证明 在 点 9 是 可 微 
的 . ; | . 
设 当 为 有 理 数 时 了 (z= 当 才 为 光 烛 类 时 Fw) = 一 和 证 明了 在 点 
0 是 可 第 的 。( 不 要 被 这 个 函数 吓 住 ， 只 费 写 出 产 (0) 的 定义 ,) 
{a) 设 耻 为 广 足 如 下 甘 系 的 轩 数 : | 上 ( 的 ] 福 刀 对 于 所 有 的 xz 证 明 上 
在 点 0 是 可 徽 的 .{ 如 果 体 已 项 过 第 14 题 ; 你 就 能 能 证 明达 一 胡 ,) 
(b) 若 必 用 |9(2) 1 来 代 若 ， 则 9 应 具有 什么 性 质 上 而 结果 可 以 推广 ? 
设 a 闻 1, 并 且 陡 满足 [ftz) | 志 is15。 证 明了 于 在 点 0 是 可 微 前 . 
进 0<8<1, 了 满足 1H2)| 宕 1x] 以 及 (0) 二 0.. 证 明 4 在 点 0 大 不 可 
微 的 ， 
设 fz)? 一 0 对 于 无 理 数 x 了 (2) = 11g, 对 于 4 一 219， 其 中 ?1 为 既 的 
分 数 。 证 明 对 于 性 条 5, 手 在 点 6 不 可 微 . .提示 : 显然 只 要 对 无 理 风 来 
证 明 即 已 是 够 ， 为 什么 ? 设 4=#aigans… 是 于 的 十 进 相 元 表示 :分别 
. 海 虚 当 训 为 有 理 数 有 时 防 天 二 一 0.0000redwrs"*' 附 的 


* 90 + 


20, 


[Fe 十 了 —f (a is. 


19， (8) 设 Ko) =9(g =8G)， 天 5)<<9(z)<h(z)， 对 于 所 有 的 z， 以 及 


六 (9) 二 好 (9) .证明 9 在 拱 9 是 可 搬 的 , 并且 六 (8) =9' (9) = 和 (9). 
{由 (9) 的 定 类 开 始 ,) 
(b》 试 证 : 如果 去 掉 ja) 一 ga) 一 一 Ma) 这 个 全 设 ， 恒 无 法 特 出 上 述 的 
结论 . 
设 f 为 性 意 凶 项 小 秀 数 ， 在 下 一 章 中 我 们 将 看 到 了 是 可 微 的 . 于 在 点 
{9， 了 (9) ) 的 切线 是 9g(0) 一 六 (9) (x 一 ga) 十 Fla) 的 图 形 。 因 而 了 (2 一 
9(4) 是 名 项 式 防 数 扩 2)= 了 2) 一 下 (0) (z 一 息 一 了 9) .我们 已 经 知道 ， 
车 fa)=z5, 则 dl2) = (wx— 0)» 以 及 荐 f(z)= | ACT) = (Ti 


| 《了 十 2a) . 
{a) 当 f(9)= 2 时 ,家 a(r), 并 证 明 它 能 流 (s 一 中 整除. 


22 
《b) 好 象 当然 有 某 种 根据 能 证 明 2(2) 总 能 被 (x 一 0) 整除 ,图 22 提供 
一 直观 的 论据 : 与 切 续 平行 的 站 线 通常 与 图 形 相交 于 两 点 ; 切线 与 
国 形 在 切 点 附近 只 相交 一 次 ， 故 其 交点 应 为 一 “一 重 记 点 "。 为 了 
严格 证 明 这 一 问题 ; 首先 注意 


G(r _f { 攻 ) 一 (0) 一 站 (ao 


四 四 一 站- ns 一 让 
现在 回答 下 列 问题 : 为 什么 jw) 一 了 f(a) 能 被 xz 一 4 整除 ? 为 什 
委 有 一 邓 项 过 函数 廊 满 是 必 (zx) 二 Se) (5 一 q)， 其 中 天 gq? 为 什 
inh(e) =03 为 什么 和 (9) 一 Ds 为 什么 这 类 就 能 舌 决 这 个 问题 1 


a) 证 明 (oO=limrf (一 A -a). (本 题 不 难 .》 


{Dy 证 明 导 数 是 一 “局 部 性 质 ” 外 对 于 Po 的 某 一 开 区 间 内 所 有 的 


ToTe. 


1 ni i 


xz 有 f(g), NM a = (8). {这 意味 着 在 计算 六 (a) 时 , 对 

于 任何 转 定 的 < 关 a, 你 可 以 不 管子 (w) 是 才 消 当然 不 能 对 于 所 有 有 

的 z 了 人 全 都 不 管 相应 的 后 是 多 少 [) 
*232，、(a) 设 了 在 点 # 是 可 微 的 .证 明 


。 于 (w 十 机 一 于 (了 一 直 ) 
Fn) lim. 


提示 : 回忆 ~ 个 热 悉 的 代数 技巧 一 一 对 某 数 加 上 并 威 去 同 旺 ， 则 
该 数 不 变 . 
**Ybh》 证 明 更 一 般 的 情况 , 
fwth) — fts—E 
f(r) lim tt fb + 2 + >. 
”33， 证 明 若 了 是 酝 钞 数 , 则 了 {2) 二 一 也 (一 2)，《 为 了 着 少 混 淆 ， 设 y({z) 二 
天 一 的 ;来 8 (wm), 然后 回忆 y 另外 表示 什么 . ) 扒 出 一 图 1 
*24， 证 明 : 车 了 是 亲 国 数 , 则 产 tz) 一 六 (一 2)， 再 给 一 图 . 
25， 第 23 和 24 题 指 出 , 车 f 是 奇 函 数 , 则 好 是 翌 函 数 , 若是 个 函数 则 普 
是 奇 函 数 ， 由 此 推 下 ， 对 手 了 0, 结果 将 如 何 ? 
26， 求 六 (四 ,车 
Ci) fn 一 和 如。 
(Ci) ftw 一 
{iii) Ff C2) 一 3 
fiv) 了 (xz 十 3]) 一 2z5. 
27， 如 果 呈 wfE) 二 z+ 旦 Oo<escn 证 明 


= i 


ry 


(2) 


*28. (a) 如 果子 ( 扫 一 |z]3 隶 形 (0， 求 瑚 ( 鸭 。， 对 于 所 有 的 王 六" (二 是 否 
存在 . 
(b) 如 果 于 (人 一 z4 对 于 si 以 及 的 一 一 ct， 对 于 zc0， 试 对 了 
作 同 大 的 分 析 . 
过 9， 坦 ff 的 一， 对 于 zzz0 并 设 夯 (z) = 对 于 x<<0. 证 明 f*- "存在 (并 
未 出 一 个 美 于 它 的 公式 ), 但 fm (0) 不 存在 . 
30， 解 贤 下 列 兼 顶 尼 冀 记 号 的 范岗 | 每 一 记号 都 是 将 以 前 各 是 的 某 些 结果 
+* 92 * 


“的 辐 形 ， 潜 拆 四 一 8) ,出 


记 新 的 形式 重新 陈述 . 


{1 =RT" 


2 1 . 四 有 
Cn) Er 如 时 2 一 富 
《ii Raftrt 十 中 时 人) 


dx dr 
Civ) ef D1 of 0). 


(Y ) 之 = 开 如 果 5 一 # 十 6 


dr dr 
《vi 5 at 
-他 六 站 十 可) _ df {zr) 
‘vi) ds | .= dr | 
Afier) ,Afr) 
{vi 一 人 一 站 ~ pe” 
: , aften) dfly) 
{ix) 一 a | 
如 BY 和 a 
0 SH-h( Le. 
选 题解 管 
1 _ 工 
.af (elim ef lime 
各 地 -上 3 


= 1 _1 
一 于 和 ”本 


(b) 通过 点 (8, 174) 的 切线 基 


g 四 = 卫 (e 一 人 + 二 


一 2 
a 二 二 、 


= FP 


i 


或 好 一 203 十 三 =0, 
于 是 了 二 站 
下 图 表示 fz) 一 1/s 图 形 的 切线 ， 


: 


1 1 
一 oh a 
2. (2) fo) limf 二 抱 一 了 (a) -iim (9 十 疝 9 
和 下 0 下 
(CC—20h—h:} 2 


一 一 区 


一 mW ath 一 
fp) 逝 过 点 tw, 17q3 的 切线 是 


g (四 一 一 高 (x 一 中 十 直 


2 3 
一 一 而 + 页 
的 图 形 、 若 f(z) =9 (9), 则 
1 3 
Ha 
或 . 
203—3az:+ a =0, 
或 | 


有 一 【多 一 在) (2 — qry— qa:) 
一 (一同 (28 二 on (一 本， 


于 是 sz 一 9 或 = 一 一 /点 (一 2/2， 4/0) 与 点 ta, 1/e) 们 于 直立 辅 


的 两 但 . 
下 图 表示 ftw) =1/x+ 图 形 的 切线 ,~ 
» I94#* 


Fors 


3。 了 (一 lim Neth —f® Ui mt a 
Ed lim 
-ii wa 
a AZ5TATAA a) 
天 1 - 
lm aTRtv oj 2 
4- 推 淹 ， 必 ,C2) =nx"-1。 证明: - 
A (0) = Lm 而 。 QT 和 一 ,CA) 
a 


i (et 
= lim 一 一 -一 一 一 
Fd 
2 
=]lim+t ; 
Fe ; 


- 太 (? > 于 1- 


-(7)™ (因为 对 于 和 > Timohi =0) 


nr- 1 
5， 当 4 不 是 整数 时 天 (办 一 0 丁当 = 是 些 数 时 六 人) 无 定义 。 
上 
6. (2) 9 (2)== lm set+h)— (2) 
玉生 站 


oletd tot 


.an 


tn! ff 


he 


下 图 表示 所 和 《f+6)' 之 间 的 关系 


- 195* 


《b) y’ (2) 一 im 十 让 g(a) 
击 咯 自 


-lim + ef (eo) 
Pe] 起 


和 =e :lim 
序 寺 自 


下 图 表示 六 和 (ec 月" 之 间 的 关系 . 


froth fe) er 
cf (re), 


7. (a) Ff’(0)=—3-9; f° (25)=3.(25):; .f (36) =3. {36)2, 
(b) fF (33) 一 六 (9 一 902 Ff 人) 了 (25) 一 3 25)33 
了 (62 ) 一 六 (36) 一 3. (36)?， 1 
(0) Ff’ (C02)= =3(a:)* =304f° (s) = 3(7:)? = 
(d) ()=325 但 9 (7)=25 帮 党 be | 
jE * 


8, (a) 9' (0) =limgt 二 太一 2 人 


ft 一 Fe 二 9 


= 1im . 
[dd 
imf e+e] 区 一 fx 二 四 


下 吓 息 
一 六 (r+o), 
下 图 表示 了 和 凡 之 间 的 关系 。 


b) 
人 (二 tm e+ ger) 一 1im {Cert eh) 一 并 fcz) 
FE 让 二 
一 im sport oh (eo)] 
Pe 忆 


lim ef ert fo) 
证 中 人 
fleet ten, =0.f' (en), 
lim 
《将 本 题 证 法 的 技巧 与 习题 五 ,13 比较 , ) 

{0c) 设 90 一 天 (z 十 四 ， 则 由 《a) 知 信 (的 一 疡 (zz 二 机 、 担 因 Y=< 了 故 
f=) = 了 (十 和 ,对 于 所 有 的 x*. 这 窜 昧 着 记号 周 其 的 , 
鞭 局 期 为 a. 

9，(i 如果) 二 x 刚 (= 二 55t， 现 在 fw 二 9g(# 十 3), 于 是 根据 第 8 
"() 题 得 六 C2) 一 9' (x 二 3) 二 5(x 十 3)4. - 
《ii 与 让 一 梯 , 7 一 (一 和) 豆 了 (0) = 二 5(7 一 3)4 
iiiy 与 人 一样, 了 (e) 一 (xz 十 2)7， 牙 及 ( 四 一 7(z 二 25- 
10， 加 果 于 (一 gf 十 2) 则 根据 第 8(a) 题 得 六 (的 一 人 (十 zy， 
如 果 开门 =g(t 十 四， 则 由 第 8(a) 题 知 广 Ci)=g (二 2)， 故 天 (xz)》 


s jo 


ne 


11, 


21. 


26, 


30， 


= {27), 

人 al 如 果 s{ 扑 二 cf 则 a"(t) 二 268, ,没有 一 数 能 对 所 有 的 1 满足 #" 人 0 
二 ka(#)[ 即 2c8 一 5cza]，《 拓 人 恒 指 出 ， 关 于 这 个 问题 我 们 不 知道 任 
向 非 零 菌 数 了 能 使 了 与 站 成 比 出 .在 第 十 七 童 之 后 将 有 有 赵 地 断 
定 ， 如 果 人 项 利 团 是 对 的 话 , 世界 将 象 付 么 样子 .) 

fb) (i 如果 本 本 一 (8/2)P 则 EC 一 棚 , 页 中 人 一 下 
《ii Ca (i) = (got):—20 (0/2)1 =208(#), 

{ce) 枝 形 吊 灯 在 4 种 内 降落 s(t1) 一 16f3 英尺 这样， 如 果 它 在 t 秒 内 降 
落 400 英尺 ，400=168 即 t=5, 5 落后 的 速度 将 为 8'(5)=56 
二 5,32=160 英尺 /种 ， 当 扣 二 a(t) 二 321 即 二 一 572 时 , 其 速度 为 
上 列 数值 的 一 具 . . 

(a) .这 是 用 另 一 种 方式 来 写 定 多 ( 见 可 是 五 , 8)， 

tb) 将 习题 五 ，.18 应 用 于 消 数 af 了 二 [f(a 地 一 了 Ji8R 和 BCR) 一 
[goth) — gta) dh. 

(i) f°* (C2) = 64. 

Ciii) fF* (rm) 一 403， 

(i》 表示 天 (9) 二 nas 如 果 站 人 一 加 

fiii) 玻 示 久 (9) = 了 (8), 和 如果 g) = 了 (zy) 十 s. 

(Y) 意义 与 (iii) 疝 . . 

(vii) 表示 及 (的 一 下 舍 十 的， 如果 gC 区) 二 fizt+o), 

(ix) 表示 8 (及 二 of (68), 如果 有 (oz) 二 于 (es 


了 3 


第 十 章 微分 法 


求 薄 数 的 导数 的 方法 称 为 微分 法 ， 在 前 一 章 中 你 可 能 得到 这 
样 的 印象 ,认为 这 种 方法 往往 是 艰难 的 , 要 用 到 导数 的 定义 ， 还 要 
依靠 成 功 地 求 得 某 个 极限 的确， 这 个 过 程 经 常 是 唯一 可 行 的 途 
径 一 一 如 果 你 忘记 导数 的 定义 ， 大 概 就 会 无 法 进行 下 去 ， 尽 管 这 
样 ,在 本 章 里 我 们 将 学 会 对 许多 函数 进行 微分 , 而 无 需 回忆 导数 的 
定义 ， 一 些 定理 将 提供 微分 一 大 类 函数 的 机 械 的 方法 ， 而 这 类 函 
数 是 由 少数 几 个 简单 函数 经 加 , 薪 . 除 以 及 复合 而 成 的 ， 这 提醒 我 
们 应 该 证 明 什 么 样 的 定理 ， 我 们 先 求 一 些 简单 函数 的 导数 ， 然 后 
证 明 关于 可 微 角 数 的 和 、 积 , 商 尺 及 复合 的 定理 . 头 一 个 定理 只 是 
正式 承认 前 一 章 所 进行 的 计算 . 

定理 1 洛 隆 为 常 从 函数, fz) 二 6 则 对 于 所 有 的 9， 

f(a)=0. 
证 明 7 =lim fat —f(0 ~， im 元 2 一 0 0 


Vim 


六 一 个 定理 也 是 乱 _ 刘 所 站 革 过关 全 相信 计 
eT 
f=1. 的 


育 、 ， 
一 
两 个 阔 数 的 和 的 导数 ， 正 是 我 们 所 希望 的 ， 震 于 它们 导数 的 
申 训 他 生生 


和 , 

定理 3 如 果 了 和 9 在 点 4 可 微 ， 则 f+9 在 点 4 也 可 微 ,并 
{+0=7 0 ty 0D, 

证 明 | (f+ (a) =lim (f+ CH 用 一 Do 


站 


一 1im 下 2 十 下 二 94 十 丙 —[f{a) +9(0)] 
tm hh 


让 中 们 


ae 及 = 人 ed | 


遇 才 和 
in 
= 了 (0) +9 (9)。 

乘积 导数 的 公式 虽 不 如 我 们 所 希望 的 那么 简单 ， 但 它 仍 然 是 
很 对 称 的 ， 且 其 证 明 只 需 一 个 先前 已 经 用 过 的 简单 的 代数 技 

巧 一 一 对 一 个 数 加 上 并 减 去 相同 的 量 , 则 读数 不 变 ， 
定理 4 如 果子 和 Y 在 点 6 可 微 , 则 六 9 在 点 4 也 可 微 , 并 且 . 

Cf = 0 90) 十 Fo) 9 (的 ， 


了 (aa 十 起 一 了 (G) i gai+h) — 9 
hn 了 h 


二 二 全 


证 上 明 


wa FD Gat f(a) 
(了 了. (0)= im 


i flatigcath)— fyia) 
0 hh 


= [fet Toc + ee)] 
1m TE 
A 


， | 
"TT hk TT 


= 200 « 


一 limf(a +t) -Jima et = 90) 


im e+ 多 二 —f(a) .liag(g 
tlim 上 中 0 


一 站 四 :9 (9) + (0 ga). 
《注音 , 我 们 用 了 第 九 章 定 理 1 来 断定 limf(a 十 琴 一 了 (的 ，) 


在 一 种 特殊 情形 中 , 定理 4 可 以 相当 简单 : 

定理 5 如 果 g(z)=cf(z), 并 且 f 在 点 “ 可 微 ， 则 Yy 在 点 6 
可 微 ,并 且 

9 (a)=e:f (9). 
证 明 设 x*)=c, 使 得 9=hf, 于 是 由 定理 4 知 
yg (9) = (hf)' (a) 
一 下 (的 > 站 (十 天 (Fo 
=ef (0) 十 0 的 
=ef (0). 

注意， 特别 是 (一 力 '(@)= 一 产 ( 鸭 ， 因 而 (F 一 9'(o) = (有 
[—9)' (0 = (0 — (0). 

为 了 说 明 我 们 已 经 收 到 了 效果 ， 现在 来 计算 一 些 比 较 特 殊 的 
塘 数 的 导数 . 

定理 6 若 关 2z)=x*, 其 中 +4 为 蘑 一 自然 数 , 风 对 于 所 有 的 a 

(0) =na"!. 

证 明 对 于 用 归纳 法 来 证 朋 ， 当 %=1 时， 这 就 是 定理 2. 
现在 假设 本 定理 对 所 成立， 这 样 ， 当 及 7)=zx? 时 ， 则 对 于 所 有 
的 a， 

fF (0) =na"!, 
设 9(z) 一 zw+ 设 1()= 一 2 则 对 于 所 有 的 多 方程 如 11 一 入 .2 可 
以 写成 
-R01 


8 三 AZD TT); 
于 是 9= 了 *I， 由 定理 4 知 , 对 于 所 有 的 中 
”m=(FD' (0 = (0 I(0) +f(a -I'(a) 
一 和 人 于 人 ‘1 ， 
、 一 #9" 十 ga 
-=n lo". 
这 就 是 我 们 所 要 证 天 的 5 十 1 的 情形 ， 
同时 应 用 迄今 已 证 明 的 定理 ,我 们 现在 能 对 形 如 、 
HE)= "toa 十 十 0 
的 于 求 户 ， 我 们 得 | 
FE) =R 1) 09 十 -十 2007 十 9， 
我 们 还 能 求 出 了" : 
Fr)=R nO— or ?+ (no 1) (no— 2) 0 dT 
这 种 过 程 容易 继续 下 去 .每 次 微分 伟 x 的 最 高 次 星 减 低 一 次 ， 并 
可 去 掉 一 个 6G， 这 个 想法 有 助 于 求 导数 六 ,六 2， 也 许 还 要 天， 
直到 其 格式 变 得 十 分 清楚 为 止 ， 景 后 一 个 有 者 思 的 导数 是 
1 
对 于 82>w 我 们 有 
feato)= 0, 
显 热 ;按照 我 们 的 计划 , 下 一 步 是 求 商 久 9 的 导数 ， 这 是 一 个 
很 简单 的 问题 , 由 于 有 了 定理 上 显然 求 出 1/9 的 导数 就 能 了 , 
， .定理 7 如 果 y 在 点 a 可 微 , 并 且 g(0) 寺 0， 刚 419 在 点 4 可 
微 ; 并 且 i 
oa 
证 明 在 我 们 写 出 


em (Ho 
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之 前 : 须 先 证 实 赎 式 有 意义 一 一 需要 证 朋 对 于 足够 小 的 加 
《1/9) (ce 十 内 
是 有 定义 的 ， 这 只 要 说 明 两 点 ， 根 据 仍 设 ,9 在 点 可 微 , 于 是 由 
第 九 章 定 理 1 知 ,9 在 点 a 是 连续 的 。 因 为 g(a) 二 0， 于 是 由 第 六 
章 定理 3 知 , 存在 着 其 一 6>>0, 使 得 当 | 下 < 时 恒 有 9(e 十 下 寺 0 
ee 
lim 4 


im ~ yat) 
s+0 天 [8(9) 9(g 十 四 ] 


-lim 二 Eta+ 有 一 9(9)]， 1 - 
A+0 中 gta) :gloat+ a) ; 
lim— +9 1l 
生字 中 四 0g (0). gc 十 用 
一 一 乡 rc | 
‘注意 , 我 们 再 次 用 了 9 在 点 4 的 连续 性 , ) 
现在 容易 导出 商 的 导数 的 一 般 公式 ， 这 个 公式 昌 不 特别 令 大 
感 兴趣 ,但 孝 是 重要 的 ,必须 用 简便 的 方式 把 它 记 住 (我 带 用 这 禄 的 
口诀 :“ 底 乘 顶 的 导数 , 减 去 预 乘 底 的 导数 ,中 以 底 的 平方 ,”) 
举 理 8 名 时， 和 1 在 点 5 可 微 , 并且 9(oD 关 0, 出 {ls Ee 


可 微 , 并 且 
f g(a) Cm —f(o) .9 (a) 
(分 w- oo 


证 明 fe 下 19), 我 们 有 
oOG® 
(oH) ® 


了 (本 0 (一 9 (0) 
9(9) [gto) 下 


_f (0) 90) —f(0) 9 (0). 
四 


二 


我 们 现在 能 微分 更 多 一 些 的 函数 ， 例 如 ， 


+: 一 1 
车 f(r) 二 下 十 让 
| : 《zz 十 1) 27) — (rl) {27) 
则 六 = 所 十 证 人 人 直 全 一 于 全 本 一 全 
车 f(7) = 
orn (R127) 一 入 
则 OD 
车 fz)= 志 , 则 让 2) 二 一 二 = (一 Dx. 
注意 , 最 后 一 例 可 以 推广 : 若 对 于 某 一 自然 数 s， 
fx) 人 
则 . fF (z) 一 一 (nw nl 


二 是 十 于 6 实 入 上 浊 寺 正 ， 负 束 志 立 如 果 我 们 将 f(z)=* 
解释 成 Kxz) 一 了 以 及 PCz)=0.z-1 解 生成 刀 (z)= 0 出 定理 6 对 
于 #=0 也 成 立 . 《“ 解 到 成 "这 三 个 字 是 必 足 的 , 因为 对 于 应 如 何 
定义 0 还 不 清楚 , 并 且 无 论 如 何 ,0*0-1 是 没有 意义 的 ，) 

要 进一步 讨论 微分 问题 ， 融 友 知 道 以 后 研究 的 某 些 特殊 困 数 
的 导数 ， 其 中 一 个 是 正 臣 函 六 . 我 们 暂 不 加 以 证 明 而 先 给 出 并 应 
用 下 列 关系 式 ; 

sin’(g) = cosa 对手 所 有 的 a a, 
. cos 《中 = 一 sinG, 对 于 所 有 的 a 

应 用 这 些 关系 式 , 入 们 就 能 微分 冰 多 其 他 的 函数 ， 例 如 , 设 
4 E04 9 


. . f(sy=sw9ing 
因 rt nw | 


Fr)= 一 msia 和 十 eosY 十 CD5 落 


一 一作 sim 分 十 2e08 几 ， 
设 892) 一 siniw sin sinz, 
则 9 "(2) = singcosgt cosrsins 
= sinreosw, 


2 =20 (Cing) (— sing) 十 c03Yc0s2] 


一 2Leosty 一 sinz0]。 


设 hrT)= coaig = coax Coat, | 
和 R(T)= (eo) (— sint) + (— sing) eosg 
= —2singcosw, 
hr)=—2[c0sm— sin2w]. 
注意 久 (2 十 和 2) 一 0 


是 意料 中 药 刘 ， 因 为 (9 十 如 (z) 一 sin2r+ eos 和 一 TI， 正 如 我 们 所 
希望 的 ,还 有 名 KZ) 十 下 《2) 一 0 
以 上 例题 只 涉及 两 个 函数 的 羔 积 。 包 含 三 重 积 的 函数 ， 也 可 
以 用 定理 4 来 解决 ， 实际 上 它 可 用 两 种 方式 来 角 回忆 了 9 让 恕 
下 式 的 简写 
(了 网 或 六 (9 
以 这 两 种 中 的 头 一 种 为 例 , 我 们 有 
FB)= FD HT) + FD ENR (2) 
=[F (rT) + FTI EIR FAT) CN) 
= (rh)T fzN9 (TIBE) 
+f(z)g(7)R CT). 
当然 , 选择 fj- (9: 甩 将 能 得 出 同样 的 结果 ,只 是 中 间 步 啤 不 同 。 最 
后 的 答案 是 完全 对 称 的 , 并 且 容 易 记 住 : 
: 全 205 + 


( 产 9.1 和 革 于 于 列 三 项 的 和 : 
微分 ,9 和 大 中 的 标 一 个 , 薪 以 其 佘 的 两 个 ， 
情 如 , 设 一 ioecost 
则 Cz)= =3w2sinzcoss| srcouscoszt (ainz) {— sin#)}, 
3 个 以 上 的 函数 的 乘积 , 可 以 用 同样 的 方法 来 解决 例如 ， 你 应 读 
不 会 有 和 什么 困难 导出 下 式 
(fg) 《2Y) 一 PG YEE FE CA) hz) 
tf (EFI FEIT I THT). 
你 莫 至 可 以 试 证 (用 归纳 法 ) 一 般 公式 ; 


《方太 (#)= Eh- fiw (Tf (TfaAr). 


微分 最 有 窟 因 的 函数 ， 星 然 需要 一 个 以 六 和 焉 示 (fo9)'(7) 
的 公式 . 为 了 保证 fe9 在 点 4 可 微 ,一 个 合理 的 假设 似乎 是 9 在 点 
4 可 微 ， 由 于 fo9 在 点 4 附近 的 性 态 , 取决 于 了 在 点 9 (四 附近 (不 
是 4 附近 ) 的 性 坊 ,这样 ,假设 了 在 点 9 (外) 可 微 ,好 象 也 是 合理 的 . 
的 确 , 我 们 将 证 有 明 ， 车 9 在 点 a 可 钥 ， 并且 f 在 点 9(@) 可 微 , 则 fog 在 点 a 
可 微 , 并 且 人 

| Geo (DF gt) sy 0. 
这 个 非常 重要 的 公式 丈 为 链 式 法 则 ， 这 大 概 是 因为 函数 的 复合 可 
以 称 为 函数 “ 链 ”， 注 意 , (f: 四 ‘虽然 实际 上 是 六 和 9 的 染 积 ， 但 
又 不 完全 一 样 : 六 必须 在 点 9 (办 计 值 ,而 了 在 点 'w， 在 证 级 该 定 
理 之 前 ， 我 们 先 看 它 的 一 些 应 用 .. -假设 . i 
: -f(r)= ine, - 
必用 表示 (" 衬 方 ) 孙 于 9(= 2 则 
i “fe sineS. 

乎 是 我 们 有 人 i 
Fr) sin! (Ge) Je 
”= 206 7 


os 


车 fn, 
则 结果 就 完全 不 同 ， 在 此 情形 中 
j=8. sin 


Fr) =8" Csing). sin' Cz) 
: : | =28inz, "05 从 站 
注意 ， 这 与 写 f= si sin 并 用 乘积 的 公式 所 得 到 的 结 寺 果 相间 《 它 
也 应 该 )， 

因 然 我 们 用 了 -一 个 特殊 的 记 叶 避 来 表示 “平方 。 函数 但 不 要 
居 很 多 的 练 填 ， 就 会 解 这 类 问题 而 不必 将 函数 用 特殊 的 记号 写 出 
来 ， 巷 到 不必 把 于是 怎样 特殊 的 消 数 复合 写 出 来 一 一 我 们 很 快 就 
会 习惯 于 在 头脑 里 栎 开 f， 下列 的 微分 可 用 来 作为 这 种 心算 的 练 
习 ， 如 果 你 觉得 需要 , 在 纸 上 少 许 做 一 下 ; 当然 是 可 以 的 ， 但 要 设 
渤 找 出 一 个 器 门 , 使 得 当 一 者 了 的 定义 , 就 能 立刻 号 出 产 ; 这 类 问 
题 很 简单 ,只 要 记 住 链 式 法 则 , 不 用 动 多 大 脑筋 就 能 解决 ， 


设 头 2 二 sin 名  - 则 了 (fx)= co0sw? .3 

f(1)= sinaz | f(z)= 3 cos 

f(z)= in 地 f G2) -0s 二 (3 ) 

f(z)= sin{siig) | f° (x)= 003 (sing) ‘cosx 

fr) sin (2 十 3z0 fr) eos (m+ aa) (rt 62 

fT ta jz)= 53(z3 十 3a2)52.(8z2 十 6m)。 
象 1 flr)= sin'w:= [rine 
的 函数 ， 是 三 个 函数 的 复合 a 
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f= oainsS， 

也 可 用 链 式 法 则 来 微分 ， 只 要 记 住 三 重复 合 fe9rh 表示 (f°) 中 或 
f(g 有 ， 这 样 , 如 果 
f(r) = sin2z2， 
我 们 可 以 写成 

f= 00sin)eS, 

了 一 Softainog7， 
这 两 式 的 导数 都 可 出 两 次 应 用 链 式 法 则 求 出 ， 唯 一 的 疑点 是 这 两 
式 是 否 都 能 导致 同 套 简 单 的 计算 ， 束 实 上 ， 正 如 任何 有 经 验 的 求 
微分 的 人 所 知道 的 ,最 好 采用 第 二 式 : 


| f=S. {sing) | 


现在 我 们 能 够 一 王子 写 出 (2), 首先 注意 头 一 个 需要 微分 的 函数 
是 司 , 所 以 了 (zz) 的 式 子 开 始 是 
fr)=2(  )， 
括号 内 我 们 必须 填 人 sing*, 即 第 一 个 基数 sineg 在 点 2 的 值 . 于 
是 我 们 开始 可 以 写 
站 (7) 一 25ina?， 加 
最 后 实际 上 不 需要 括号 ) 我 们 现在 必须 用 它 来 滋 sine5 在 点 4 的 
导数 , 这 一 部 分 基 容 易 的 一 一 它 包 含 两 个 国 数 的 复合 , 我 们 已 经 知 
道 特 样 求 出 它 。 最 后 答案 是 
f= Zsing eos 2x, 


下 俩 可 用 同样 方法 解决 ， 设 


| fF)= sin (sin%’:) | 


甚至 无 需 将 了 写成 三 个 函数 的 复合 9ohok, 我 们 可 以 者 到 最 左边 的 
一 个 函数 是 sin, 了 于 是 关于 下 (Z) 的 式 子 可 由 下 式 写 起 
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f(z)= eost 了 
括号 内 我 们 必须 填 人 ek(z) 的 值 ， 它 就 是 sin %( 从 sin(sin2) 中 
删 去 第 一 全 ,sim 之 后 得 到 )。 于 是 关于 天 (z) 的 式 子 可 由 下 式 写 起 
六 (27) 一 cos (sinz) 
我 们 现在 可 以 不 管 sin (ainz?2)j 中 的 头 一 个 sin; 我 们 必须 将 已 得 到 
的 结果 , 乘 以 在 点 多 其 值 是 sinz 的 那个 函数 的 导数 这 又 是 一 
个 我 们 已 经 知道 如 何 解 的 问题 : ， 
f'(2)= cos (eing’) ep622 2 

最 后 ， 下 面 是 另外 一 些 sin 和 人 的 复合 以 及 三 重复 合 的 国 数 的 犀 | 
数 . 你 大 概 能 “看 到 "这 些 答案 是 对 的 一 一 不 然 ， 可 将 了 写成 一 个 
复合 消 数 : 
设 关 zy 一 sinagfaing] 针 fr)= os ao9 *28in 人 n+ C03 汉 

f(r)= [sin (sing) J fF (2)=28in (sinz) :cos (sinF): coss 

Fz}=sin(sin (sing)) fF(8)= eos (sin {sing)):costeing). 


CoBT 
f(r7)= sin? (rsint) fr)=2sin (rsing) cos (rsinz). 
. . [sinx+ weosw] 
f(TY= sin (sin (rt:sing}y) fF (TY = eos (sin (msing))* 
cos (m9ing) [2raing eoazt], 


处 理 四 个 (甚至 更 多 个 ) 函 数 复 合 问题 的 法 则 是 容易 的 一 总 
是 (在 心中 ) 愉 右边 开始 加 括号 ， 


folge (lok)), 
并 化 为 求 一 个 小 一 点 数 征 的 函数 复合 的 导数 
fF ghE(r)))) 
例如 ， 设 


ri 


f(x)=sin?(siny}y [f= SsidioSosin 


WE .= Hetsine(tgosin)}] 
| fr)= 2sin Csin?g)* cos Csin22) 23inz: ebar. 
设 Ns) sta Cetne)’) ~ [f= sineSosineS 

~ sino(Bo( einod))] 


侧 | ps 00s Coinat)y). “2ain2z2 cosdze22。 
设 (2)= sin?(sin(sin%)) [如 有 必要 ,你 自己 补 上 ] 
则 CY=29in (sin (sin a)} cos (pin (sing)} cos (sinz)* cosz. 

用 这 些 例 子 作 参考 , 你 只 要 骸 一 件 事 一 一 练习 , 就 可 成 为 一 个 
殷 练 的 求 微分 者 .你 能 能 轻松 地 散 本 章 末 尾 的 练习 ， 而 现在 该 是 
证 明 链 式 法 则 的 时 候 了 , 

下 列 论述 , 不 是 证 明 ， 而 是 指出 可 能 采用 的 某 些 技巧 以 及 遇 虱 
的 某 些 困难 ， 我 们 当然 还 是 由 定义 开始 ， 

Cog) (0)= lim (fp) ath — (f°g) (a) 


jm 9 +0) — 一 fg(9) 
= Lim 
我 们 希望 其 中 茶 处 用 (人 的 表达 式 . 一 从 由 是 人 要 来 把 它 和 
上 去 ; : | 
. fet) fg) 


lim 


ia 十 划一 —f(g(a)) .+ 有 -9 
lim 8 十 下 ~— ga) 

这 看 来 不 坏 , 如 果 写 成 下 列 形 式 , 好 象 更 好 

Lim Ho (eth — {fog) (0a) 

为 吉 作 » 

0) 十 [g(a 十 内 一 _rDT)- fey(ay 9g (G+ 已 =. 

lim 9(0 二 DD) —gta) “Tim : 
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a 


第 二 个 极限 是 我 们 所 需要 的 园子 9 (党 令 9 (6 十 由 一 9(0)= E 
( 情 殉 的 写法 应 为 b (1)), 则 第 一 个 极限 为 和 
COE 2 -feet 
lim : 
此 极限 好 象 应 为 六 (9(q)), 因为 9 在 a 的 活 续 性 意味 六 当 记 趋 
近 0 时 就 趋 近 0. 事实 上 , 我们 能 够 而 且 即 将 使 这 种 推论 成 为 正 
确 、 可 是 , 如 果 你 不 言 从 , 你 将 会 注 郑 到 已 经 有 了 一 个 问题 ， 即 使 
五 s0, 我 们 也 还 可 能 有 We 十 内 一 多 的 一 0 致使 除 以 和 乘 上 9y(o 十 丙 
一 史 的 变 成 没有 意义 。 的 确 , 我 们 只 关心 小 的 而 但 对 于 任 党 小 的 
g(a 十 了 D 一 9(q) 都 可 能 等 于 0。 产生 这 种 情况 的 最 容易 的 方法 
是 ， 使 9 为 一 常 值 函 数 9 Cz)=6。 那 么 对 于 所 有 的 有 9 (st 有 D 
一 9(q) 二 0， 假若 这 样 , fog 也 是 一 常 信函 数 (fog)(z)=f(o)， 于 是 
链 式 法 则 的 确 成 立 : 
《fm (0 =0=7 (go) YY 
可 是 , 也 有 非常 值 函 数 5, 对 于 任意 小 的 居 有 g (十 内 一 9(e)=0， 
例如 , 设 4=0, 函 数 g 为 
op- sin 二 ,z 坟 0 
0 -多 一 小 
要 才 是 这 和 如 我 们 在 第 九 章 中 所 述 ,9 (0) 二 0。 如 果 链 式 法 则 成 
立 , 则 对 于 任何 可 微 的 了 ,我们 必定 有 (jog)' (0) = 0,- 但 这 不 是 那么 
容易 大 出。 通过 单 儿 考虑 这 些 玲 开 的 函数 ， 虽 也 可 找到 链 芭 法 则 
的 一 个 证 明 , 但 不 用 这 种 方法 而 用 一 点 技巧 会 更 容易 些 
定理 9 《〈 链 或 法 则 ) ” 若 9g 在 4 可 微 ， 且 了 在 9g (9) 可 微 ， 则 
了 fy 在 6 可 微 , 且 
(fo (= (9(0)) 9 (a). 
证 明 定义 一 函数 省 如下. . 
二 21¥ 二 


goth go) 当 g (ot+t 共 一 J) 才 0 时、 
Ttg(on)), 当 g (et 及 一 9(9) 一 0 时 . 
”从 直观 上 容易 看 出 , $$ 在 点 0 是 连续 的 : 当 和 是 很 小 时 ， 9 (a+A) 
一 9(9) 也 很 小 放 若 8 (9 十 有 一 9(00) 不 等 于 0， 惑 上 (了 D 将 接近 
了 了 (9090) 如 果 它 等 于 0, 则 有 (有 实际 上 等 于 了 x9(0)), 这 甚至 看 


好 些 ， 由 于 乡 的 连续 性 是 整个 证 明 中 的 难点 ， 我 们 将 仔细 解 轰 这 
个 直 现 的 论点 . 


我 们 知道 了 在 点 9 (四 可 微 , 这 意味 着 


f(g(at+h)) f(g(0)) 
$ (8h)= -| 


lim 
这 样 , 设 e 汪 0, 则 有 某 个 站 二 0， 使 得 
《1) 当 0 一 此 | < 人 时 ， 就 有 
fy (on) tt yp (g (9) | <e. 


现在 9 在 点 4 可 微 , 因而 在 点 4 连续 ,于 是 有 一 6>0, 使 得 
(2) 当局 |<6 时 , 就 有 |g(a 十 大) 一 9(G) 16 
现在 考虑 满足 14|<6 的 任何 态 . 车 =8(a 上 有 一 9(a) 寺 0, 则 


$ (=L90+h) —f(9 Ca)) -=H + -f(g(o), 
gtath)—y(o) 


由 (2) 知 ]j&| <6', 从 而 由 (1) 得 
I$ —F (ga) | <e. 
男 一 方面 ,车 g (at+) 一 g(a) 一 0, 则 (有 ) 一 天 (g(o)), 因 此 ,下 式 
当然 成 立 
-140D —f (oC) | <e. 
于 是 我 们 证 明了 
* :212 *, 


lim 机 人) = (gm), 


因而 销 在 点 0 连续， 其 余 的 证 明 是 容易 的 ， 设 天 0, 那么 我 们 有 
{90 —f (go)) 一 外) +90 


艺 使 y (a 二 加 一 g(a) =0 也 如 此 (因为 此 时 ， 两 边 都 为 人 )， 因 此 
(fg) (0) = lim ae 十 人 一下 ge) 


=lin $ (4) "lim ae 全 一 和 人 9 


= (9(0)* ya. 
现在 我 们 能 能 很 容易 地 微分 许多 函数 ， 我 们 可 以 再 考虑 下 列 
郴 数 
F sin 二 ,% 二 0 
站 ， 党 二 们 ， 
在 第 刻章 中 我 们 指出 六 (0) =0 这 是 直接 由 定 兴 得 出 的 (唯一 可 能 
的 方法 )， 对 于 z 二 0 我 们 可 用 本 党 的 方法 .我 们 有 


f(r)=2rsin + eos 二 (一 二) 
于 是 


Ey 
0, 多 一 由 
如 读 式 所 示 , 第 一 次 导数 产 在 点 如 的 性 态 的 确 很 不 好 一 它 在 该 
点 其 至 不 连续 。 如 果 我 们 另外 考 虚 


f= 4F0 
0 + 二 0, 


p= “0 


列 . 
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Ce 一 je 一 seo 人 “0 
0 
在 此 情形 中 ， 产 在 点 6 着 连续 的, 但 (0) 不 存在 (因为 虽 然 式 
3z? sin1/z 定 义 一 个 在 点 0 可 微 的 函数 , 但 式 子 一 2cos1/4 却 不 然 )， 
如 同 你 所 狂想 的 ， 增加 了 的 每 区 次 数 将 再 次 得 到 类 似 的 改装 


设 1 
wsiy EE x 二 0 
0 
0， | 轩 z=0, 
Carrsin Li oos lt, 2 二 0 
7 -| 多 EM 
0 z=0. 


直接 根据 定义 容易 求 出 (f") (0)= 0， 对 于 0， 所 (+) 也 容易 求 
出 : - | 
Pole oo- sin LdrooL —2r00r DL — sinB, 次 站 人 
0 | z=0, 
在 此 情 彩 中 , 二 二 阶 导 数 六 在 点 0 不 直 续 . 现在 你 也 许 已 经 儿 出 这 
两 个 问题 要 你 建立 的 一 役 形 3 车 


| 
ro- 0 "einl, - 天 了 
加 0 ， 光一 4， 由 
则 也 (0)，…。 Fo(o) 存 在 ,但 fm 在 点 9 不 连续 霄  ， 
二 工 
j= | in 
ee 0, .| * 二 0, 


则 天 CO0),…, 了 00) 存 在 ， 且 了 在 点 0 连续 ， 但 了" 在 点 0 不 可 
“214"* 


a 


i re es 加 


微 ， 这 些 例子 意味 着 所 谓 “ 合 理 " 函 数 的 特性 可 用 其 所 具有 的 高 阶 
导数 来 刻 划 一 一 不 管 我 们 将 f(z) 二 sin 二 的 无 穷 振动 指 鼓 得 多 么 


严 , 足够 高 阶 的 导 救 似乎 总 能 揭示 出 其 根本 的 不 规 由 性 ， 不 幸 , 我 
们 以 后 会 看 到 出 现 更 坏 的 事情 ， 

在 这 些 计 算 之 后 ， 我 们 将 作 些小 评论 来 结束 本 章 ， 常 常会 诱 
使 我 们 将 本 章 的 某 些 定理 写成 邱 数 方程 而 不 与 成 通 数 值 方程 ， 这 
料 好 象 会 更 简洁 些 ， 这样, 定理 3 可 以 写成 


{f+nD’'=f +y9, 
定理 4 可 以 写成 (Ff: =f-:g + y, 
而 定理 3 往往 写成 下 烈 形式 


(fg = (fog) 9 
严格 地 说 , 这 些 方程 可 能 不 成 立 , 因为 左边 国 数 可 能 比 右边 函数 有 
更 大 的 定义 域 。 但 这 几乎 不 值得 担心 ， 堵 了 和 9 在 它们 的 定义 域 
内 处 处 可 微 , 则 这 些 等 式 , 以 及 其 他 和 它们 相 类 似 的 等 式 ， 都 能 成 
立 , 而 这 正 是 任何 人 所 关心 的 . 


习 题 


41， 作为 初步 的 练 可 , 求 下 列 每 个 了 的 六 (7z)。( 不 要 为 或 f° 的 定义 域 担 
心 ; 只要 求 出 (2) 的 公式 , 当 它 有 意义 时 就 给 出 正确 的 答 索 ,) 
(i) fr) gin (r+ sr:). 
(1) f(s) = ginzt sinz:, 
(iii) fC2)= sin (co8s), 
(iv}f (te) = sin Csinz). 
,fCOEY 
(¥) f(x) = sin( 2 
(vi) fo 一 2 008). 
Cvii)y fr}= sin tt sinad, 
* 215 * 


i 


2 


(viii) f(2)= sin (cos{sinz)), 

求 下 列 各 函数 的 产 Cz), (作者 用 20 分 钟 时 间 就 水 出 了 下 列 各 是 的 芍 
数 ， 要 是 你 来 散 , 也 不 会 用 很 多 时 和 人间， 尽管 快速 计算 不 是 数学 的 目的 ， 
但 是 如 果 你 要 自如 地 研究 链 式 基 则 在 理论 上 的 应 用 的 话 ， 这 些 具 体 应 
用 应 当 是 极 容 易 的 率 一 一 足 管 数学 家 喜欢 自称 甚至 连 加 法 都 示 会 ， 但 
当 必 须眉 的 时 枢 , 他 们 中 的 大 多 数 都 会 . ) 

(i) f(z) = sin (tz+ DD? (w+2)), 

(ii f(r) = sins(x?+ sin zx). 

Ciii} f(z) = sin?((z+ sins)!), 


《iv fr) =sin(sEs) 


OOS 
Ov) f(r) = nin (x sin#) + tin (sin z?), 
(vi) fir) = (cogr) 
(Yi fi) = siniz sinw? sin?w’,. 
{viiD) 了 (2 = sin’( sint (ein2)), 
(ix) fr) = (+ sin wy)®, 
(x) fa) = sin (sin (sin (Csin (sin 2)))), 
{xD fl2) = sin (sin's’+1)n). 
(xii) f(s) 一 《CC + 
Cxiiiy 了 (ay = sin (z+ sin (z+ sin #2)), 
{Xiv) fm) = sin (G008 (6 6in (60086¢2) )), 


_ Sinw: sin’x 
(XV) fn : 


(vi fie) = 1 


(XYjji f= sinf oi 
Tt— SN 


， 求 fan, cot, see 和 cosec 各 函数 的 导数 ，( 你 不 需要 记 住 这 些 公式 ， 尽 


管 偶尔 要 用 到 它们 ; 如 果 你 用 适当 方式 写 出 答案 , 它们 会 较 简 单 并 且 有 


中 2 


点 对 称 , 》 


4。 对 于 下 列 各 函数 无 求 拓 (fw)) (不 是 ( 产 户 '(z))， 


(1) f (WT 
(dit) fOr) = sin x. 
(ii) f(r) =2, 
(iv) fz) 17. 


5， 对 于 下 列 各 通 数 下 求 (ff (2))， 


CD 了 (一 工 
ij) ft{r) = 7:. 
(i) f(s) = 17, 
(iv) fx) = 177, 

6 用 9g 表示 了, 设 
{i)y f tz) = yr+g(a)). 
(iD) flr) = gr-g(0)). 
di) 了 (zy =9(r+g(e)). 
{iv)f (wr) =9 (0) (#8), 
(v) f=9{0) (一 全 。 
(Vi 了 (十 3) =g(r?). 


了。 (a) 一 圆 形 牺 的 大 小 按照 某 种 未 挫 明 的 方式 增加 ， 但 已 知 当 其 半径 为 


6 时 ， 其 半径 的 变化 率 吓 4， 求 当 其 半径 为 6 时 其 面积 的 变化 率 . 
《 设 衫 和 和 站 代表 在 时 刻 主 的 半 轻 和 面积 ， 则 函数 + 和 委 满 足 
矶 =#7*; 带 要 直接 应 用 链 式 法 则 . ) 

《b) 假设 上 题 的 贺 形 物 是 球形 物体 的 截面 (过 球 心 )， 求 当 半 径 为 6 
时 球 的 体积 变化 率 。( 你 需要 清楚 地 知道 球体 积 的 公式 ; 如 果 你 忘 


了 ,基体 积 是 半径 立方 的 后 x 信 . ) 


《c) 假设 当 半 径 是 3 时间 形 截面 (过 妹 心 ) 的 面积 变化 率 是 5， 求 当 半 
径 是 3 时 球 的 体积 变化 率 。 你 可 用 两 种 方法 来 做 ; 第 一 种 采用 半 
乱 表 示 面 积 和 体积 的 公式 ;第 二 种 采用 面积 去 示 体 积 的 公式 (用 此 
法 时 , 你 要 用 到 汉 荀 九 , 3). | 


8， 设 fz) = 好 am 二, 当 zx 六 0 时 5 了 (0) =0。 并 候 设 志和 六 是 使 
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TE YP iiiahaieriisii sir- 一 下 ri 一， -1 


10, 


11, 


12. 
13. 


14. 


15. 


16. 


和 (的 一 Bat2gsin (x 1)), kr)=f r+ 1), 
AOO) =3, b= 0 
的 两 个 函数 ， 求 
Ci) 《了 了) 0), 
iD Ef}" (0), 
《ii wa" zc) 其中 ox)=(zt:)。 要 很 留神 . 


设 
7 四 = mm 二 “0 
站 省 一 个 
和 9 人 0) 9" C0) = 0, 
求 扩 (0). 
应 用 习题 志 , 1 所 求 往 和 的 了 (xz) =11% 的 导数 ,根据 链 式 浴 则 求 
《1797 (2), 
(a) 设 了 2) 一 wI 一 严 ， 对 于 一 1<Y<1, 应 用 习题 九 ,3 求 了 (mo)， 


tb) 证 明了 图 形 在 点 (gv 1 一 些 ) 的 切线 与 谈 图 形 只 相交 于 读 点 (可 见 
初 秒 儿 何 的 切线 定 艾 和 我 们 的 定 交 一 致 1. 

同 桩 证明 蔽 周 或 袍 曲线 的 切 绥 与 它们 只 相交 一 次 ， 

车 了 十 9 在 点 4 可 微 , 那 么 了 和 9 在 点 4 是 否 必 然 可 徽 ? 

车 fg 和 了 在 点 4 可 微 ， 则 了 应 具有 什么 杀人 忻 才能 推出 g 在 点 a 

可 撤 ? 

(a) 证 明 ; 车 f 了 在 点 4 可 微 , 则 [了 在 点 5 也 是 可 向 的 , 媒 设 子 (0) 才 0 

(b) 如 果 了 (fa =0, 举 出 反馈 ， 

(c) 证 明 : 若 f 了 和 g 在 点 4 可 微 , 则 锁 数 max(f，) 和 min(f, 四 在 点 
6 可 徽 , 假设 了 (9) 闻 9 0 ， 

(dd) 各 果子 (op =#(9), 举 出 反例 . 

谈 六 (9 和 9m(o) 存 在 ， 证 明 某 布 尼 慈 公式; 


(fo) 到 二 (人 2 je (ao gag。 
2=0 


证 明 ; 车 了 (glo) 和 g(a) 同 时 存在 ， 则 (fe 中 (9) 存 在， 稍微 试 
验 一 下 ， 你 就 会 相信 ， 去 找 (f.92 (9) 的 公式 是 不 高 明 的， 为 了 证 明 
(了 8) 存在 ， 你 必须 起 出 一 个 能 用 归纳 法 证 明 的 甘于 (f.9) (a) 


218* 


17. 


18. 


19. 


20. 


*21, 


*22, 


章 合 理 的 断言 ， 试 控 这 样 写 : “(J-9) ‘中 (a) 存在 ， 并 且 是 具有 … 形 式 的 
冬 积 的 者 项 的 和 ”. 
(8) 设 fr* 十 qo-i2*! 十 "十 0， 求 一 六 数 9 使 8 =f， 再 求 


Ha) 一 办 + 名 十 二， 


求 一 函数 9 使 包 一 了 
{c) 有 没有 一 个 如 下 的 函数 


能 全 六 (w=1/z? 

证 明 有 一 二 次 多项式 函数 了 兹 使 

(8》 抢 有 # 一 1 个 数 有 z 满 是 六 (z=0. 

(b) 当 %w 是 次 数 时 ,没有 人 满足 六 (D0 

(ce) 当 是 俩 数 时 , 拾 有 一 个 z 满足 了 (w=0. 

(G) 当 # 一 下 是 奇数 时 , 从 好 有 天 个 数 了 满足 下 (t) =0， 

(a) 若 了 (my= (3 一 6)2900， 共 中 9 为 某 一 上 多项式 函数 ， 则 数 4 称 为 凶 
项 式 函 数 耳 的 二 者 根 、 证 明 : 当 且 仅 当 4 同时 是 了 和 Jf 的 根 时 ， 
站 才 是 了 的 二 重 根 ， 

(by fz) =ax? 十 4 十 cla 丰 0) 何 了 时 有 二 年 根 t+ 这 个 条 件 的 几何 意 六 是 
什么: 

如 果 了 在 点 q 可 微 , 令 d(z) 证 fo) 一 产 (az 一 内 一 Fe， 求 了 (Ce). 结 

合 第 19 题 , 它 络 出 村 题 九 , 20 的 另 一 解法 ， 

本 题 与 习题 三 ,6 是 成 对 的 ， 设 ai :an 和 如; ,3 为 已 知 数 ， 

(a) 车 和 as 为 不 同 的 数 ， 证 明 有 一 28 一 1 次 的 多 项 式 函 数 了 使 
jgi)m 疡 (z 站 一 0， 对 于 和 站 以 及 f(s)=q 和 六 (xi) = 如 提 
示 : 回忆 第 19 题 . 

tb 征明， 有 28 一 1 次 的 多 项 式 函 数 户 对 于 所 有 的 记 清 足 于 zi 一生 
和 fCw) =6,, 

设 a 和 旦 为 赂 项 式 函 数 了 的 盖 个 相 都 根 ， 但 6 和 百 都 不 是 二 重 根 ， 这 

样 ， 我 们 可 以 写成 f(z)= 名 一 全 (w 一 可 9(5)， 基 中 9 (中 0V 和 9(5) 

直人 0 


* 2]9 + 


27, 


*28。 


(a) 证 明了 (9) 和 9( 如 共有 相同 的 符号 ，( 记 住 4 和 5 是 相 轨 根 ,》 

(b》 证 明 有 茶 数 工 满 足 4<*< 了 和 六 (rz) 一 0 《并 终 一 图说 明 此 事 . 
实 , } 提 示 : 比较 六 (全 和 产 (的 符号 。 

te) 即使 4 和 8 是 狼 重 根 现在 证 明 同 一 论点 ， 提 示 ; 厦 天 的 一 
一 各" 一 和 "gtr), 其 中 了 人 入 和 909) 考 0, 考 岂 杀 项 式 函 数 
hr) = (mri bl. 

本 定理 是 由 法 国 数学 家 罗 尔 在 帮 究 欠 项 式 的 近似 根 的 问题 时 证 明 ， 但 

英 结 果 原 先 没有 用 导数 米吉 述 . 事实 上 ， 罗 尔 是 从 沭 未 接受 微 积 分 新 

概念 的 数学 家 之 一 、 这 并 不 是 一 种 顽固 杰 度 ， 而 荐 由 于 在 一 百年 时 间 

内 , 没有 人 能 铝 址 是 近 于 神秘 地 来 定义 极限 , 总 移 看 来 ， 历 史上 提 到 办 

尔 时 还 是 特别 亲切 ， 在 下 一 章 出 现 揭 一 个 更 一 般 的 结果 已 与 他 的 名字 

联系 在 一 起 , 而 这 个 结果 成 为 徽 积分 中 那些 最 重 瑞 的 理论 结果 的 基础 . 


， 设 对 二 在 点 0 连续 的 大 一 函数 yg 有 jw)=zg{z), .证 明了 在 点 0 可 


种, 并 求 用 9 表示 的 了 C0), 


- 设 子 在 点 0 可 微 而 且 了 (0) = 0， 证 明 对 于 在 点 0 连续 的 某 一 例 数 g, 有 


(2) 二 x9(2)。 握 示 : 如 果 你 写 g(r) = 了 (xw) jx, 将 会 出 现 什 么 情况 ? 


- 设 对 于 NN 内 的 R 有 了 (z) =x-", 证 明 


了 Ge) = (CD'S 
nO—1)! 


= (一 Di 人 2 二 ee, 0 时. 


证明; 当 了 和 9g 可 微 且 了 (0) =g(0)=0 时 , 不 可 能 有 x= 了 tz)g(z)， 提 


未; 将 它 微 分 

设 

{a) ftr) =1/ (8—a)™, 
“bY fis) =1/ (nr 1), 
则 了 (rz) 称 于 什 委 ? 


设 了 (om = zs 二， 当 # 和 0 村 ; 并 设 了 0) 到 0， 证 明 瑚 507 六 af00》 


每 在 , 并且 fm 在 点 0 不 连续 . (你 将 遇 到 与 第 16 题 相 似 的 基本 转 
难 . ) 


*29, 没 了 (0) =wnnisin 二 ， 当 z 天 0 时 ; 并 投了 00)=0. 证 明 扩 (0),，…， 
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了 0) 存在 ,了 在 点 0 连续 , 以 及 了 ”在 点 0 不 可 租 . 
30， 用 莱 布 尼 兹 记号 , 链 式 涛 则 应 写成 


工 


三 (9 (四 ) _df 人 
dz Ry logesy dr “ 


道 常用 下 列 肘 述 替 代 它 :" 设 y=9(2) 和 z= 了 (98), 则 


注 章 , Gz/dzx 中 的 2 败 示 矢 合 阔 数 fg, 而 在 B21 并 中 的 z 表示 地 数 广 
不 用 说 , dz/dy 是 “一 个 包含 y 的 式 于 ”而 在 最 后 管 案 中 ， 毅 用 g(2) 来 
慌 震 y。， 用 此 公式 求 下 列 各 题 的 dz /am 然后 与 第 1 是 相 比 较 ， 

(i) z= Siny, ¥ = 十 拉 ， 

{iiy 2= sing, #¥= C087%. 

{iii) z= jingd, y= Sine, 


fiv) 2= Sny, v=C09%, 站 一 Sn 也 


选 题解 答 


(iD 《LI 十 2x) ,cas (z+ )， 
{iii) 【一 3in gl cosfcosz]。 


(y) cos CoN —s ns Cosn 
而 EE 


{vii} (oog(z ein2))}. (1+ co8x), 
{i) Ceog (C(x Dr+ 2 [2 十 17(z 十 2 十 (5 十 1)2]。 
《这 i [28in ((r+ sins)) .cos( (rt Sinx)2)}] 2 人 十 Sins). (1+ cosr), 
(VY) 【CO trainw))}: (sinwt zoo8w) + (O08 (sin #*) ) (Coogiw:) + 2g. 
(vii) (2sinwooersin zin?z’) + (2rc08s? gin :xsin2z:) 
二 (drain vieogr: sin?x Sin xz). 

{ix) 6(x++ Sm’ x) (1 + 5 sin wooss). 
{xiy cos(sin™wi+1) 7 sin 1)e. (7 sin tei: CosxT. 7x5). 
CXiii) cos(w + Sin (z+ sinx? ))}* 

{24 十 Cog CF: + HN) + (C24+ 27C0972) ). 


志 诺 往 : 为 了 依 题 意 "与 第 1 是 相 比 较 "， 故 将 所 文 的 “5 二 cost 改 为 “> 二 


Bin". 
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ine pi age 


(xzv) (1 -Fn 的 T2200832: Sinsz 十 Sn,2SinXCoe 人 7 


《十 加 四 区) 
OOS x Sin x Sin 2 
(1 + snx)? 


("Bs) (Pe) 
(二 


《iii) 22:. 

(i 一 4。 

(jii) 17. 

(f= (zt) 

GD = (e+ 9g) (To (es)), 

ov) f=9(0). 

(a) A CO)=2rrtt)r(t)， 因 当 二 满足 红 引 一 各 时，P 的 一 4， 均 当 : 
rt 后 时 出 (机 一 2r.6.4 一 48r， 

(b)》 设 FC) 为 在 时 世上 的 体积 ， 则 了 旨 一 4rrftnA3， 酸 当下 起 一 下 
HF danrt tr t= rd 85767, 

{c) 第 一 种 方法 :因为 47(4)}=2r7C4)r (和 9 以 及 当 7(t)=3 时 (E25 
玖 当 7(t)=3 时 


A(t) _ 5 
7 (= 


这 样 ， 当 rtti)=3 时 
VO dr rt) 


5 
二 4 8 Br = 


为 了 应 用 第 二 种 方 让 ,我们 首先 注意 , 设 
f(D) = A eV AD, 
那么 应 用 习题 九 ,3 和 链 式 法 则 , 得 


OA A 


= 市 id A(t A(t) 


=34(t) A ty) 《正如 我 们 所 猜测 的 ?。 


现在 
drrtth Arr(t)] 
Wn 
dL) 
S311 
_ 44d(t 
Srv 
于 是 


Le i i" 训 YAWAt) 


= zur tA (的 


| 一 2.3.5m= 30， 
8 {i) (Cfo) (C0) = RO -RON = (3). sin: (Csin1) 
[esnl oo0l None 
=(esin 了 co 二 )sin {sin1y 
Ciii} CF) eh! (C20) 2 Sin 2( Bin (r+ 1)) 202， 
10， 涟 式 法 划 凌 味 著 


($) = Core- GD 9s) hy) 
30，6) 花 一 到. 咎 - (cosy)- 420) 二 (cas (z+) 0 十 2。 


(iii) 和 (COBW) 。 (C08%) = {O08 Sn 人) . CoB 4. 
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第 十 一 章 “导数 的 意义 


本 章 的 一 个 目的 是 要 说 明 : 我 们 花 时 间 来 学 习 求 函数 的 导数 
是 有 道理 的 ， 正 如 我 们 将 要 看 到 的 , 只 要 知道 一 些 关 于 六 的 信息 ， 
就 能 知道 不 少 关 于 了 的 信息 ， 由 产 的 依 息 推 断 出 关于 了 的 信息 ， 
要 做 一 些 艰难 的 工作 。 不过, 我 们 将 从 一 个 实在 很 容易 的 定理 开 
始 . 

本 定理 涉及 函数 在 一 区 间 上 的 最 大 值 的 问题 .虽然 我 们 在 第 
七 章 里 曾经 非 正 式 地 用 过 这 个 名 词 ， 但 它 值 得 精确 地 并 且 更 一 般 
地 加 以 描述 ， 

定义 

设 了 为 一 图 数 ， 而 4 为 包含 在 了 的 定义 域内 的 一 个 数 集 . 
Y 是 4 内 的 一 点 , 落 对 于 4 内 所 有 的 多 有 
fr), 


则 点 x 称 为 了 在 4 上 的 最 大 点 ， 数 f(z) 称 为 了 在 4 上 的 最 大 
什 ( 我 们 也 说 全 在 点 2 有 它 在 4 上 的 最 大 值 ”). 


注意 了 在 4 上 的 最 大 值 可 以 是 对 应 于 几 个 不 同 z 的 了 (27 并 图 
1 换言之 ,一 个 国 数 了 在 4 上 可 以 有 几 个 不 同 的 最 大 点 ， 尽 管 它 
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至 多 只 有 一 个 最 大 值 ， 通 常 我 们 对 有 4 为 闭 区 问 [a,5] 的 情形 感 兴 
趣 ; 如 果 了 是 连续 的 ， 则 第 七 章 定理 3 保证 了 在 [a, 5] 上 的 确 有 一 
最 大 值 . 

在 4 上 最 小 值 的 定义 留 给 你 们 来 下 , (也 可 定义 如 下 :车 一 了 
在 点 有 它 在 4 上 的 最 大 值 , 则 了 在 虑 > 有 它 在 4 上 的 最 小 值 . ) 

我 们 现在 已 为 一 个 定理 作 好 准备 ， 此 定理 甚至 不 依赖 于 最 小 
上 界 的 存在 . 

定理 1 设 了 为 定义 在 (e, 芭 芋 的 任 一 函数 ， 若 * 为 了 在 (e， 
纺 上 的 一 个 最 大 (或 量 小 ) 点, 并 且 了 在 点 二 可 微 , 则 户 (z)=0.( 注 
意 ， 我 们 没有 恨 定 了 在 其 他 点 的 
可 微 性 甚至 连续 性 . ) 

证 明 洛 虚 了 在 点 x 有 最 大 
值 的 情形 , (图 2 说 明 整 个 论证 的 
简单 想法 一 一 通过 (x, 及 2)) 往 左 
边 画 的 割 线 有 >0 的 斜率 ， 而 通 
过 (z, f(x)) 往 右边 画 的 制 线 有 志 
0 的 射 率 ,) 解 析 论 证 如 下 ，。 - . 

设 关 为 能 使 ?十 在 (a, 下 内 
的 任意 数 , 则 


f(z)>f (e+ 及， 
因为 在 点 x 了 有 (a, 丰 上 的 最 大 值 , 这 意味 着 
f(s+h) —f(s)<0. 
于 是 ,如果 及 >0, 我 们 有 
{let f(z), 


出 in Fa+ 忆 一)< 0 


Cid 


另 一 方面 , 如 果 #<0 我 们 有 


2 


了 (2z 十 六 一 帮 2)>0， 


于 是 lim f+ fo. 


此 
[di 


根据 假设 , 了 在 点 a 可 微 , 因此 这 队 个 极限 必定 相等 ， 事 实 上 

等 于 j(z)》， 这 意味 着 
f(z)<0 和 f(z)>0, 

由 此 得 六 (x)=0. 

fF 在 点 “有 最 小 值 的 情形 留 给 你 们 来 证 明 (给 出 简短 的 证 
明 )， 

注意 (图 3) 在 此 定理 的 叙述 中 ， 我 们 不 能 用 [a, 纪 代 赫 (a 1 
(除非 我 们 在 假设 中 加 上 > 在 (o 5) 内 这 个 条 件 ). 


er 


局 部 未 小 点 ”局 部 最 天 点 
图 3 国 4 
因 了 人 z) 只 依赖 于 了 在 附近 的 慎 , 所 以 怎样 福 到 定理 1 的 更 . 
强 的 形式 , 几乎 是 显然 的 。 我 们 从 图 4 所 说 图 的 定义 开始 . 
定义 


设 了 为 一 函数 ，4 为 包含 在 的 定义 域内 的 一 个 数 集 ， 设 
2 为 4 内 一 点 , 并 有 某 一 6>>0, 使 得 为 f 在 AN(z 一 6, z 十 全 上 
的 最 大 (最 小 ) 点 , 则 z 称 为 了 在 4 上 的 局 部 最 大 (最 小 ) 点 邓 . 


中 译注: 局 部 最 大 (最 小 ) 点 在 有 些 书 中 蕉 称 为 报 大 { 狼 小 ) 点 。 
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定理 2 设 三 定义 于 (o, 纺 且 在 点 # 有 一 局 部 最 大 《或 最 小 
值 , 且 在 点 2 可 微 , 则 瑚 (z)= 0. 

证 明 你 会 看 出 为 什么 这 是 定理 1 的 一 个 简单 的 应 用 , 

定理 2 的 逆 定 理 不 成 立 一 一 即使 x 不 是 了 的 局 部 最 大 或 最 小 
点 ,六 (x) 也 可 能 等 于 0， 最 简单 的 例子 是 函数 f(z)=#, 这 时 ， 虽 
然 产 (0)=0, 但 了 在 任何 点 都 没有 局 部 最 大 或 景 小 值 , 

微 积分 中 最 普遍 的 误解 大 概 与 函数 了 在 使 产 (z)= 0 的 点 z 附 
近 的 性 态 有 关 。 前段 所 述 的 要 点 , 容易 被 有 些 人 (他 们 总 希望 世界 
比 它 的 本 来 面目 要 简单 ) 忘 掉 , 为 此 我 们 重复 一 下 这 个 要 点 : 定理 2 
的 逆 定 理 不 成 立 一 条件 户 (z7=0 不 意味 着 z 为 了 的 局 部 最 大 
或 最 小 点 。 正 是 由 于 这 个 缘故 ， 采 用 了 特殊 的 名 词 来 描述 满足 
条 件 户 (z)=0 的 数 大 

定义 


函数 了 的 临界 点 是 使 


f(z)=0 
的 数 x. 数 忒 z) 本 身 称 为 了 的 临界 值 , 


了 的 临界 慎 以 及 几 全 其 他 的 数 ， 实 际 是 来 已 知 函 数 了 的 最 大 
值 和 最 小 值 时 所 必须 考虑 的 . 对 于 未 人 门 的 读者 来 说 , 求 函 数 的 最 
大 值 和 其 小 值 , 是 微 积分 的 最 有 趣 的 一 个 方面 ， 不 可 否认 , 这 类 习 
题 是 有 趣 的 (直到 你 散 完 了 成 百 题 )、 

让 我 们 首先 考虑 求 了 在 闲 区 间 fa， 妈 上 的 最 大 值 或 最 小 值 的 
问题 . (这 时 , 如 果 了 是 连续 的 , 那么 至 少 能 确信 总 存 在 最 大 值 和 最 
小 值 . ) 为 子 找 出 了 的 最 大 值 和 最 小 值 , 必须 郑 碟 三 种 点 : 

(1) 在 [o,5] 内 隆 的 临界 点 . 

《2) 端点 6 和 所 

《3) 在 [e, 的 内 , 但 使 了 在 该 点 不 可 微 的 点 和 
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设 z 为 闻 在 [ea 菇 上 的 最 大 点 或 最 小 点 , 则 > 必 为 上 述 三 种 点 的 一 
种 ， 轩 车? 不 是 第 二 或 第 三 种 点 , 则 z 在 (a,5) 内 且 了 在 点 z 是 可 
微 的 ,因此 , 由 定理 1 知 f(z)=0, 这 意 昧 着 = 是 第 一 种 点 . 

如 果 有 许多 属于 这 三 种 类 异 的 点 ， 则 求 了 的 最 大 值 和 最 小 齐 
仍然 是 一 个 无 希望 的 问题 , 但 若 只 有 几 个 临界 点 , 了 不 可 微 的 点 也 
只 有 玫 售 ， 则 求 最 大 值 和 景 小 入 的 步 欢 是 很 直 裁 了 当 的 : 我 们 只 
要 求 出 与 满 是 了 (2)=0 的 各 个 z 相对 应 的 了 (z)， 与 于 不 可 微 的 
各 点 “相对 应 的 了 (z), 最 后 还 有 了 Co) 和 了 (8)， 这 些 值 中 的 最 大 
者 就 是 了 的 最 大 值 , 而 景 小 者 就 是 景 小 值 , 举 一 个 简单 的 例子 

假如 我 们 和 共 望 求 函 数 ” 

fl)=w—s 
在 区 间 [ 一 1, 23 上 的 最 大 值 和 最 小 值 .首先 ,我们 有 
fF (2)= 3 —1, 
于 是 当 3x2 一 1=0 时 , 即 当 
xz=Ai13 或 一 VIA 
时 ， 扬 (z)=0， 数 V1 有 8 和 一 M173 都 在 [一 1,2] 内 , 因此， 第 一 种 


可 能 有 最 大 值 和 最 小 值 的 点 就 是 
(1) v1/3, 一 173. 
第 二 种 点 是 区 间 的 端 虚 
(2) —1,2, 
第 三 种 点 的 集 是 空 的, 因为 了 处 处 可 微 , 最 后 一 步 是 计算 


(173) 一 (vv 1137 一 VIJS=3 VI 一 173 


一 一 全 /75， 


fv)= (MI (— v3) 
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. =—3VI7/3+ VI 


显然 最 小 值 是 一 和 V175, 出 现在 点 V175, 而 最 大 值 是 6， 出 现在 
点 名 

这 种 方法 , 如 果 适 用 , 总 能 找 出 连续 函数 在 一 闭 区 间 上 的 最 大 
慎 和 最 小 值 . 如 时 我 们 所 沽 虚 的 函数 不 连续 , 或 我 们 要 在 一 开 区 间 
上 或 整 条 直线 上 找 最 大 值 或 最 小 值 ， 那 么 我 们 甚至 无 医 预 先 肯定 
最 大 值 和 最 小 值 的 存在 ， 因 而 由 这 种 步 枚 所 得 到 的 全 部 信息 就 什 
么 也 说 明 不 了 。 但 是 只 要 动 点 脑筋 , 往往 就 能 揭示 出 问题 的 实质 . 
在 第 七 章 中 , 我 们 就 解 过 这 样 一 个 问题 当时 我 们 指出 ， 如 果 兄 为 
偶数 , 则 函数 

f(2)=2" oto 
在 整 条 直线 上 有 一 最 小 值 ， 这 证 明 最 小 值 必 定 出 现在 满足 
0=f (x)=n%*-1+ (nO—]) oi 二 :十 Gl 

的 某 个 数 守 .如 杂 我 们 能 解 这 一 方程 , 并 比较 与 所 求 得 的 这 些 x 相 
对 应 的 了 (*) 的 值 ， 实 际 上 就 能 求 出 了 的 最 小 值 ， 再 举 一 例 可 能 
有 帮助 。 假 设 我 们 希望 求 函数 


在 天 区 间 (一 1， 上 的 最 大 信和 最 小 基 (如果 它们 存 丰 的话 我 们 
有 


f C7)= Ss 
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于 是 只 有 当 z=0 有 时 天 (2z)= 小 我 们 立刻 可 以 看 出 ， 当 2 接近 工 或 
一 1 时 , 了 (2z) 的 值 可 以 任意 增 大 ， 因 此 , 了 当然 设 有 最 大 值 ， 这 个 
说 明 也 使 我 们 容易 看 出 了 在 点 0 有 一 最 小 值 。 我 们 只 要 注意 (图 
5)， 存 在 满足 

一 1<a<<0 和 0< Pr<1 
的 数 a 和 2, 使 得 当 

—1<z<a 和 bril 
时 有 了 (#2) 汪 了 (0)。 这 滞 味 着 了 在 [9, 8] 上 的 最 小 值 等 于 于 在 整个 
一 1,1) 上 的 最 小 值 ， 现 在 在 [a,] 上 的 最 小 值 或 者 出 现在 0( 了 = 
0 的 唯一 位 置 ), 或 者 出 现在 点 & 或 刀 而 点 a 和 5 已 被 排除 ， 所 以 
最 小 值 是 7(0) =1. 

在 解 这 些 问题 时 ， 我 们 放 意 

不 画 出 f(x) =2 一 xs 和 了 (2)= 
1/(1 一 x?) 的 图 形 ,但 只 要 你 不 是 . 
依赖 图 形 去 证 明 什 么 ， 那 么 画 峡 
《图 6) 就 不 是 案 混 ， 事 实 上 ， 我 
们 准备 讨论 一 种 给 图 数 草 图 的 方 


和 ee i ee ee 


i a Ce 
全 
EN 
- 
小 
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法 ， 而 这 个 草图 确实 提供 了 用 以 讨论 最 大 值 和 里 小 值 的 是 够 的 资 
料 一 一 其 实 我 们 甚至 能 求 出 局 部 的 最 大 信和 最 小 值 ， 这 种 方法 锡 
不 了 要 考虑 六 (7) 的 正 负 ,还 要 依赖 某 些 更 深 的 定理 . 

选 今 所 证 明 的 美 于 导数 的 定理 ， 都 是 用 关于 了 的 信息 给 出 关 
子 拓 的 信息 . 即使 定理 1 也 是 这 样 ,尽管 这 个 定理 有 了 时 能 用 来 箭 定 
关于 了 的 某 种 信息 , 即 最 大 和 最 小 的 位 置 ， 最 初 提出 导数 时 , 我 们 
强调 过 , 天 (z) 不 等 于 对 应 于 任何 特定 闫 的 [jz 士 癌 一 蕊 z)]/ 大 ,而 
只 是 当 关 和 赵 近 0 时 这 些 数 的 极限 ; 很 难 用 这 个 事实 来 达到 从 关于 
户 的 信息 推断 出 关于 了 的 信息 的 目的 ， 下 列 问题 能 最 简单 地 又 最 
使 人 感到 灰心 地 说 明 所 遇 到 的 困难 ， 若 对 于 所 有 的 < 有 天 (x)= 
0， 则 了 是 否 必 定 为 一 常 值 函 数 ? 不 可 想象 了 怎么 能 是 别 的 函数 ， 
而 且 这 种 判定 被 物理 的 解 琶 所 加 强 一 一 如 果 质 点 的 速 度 便 为 0， 
该 质点 当然 一 直 不 动 ， 然 而， 很 难 着 手 证 朋 只 有 常 值 函数 对 于 所 
有 的 满足 天 (2)=0， 扩 (z)=0 的 假设 只 是 意味 着 
Heth -f/f(Yo, 


lim 
上 中 站 
而 我 们 如 何 能 用 关于 极限 的 信息 来 导出 关于 函数 的 信息 ， 并 不 是 
显而易见 的 . 
对 于 所 有 的 s 有 玉 (z) 二 0 时 , 了 为 常 值 函 数 ， 这 个 事实 以 及 
共 他 类 似 的 事实 ， 都 可 由 一 个 结 
果 较 强 的 基本 定理 称 为 中 值 定 
理 ) 导 出 .由 图 7 看 来 ,似乎 若 了 
在 [a, 玖 上 可 币 ， 则 在 (o, 纺 内 有 ， 
某 个 z 使 
f (= 0. 


有 从 几何 上 说 ， 这 意味 着 某 一 切线 
平行 于 (Ca, 了 (9)) 和 (5, 了 (85)) 的 连 图 了 
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线 ， 中 值 定理 断定 下 列 命题 成 立 ; 在 ( 分 内 有 某 个 mw 使 了 在 点 
的 瞬时 变化 率 六 (zt), 正好 等 于 了 在 [e, 5 了] 上 的 平均 的 变化 率 , 这 
个 平均 变化 率 为 [了 00) 一 fC9)]/[5 一 qj. 《例如 ,假如 你 一 小 时 走 了 
60 英里 ， 那么 你 在 某 一 时 肇 的 快慢 一 定 刚 好 是 每 小 时 走 60 英 
里 . ) 本 定理 是 微 积分 和 的 最 重要 的 理论 工具 之 一 一 一 也 许 是 关于 导 
数 的 最 深刻 的 结果 .经 这 么 一 说 ， 和 你 也许 会 断定 它 的 证 明 一 定 很 
难 , 但 是 你 错 了 . 本 书 难 的 定理 在 第 七 章 中 早已 出 现 ， 如 果 你 想 自 
已 证 明 中 慎 定 理 ， 大 概要 类 败 。 但 这 既 不 能 成 为 该 定理 难 证 的 根 
据 ， 也 不 是 什么 属 愧 之 事 ， 历 史上 第 一 次 证 明 这 个 定理 是 一 个 功 
范 ， 但 是 今天 我 们 能 提供 一 个 很 简单 的 证 法 ， 先 由 一 个 很 特殊 的 
情形 开始 , 是 有 帮助 的 . 

定理 3 ( 罗 尔 定理 ) 若 f 在 [a, 8] 上 连续 , 在 (o 六 上 可 微 , 并 
且 了 (o) = 站) 刚 在 (a,3) 内 存在 数 z 使 产 (x)=0。 

证 明 由 于 在 [a, 58] 上 的 连续 性 知 f 了 在 [4,8] 上 有 最大 信和 最 
小 值 , 

首先 假如 最 天 植 出 现在 (e, 丰 内 的 一 点 x， 那 么 由 定型 1 知 


了 (2 一 0 于 是 ,定理 得 证 (图 9)， 
a 和 ， a 了 


图 8 图 9 
其 次 假如 于 的 最 小 值 出 现在 (a,5) 内 的 某 -- 点 rz。 于 是 再 次 
由 定理 1 知 六 (z) 一 0( 图 9)， 
最 后 假如 景 大 值 和 最 小 值 都 出 现在 端点 ， 因 于 (a) = 了 (5)， 
的 最 大 值 和 最 小 值 相 等 , 故 上 为 常 信函 数 ( 图 10)， 而 对 于 常生 
数 , 我 们 可 在 (az 内 选取 任意 二 
“2 


a 和 em 


站 


图 10 
注意 : 为 了 应 用 定理 1， 我 们 的 确 需 要 假设 在 (a,8) 上 处 处 
可 微 ， 没 有 这 个 假设 , 这 个 定理 就 不 成 立 ( 图 11).， 


(6, f(b) 


{% Aa) 


图 11 图 12 
你 也 许 会 觉得 奇怪 ， 为 什么 象 罗 尔 定理 这 样 容易 证 明 的 一 个 
定理 还 要 给 以 特殊 的 命 和 名。 其 理由 是 ， 昌 然 罗 尔 定理 是 中 值 定理 
的 一 个 转 殊 情 形 ， 但 由 它 又 能 得 出 中 值 定理 的 一 个 简单 证 法 ， 为 
了 证 明 中 值 定理 ， 我 们 将 罗 尔 定理 应 用 于 这 样 的 函数 ， 该 函数 给 
出 图 12 所 示 的 直立 线段 的 长 度 ， 它 等 于 了 (7) 与 (9 了 (9)) 和 (8， 
了 (5)) 间 连 级 工 在 点 的 高 度 之 差 。 因 为 工 是 


or)= [£0 +f 0) 
的 图 形 ， 我 们 要 着 眼 于 
fe)— [HSL -df. 
实际 上 , 常数 了 (0) 是 无 关 紧 要 的 . 
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定理 4 (中 值 定 理 ) 若 了 在 [a, 5] 上 连续 , 且 在 (o,5) 上 可 微 ， 
则 在 (a,5) 内 存在 著 一 数 > 使 
也 (2)=L =. 
证 明令 z 
M5)=f65)— |= | -oa 
显然 ,在 [a,5J 上 连续 且 在 (a, 5) 上 可 微 ,以 及 
h(a) =f (90), 
a0)=700) [HG-o 
=f(a). 
这 样 ,我 们 可 将 罗 尔 定理 应 用 于 h，， 从 而 断定 在 (4, 5) 内 存在 着 革 
个 4+ 使 


0=p' (7) = 了 (2 一世 二 fo)， 
于 是 f(z) = {00). 


。 注意 ， 中 值 定理 还 是 前 面 定理 的 模样 一 由 关于 隆 的 信息 得 
出 关于 了 的 信息 ， 然 而 , 这 个 信息 是 很 强 的 ， 它 使 我 们 现在 能 进 
入 另 一 方向 . 
推论 1 车 了 定义 在 一 区 间 上 ， 且 对 于 该 区 间 内 所 有 的 < 有 
广 (z)= 0 则 在 该 区 间 上 了 是 常数 . 
证 明 设 4 和 5 为 该 区 间 内 的 任意 两 点 , 且 4 关 5. 则 在 4,5》 
内 存在 着 某 个 = 使 


,Ce 一 Fa) 
f (0-0 1 


但 对 于 该 区 间 内 所 有 的 > 有 产 (7)=0, 故 
。 234 ~ 


一 让 区 一 了 Ca), 
b—a 


从 而 了 (9)= 了 (), 于 是 在 读 区 
间 内 任意 两 点 , 了 的 值 是 相同 的 ， 
即 在 该 区 间 上 了 为 常数 ， 

当然 ， 对 于 定义 在 两 个 区 间 
或 更 多 区 间 上 的 否 数 ， 推 论 1 不 
上 成立 (图 13). 图 13 

推论 2 ”车 了 和 9 定义 在 同一 区 间 上 ， 了 且 对 于 该 区 间 内 所 有 
的 x 有 六 (+) 一 (+》, 则 存在 着 某 个 数 c 使 f 一 yg 十 ¢. 

证 明 对 于 该 区 间 内 所 有 的 z， 我 们 有 (了 一 分” (7x)= 了 (7) 一 
9 (Z)==0, 于 是 ,由 推论 1 知 , 存在 一 个 数 使 了 一 9 =c， 

和 叙述 下 一 个 推论 , 要 用 一 个 图 14 说 明 的 术语 ， 


Fe 由 a 而 
{a) 递增 函数 人 b) 递减 函数 


定义 


若 对 于 一 区 间 内 满足 se< 的 任意 两 个 数 和 本 有 了 (ea) 一 
f GD)， 则 称 此 函数 了 在 该 区 间 上 是 递增 的 . 若 对 于 一 区 间 内 所 有 


满足 a<8 的 a 和 5 有 了 (co)>75)， 则 称 此 函数 在 该 区 间 上 是 递 
减 的 .我们 往往 简单 地 说 了 是 递增 或 递减 的 ， 在 此 情形 中 , 将 这 
个 区 间 理 解 为 子 的 定义 城 ,) 


2 


推论 3 如 果 对 于 一 区 间 内 所 有 的 有关 zz)>0 则 了 在 该 ， 
区 间 上 是 递增 的 ; 如 果 对 于 该 区 间 内 所 有 的 “有 下 (z)<0, 则 了 在 
该 区 间 上 是 递减 的 . 
证 明 考 虚 了 (2)>0 的 情形 、 设 a 和 5 是 在 访 区 间 内 的 两 
点 并 且 a<8, 则 在 (a, 太 ) 内 存在 着 菜 个 2 使 
f(s)={ 0-f(0,. 


但 对 于 (6, 耻 内 所 有 的 有 天 (5)>>0, 所 以 
f06) —f(a) 
oe > 


因 5--a>0, 故 了 (5)>> 了 (9)， 

对 于 所 有 的 x 有 产 (x)<0 的 情形 , 留 给 你 们 来 证 明 ， 

注意 , 最 然 推 论 1 和 推论 2 的 造 都 成 立 ( 并 且 是 显而易见 的 )， 
但 推论 3 的 逆 不 成 立 ， 如 果 了 是 递增 的 , 容易 看 出 , 对 于 所 有 的 z 
有 了 (2z)30, 而 且 对 于 某 个 mw 等 号 可 能 成 立 ( 考 虚 了 7) 一 123)， 

推论 3 提供 了 足够 的 信息 , 使 得 只 需 绘 出 最 少数 量 的 虚 , 便 能 
得 出 函数 图 形 的 大 体形 象 ， 再 次 考 虚 函数 f(z2》=z? 一 *， 我 们 有 

. fz)= 3 —1, 
我 们 已 经 提 到 , 当 w=~vMi/3 和 z= 一 v1f3 时 六 (7)=0, 并 且 还 
可 以 对 所 有 共 他 的 % 定 出 天 (z) 的 正 负 导 ， 注 意 , 只 有 当 
3yX2 1, 


> 
zwI73 或 xz 一 一 173 
时 , 3 一 1>0; 这 样 ,只 有 当 
—MI/3<rev L/S 
时 , 37: 一 1<0。 于 是 当 #*< 之 一 V1]3 时 于 是 递增 的 ， 在 一 /173 和 
M173 之 间 时 了 是 递 破 的 , 而 当 *>wAI75 时 了 再 次 递增 , 将 此 信 
* 2 


i 


息 结合 下 列 事实 
CD FV/I) = $3, 


f(VIT) = — $V, 


(2) f(z)=0, 当 z= 一 1,0,1 时 ， 
(3) 当 x 越 大 时 fz) 越 大 ,而 当 * 负 得 越 大 时 f(z) 负 得 
越 大 ， 
就 能 绘 出 相当 接近 真实 的 图 形 ( 图 15). 


UX) = XI 


1 
| 第 下 | 下 递增 
L i 
| | | | 
图 15 

帆 恒 注意 ， 甚 至 可 以 无 需 检查 了 的 符号 就 能 抽出 了 递增 和 递 
减 的 区 间 ， 例 如 , 因为 了 是 连续 的 ， 并且 只 在 一 wI73 和 /175 处 
告 于 堆 , 我 们 知道 在 区 间 ( 一 M173, M173) 上 了 天 恒 有 同一 符号 . 
了 (一 V173)>>f(YV173), 才 知 在 此 区 间 上 了 递减 . 同样 地 ， 在 
(V173, 00) 上 于 恒 有 同一 符号 , 井 且 对 于 大 的 x, 用 z) 很 大 , 因而 
在 (v173, co) 上 了 必定 递增 ， 另 外 一 点 值得 注意 : 如 果 了 是 连续 
的 , 则 在 两 相 邻 临界 点 之 闻 的 区 间 上 , 产 的 符号 可 以 简单 地 出 读 区 
间 内 的 任 一 x 处 了 (7) 的 符号 来 确定 ， 

我 们 所 给 的 f(z)=e:! 一 sz 的 草图 包含 足够 的 信息 ， 使 我 们 能 
够 有 把 担 地 说 一 ~M/1/3 是 一 局 部 最 大 点 , 而 M1/3 是 一 局 部 最 小 
"237 <。 


点 。 事 实 上 , 对 于 判定 一 痢 界 点 是 一 局 部 最 大 点 ,还 是 一 局 部 最 小 
点 ,或 者 两 者 都 不 是 , 我 们 可 以 给 出 一 般 的 方法 (图 16): 
《1) 落 在 < 至 边 的 某 个 区 间 内 了 盖 0 而 在 zy 右边 的 某 个 区 间 
内 子 < 一 0 则 > 为 一 局 部 最 大 点 . 
42) 若 在 zx 左边 的 某 个 区 闻 内 六 二 0 而 在 右边 的 某 个 区 疗 
内 广 汪 0, 则 x 为 一 局 部 最 小 点 ， 
《3) 车 在 2 堪 、 右 两 边 的 某 个 区 间 内 , 产 的 符号 相同 , 则 z 醋 
不 是 局 部 最 天 点 也 不 是 局 部 最 小 点 . 
《 设 有 必要 记 住 这 些 规 则 一 一 你 总 能 自己 绘 出 其 图 形 . 


.图 16 
多 项 式 国 数 都 可 以 用 这 种 方法 来 分 析 ， 并 且 甚 至 可 能 描绘 这 
类 上 函数 的 图 形 的 一 般 形 状 ， 必 为 开始 , 我 们 需要 在 习题 三 , 7 中 曾 
* 238 。 


经 提 到 的 结果 : 井 
2) 一 和 or 十 Go 128 1 十 … 十 G0， 

则 至 多 有 %* 个 “ 根 ”, 即 至 多 有 个 数 使 信 ?)=0. 虽然 这 实际 上 
是 一 代数 定理 ， 但 可 用 微 积分 给 出 一 个 容易 的 证 法 ， 注 意 , 若 色 
和 是 了 的 根 ( 图 17), 则 了 (zw1) = 了 (wz)=0, 于 是 由 罗 尔 定理 知 ， 
在 的 和 ze 之 间 有 一 数 % 使 了 2) 一 0 这 意味 着 ,车 了 有 天 个 不 同 
的 祖 训 过 之 < 之 ， 则 玉 至 少 

有 一 1 个 不 同 的 根 :一 个 在 *, 和 

Xs 之 间 , 一 个 在 ga 和 之 间 , 等 


等 ， 现 在 容易 用 归纳 法 证 明 多 项 wa x A 
式 函 数 
f(z)= Ga 十 Gt 1 十 + tio 图 17 


至 多 有 m 个 根 ;: 对 于 % 二 1， 这 个 陈述 当然 成 立 ， 如 果 我 们 假设 它 
对 于 # 也 成 立 , 则 多 项 式 
g(r)—=Pb tt bBo 
不 可 能 有 超过 # 二 1 个 根 ， 因 为 如 能 超过 ， 则 终 将 有 # 个 以 王 
的 根 . 
有 了 这 个 信息 ,不 难 描绘 
f(t)= 062" + Grr" 二 二 to 
的 图 形 . 

其 导数 ,作为 # 一 1 次 多 项 式 函 数 , 至 多 有 nn 一 1 个 根 ， 所 以 了 
至 多 有 # 一 1 个 临界 点 、 当 然 , 一 个 临界 点 不 一 定 是 一 局 部 最 大 点 
或 最 小 点 , 但 无 论 如 何 , 若 4a 和 5 是 了 的 相 邻 临界 点 , 则 因 六 是 连 
续 的 ， 故 在 (o, 妨 上 了 或 保持 正 或 保持 负 ， 因 此 在 (o 5) 上 于 不 是 
递 塔 就 是 递 碱 ， 于 是 了 至 多 有 个 递增 或 递减 的 区 域 ， 

作为 一 个 特例 , 考虑 下 面 的 国 数 

17)=7— 2 
* 2 = 


ri 


因 Fr)= dr — dr= dir 1) (2+ 1), 
故 玫 的 临界 点 是 一 1,0, 和 1, 并 且 

f(—D)=~}, 

f00) =0, 

f01)=—1. 

在 临界 点 之 疗 的 区 间 上 了 的 性 杰 可 用 以 前 提 到 的 方法 中 的 一 
种 来 确定 。， 特 别 ， 我 们 只 要 考察 关 (2) 的 表示 式 , 便 能 确定 在 这 些 
区 闻 上 下 的 符号 ， 另 一 方面 , 光 由 这 三 个 临界 值 我 们 就 能 看 出 
在 (一 1, 0}) 上 于 递增 ， 在 (0, 1) 上 了 递减 (图 18)。 为 了 确定 在 
《一 oo, 一 ]) 和 (1, co) 上 了 的 符号 , 我 们 可 以 计算 

六 (一 分 一 4 ( 一 2 一 4 (一 2) = 一 24， 

六 (2) 一 4.23 一 4.2 一 24，.， 
从 而 断定 在 (一 0o, 一 1) 上 了 是 递 碱 的 ,而 在 (1, co) 上 了 是 递增 的 ， 
这 些 结论 也 可 以 由 下 列 事实 得 到 : 对 于 很 大 的 “以 及 负 得 很 天 的 
x, f(7) 吉 是 很 大 的 . 


图 18 : 图 区 
我 们 已 经 能 绘 出 读 图 形 的 大 概 形状 ; 另外 两 虚 信 息 , 提供 了 再 
后 一 笔 ( 图 19)， 第 一 , 当 z=0, 土 V 也 时, 容易 确定 fr)=0; 第 
二 , 了 显然 是 个 函数 ，f(2)= 了 (一 x), 融 基 图形 关 于 直立 轴 是 对 称 
的 ， 在 图 15 中 绘 出 的 汕 数 Zz)=z* 一 zx 是 奇 函 数 ，f(#)= 
* 240 * 


一 九 一 ,因此 ， 它 关于 原点 对 藉 ， 一 开始 就 注 翟 到 这 些 情况 , 作 
图 的 工作 可 以 省 掉 一 半 . : 

在 本 章 和 后 炙 各 之 中 的 有 些 问 题 需要 你 绘 出 函数 的 草图 ， 在 
每 种 情形 中 , 你 应 确定 

(3) 了 的 临界 点， 

《2》 了 在 临界 点 的 值 ， 

(3) 在 临界 点 之 间 的 区 域内 疡 的 符号 ( 若 此 符号 还 不 清楚 )， 

(4) 使 1z)=0 的 数 =( 如 果 可 能 的 话 )， 

(5) 当 zx 变 得 很 大 或 负 很 大 时 有 z) 的 性 坊 (如 果 可 能 的 话 ) 
最 后 , 记 住 迅 速 检 查访 函数 是 否 奇 函 教 或 偶 函 数 , 可 以 节省 很 多 工 
作 量 . 

这 种 分 析 , 如 时 仔细 进行 , 往往 能 显 名 出 图 形 的 基本 形状 , 但 
有 时 有 些 特 点 需要 稍 加 思考 ， 这 些 特 点 虽然 不 可 能 全 部 预料 到 
但 有 一 个 情况 往往 是 很 重要 的 ， 如 果 了 在 某 些 点 无 定义 (例如 , 了 
为 分 母 在 某 些 点 等 于 零 的 有 理 函 数 ), 那么 在 这 些 点 附近 了 的 性 态 
必须 确定 . 

例如 , 考虑 下 列 函 数 

* 一 
fo) = 
它 在 1 处 无 定义 ， 我 们 有 


rr 一 起 (2 一 2 一 (位 一 2 十 27 
fr) 


Xr—2) 
(xz— 1)*° 
于 是 (I) 了 的 临界 点 是 0, 2. 
另外 ， 《27 大 及 一 一 2， 
天 321) 一 2 


因为 了 不 在 整个 区 间 (0 2) 上 有 定义 ， 所 以 必须 分 别 在 区 间 
9 2A4E 


{0, 二 和 (1 分 上 拟 及 在 区 间 ( 一 如 ,人 和 ({2, co) 寺 确定 六 的 符号 ， 
我 们 在 这 些 区 间 的 每 外 区 间 中 选取 特定 的 点 ,或 者 只 要 注意 了 的 
式 子 , 就 能 确定 记 的 符号 ， 无 论 用 哪 一 种 方法 , 我 们 都 能 得 到 
《3) (rz)0 当 z<0 时 ， 
P(z)<0 当 0<xz<1 时， 
7 (zy<0 当 1<xz< 2 时 ， 
F(z)>0 当 23<Y 时 ， 
基 后 , 我 们 必须 确定 x 变 得 很 大 或 负 的 很 大 时 , 以 及 当 2 趋 近 
1 时 入 #2) 的 性 杰 ( 此 情况 还 将 为 我 们 提 殿 确定 了 递增 和 递减 的 区 
域 的 另 一 种 方法 )， 为 了 检查 当 守 变 大 时 的 性 态 , 我 们 写 
N02 一 2* 十 2 _ 1 ， 
x—1 tl 
显然 当 # 很 大 时 所 2) 接 近 w 一 1( 并 且 比 x 一 1 稍微 天 些 )， 而 当 * 
为 很 大 的 负数 时 入 7) 接 近 x 一 1( 但 比 4 一 1 稍微 小 些 )， 在 1 附近 
了 的 性 坊 也 容易 确定 , 因为 
lim (x?—2%+2) =1z0, 
希 以 当 ? 由 上 方 趋 近 1 了 时, 分 数 
Xx:—2r 二 2 
XxX—1 
变 得 很 大 , 当 w 由 下 方 趋 近 1 时 , 这 个 分 数 变 得 负 的 很 大 , 
虽然 所 有 这 些 情 况 好 象 有 点 支离破碎 ， 而 只 有 一 个 方法 能 把 
它 人 台 在 一 起 (图 20); 相信 你 能 说 明 图 形 的 每 一 特点 ， 
当 绘 出 此 草图 之 后 ， 我 们 注意 到 它 好 象 是 把 一 个 奇 函 数 移 动 
i 半 位 后 的 图 形 , 而 下 式 


o2 一 2y 十 2 (zt—1):+1 
W 一 1 zx—1 


二 人 w 一 1 十 


说 明 情 况 确 实 如 此 ， 这 种 特点 只 有 在 你 由 其 他 信息 措 清 了 图 形 的 
*，242 。 


大 阁 驼 廊 之 后 , 才 得 以 研究 ， 
虽然 函数 的 局 部 最 大 和 最 小 的 位 置 ， 总 能 在 详细 地 给 出 它 的 
图 形 后 表现 出 来 ， 但 通常 无 露 这 么 做 。 有 一 种 判断 局 部 最 大 和 最 
小 的 通俗 方法 , 这 种 方法 只 依 环 钉 数 在 其 临界 点 的 性 坊 ， 
定理 5 设 六 (9)=0， 车 六 (9) 汪 0， 则 了 在 4 处 有 一 局 部 最 
小 值 ; 若 产 (9)<<0, 则 了 在 4 处 有 一 局 部 最 大 值 ， 
证 明 根据 定义 
ft 
因为 产 (9) =0, 故 上 式 可 以 写成 
f(D)= lm 
现在 假设 了 (9) > 和 0 则 对 于 证 丰 小 的 了 (a 十 如 /必定 是 正 的 ， 
因 引 : 
对 于 足够 小 和 的 >0， 于 (9 二 有 癌 必定 是 正 的 ; 而 对 于 是 及 小 的 
这 0 天 (9 十 各 必定 是 负 的 。 


fat of (oo) 
一 


fF Cat. 


= 243。 


这 意味 着 (推论 3) 在 a 右边 药 某 区 间 内 了 是 递 载 的， 而 在 e 
左边 的 某 区 间 内 了 是 递减 的 ， 因 此 , 了 在 处 有 一 局 部 最 小 值 . 
关于 f"(a)<<0 的 情形 的 证 明 是 类 似 的 . 
定理 5 可 以 应 用 于 曾经 考 卡 过 的 函数 fz)=x* 一 x， 我 们 有 
Ff (2)=3x:—1, 
| 六 (27 一 6x。 
在 临界 点 一 M1f3 和 /173, 我 们 有 
六 (一 ww IT713) = 一 6wv173<0， 
六 CA173) 一 6 173>>0. 
因 比 , 一 M173 是 一 局 部 最 大 点 , 和 而 M173 是 一 局 部 最 小 点 . 
虽然 定理 5 对 于 多 项 式 函 数 很 有 有 用， 但 许多 锰 数 的 二 阶 导 数 
较 复 杂 , 以 致 考虑 一 阶 导 数 的 符号 会 更 容易 些 ， 另 外 , 如 果 o 为 f 
的 一 个 临界 点 ,， 有 可 能 出 现 了 (a) =0、 在 这 种 情况 ， 定 理 5 提供 
不 了 任何 悄 息 ; a 可 能 是 一 局 部 最 大 点 或 一 局 部 最 小 点 或 两 者 都 . 
不 是 , 如 下 列 函 数 ， 
(2 一 一 吉大 让 一 2 (2) = 


jy = co -< 


人 fb) (Ce 
图 21 
的 图 形 ( 图 21) 所 示 , 在 每 种 情形 中 ， 虽然 F(0) = 了 (9 一 0 但 在 第 
一 种 情形 中 , 0 是 一 局 部 最 大 点 ; 在 第 二 种 情形 中 ，0 是 一 局 部 最 
小 点 ; 而 在 第 三 种 情形 中 ，0 既 不 是 局 部 最 大 点 也 不 是 局 部 最 小 


版 。 这 个 问题 将 在 第 四 部 分 里 继续 进一步 研究 , 
。244 。 


有 趣 的 是 我 们 注意 到 定理 5 自动 地 还 明 它 的 部 分 逆 定 理 . 

定理 6 假设 六 (a) 存 在 ,车 了 在 a 处 有 一 局 部 最 小 值 , 则 
六 (9) 庆 0; 若 了 在 a 处 有 一 局 部 最 大 值 , 则 f(a)<<0. 

证 明 假设 了 在 = 处 有 一 局 部 最 小 值 ， 如 果 产 '(o)<0， 则 由 
定理 5 知 , 了 在 s 处 也 将 有 一 局 部 最 大 值 ， 于 是 在 包含 的 某 个 - 
区 间 内 了 了 将 为 常数 , 于 是 加 (=0， 是 一 邓 盾 ， 因 而 我 们 必然 有 
六 (20 

局 部 最 大 值 的 情形 可 以 同样 证 明 .， 

(定理 5 的 这 个 部 分 道 定理 是 我 们 所 能 希望 的 最 好 的 结果 : 六 
和 所 号 不 能 用 > 和 < 来 代替 ， 如 函数 fz)=zt 和 fz) 二 一 w+ 所 
示 , ) 

本 之 的 剩 佘 部 分 里 , 不 是 解决 图 形 的 绘 靶 或 最 大 和 最 小 向 题 ， 
而 是 讲 中 值 定理 的 三 个 推论 ， 第 一 个 是 简单 而 又 漂亮 的 定理 , 它 
在 第 十 五 章 里 将 起 重要 作用 ， 并 且 也 阐明 在 以 前 各 章 中 所 出 现 的 
许多 例子 . 

定理 7 假设 了 在 “处 连续 ， 且 对 于 在 包含 w 的 某 个 区 间 内 
的 一 切 z( 可 能 z=a 除 外 ), PCz) 存 在 ， 另 外 ， 假设 iimf"+) 存在 ， 
则 天 (a) 也 存在 , 并且 

f(a) = limf'(r). 
证 明 ”根据 定义 ， 
f= 地 
对 于 足够 小 的 >0, 函数 于 在 La, e+ 如上 连续 , 并 且 在 (9, ag 十 加 
上 可 微 (对 于 足够 小 的 <0, 类 似 的 论断 也 成 立 )， 由 中 和 值 定 理 
知 , 在 (ee 士 下 内 有 一 数 内 使 
fat+h)—f(a) 
ef (0). 


flath)—f(a) 
站 。 
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现在 当天 趋 近 0 时 必 赵 近 a 因为 邮 是 在 (a a+ 胡 之 内 .又 因 

limf(z) 存 在 , 故 

(ath)—f (a) 
a 


f= lim = limf" (aa = limf'(z). 
《最 后 一 步 ,， 我 们 处 理 得 多 少 有 点 不 够 形式 化 ， 晤 好 用 严格 的 e- 
语言 来 证 朋 .) 


即使 了 是 一 全 处 处 可 微 的 国 Be 
数 , 但 产 仍然 可 能 是 不 连续 的 , 
例如 , 设 
»,.: 1 
ro si 元， ZF 从 
心 站 一作。 图 让 


依照 定理 7, 了 的 图 形 无 论 如 何不 可 能 呈现 如 图 22 所 示 的 这 
种 形式 的 不 连续 性 ， 第 39 题 略 述 另外 一 全 很 漂亮 的 定理 的 证 明 ， 
该 定理 给 出 关于 蔷 数 六 的 更 多 的 信息 ， 
下 一 个 定型 是 中 值 定理 的 推广 ,之 所 以 对 它 感 兴趣 , 主要 是 因 
为 它 有 用 . 
定理 8 ( 柯 西 中 值 定理 ) 设 f 和 9 在 [4,68] 上 连续 ， 且 在 {a， 
8) 上 可 微 , 则 在 ta,) 内 存在 一 数 z, 使 得 
[ff gr = — gn Fx). 
(如 果 98(8) 天 go ， 且 92) 关 0 这 个 方程 可 以 写成 
于 (0 一 7 Fz) 
gog) gr) 
注意 ， 如果 对 于 所 有 的 z 有 992)}=zx, 则 gz)=1， 从 而 我 们 得 到 
中 值 定理 ， 另 一 方面 , 将 中 值 定理 分 别 应 用 于 和 9， 我 们 得 到 ， 
在 (%, 引 内 存在 x 和 yg 满足 


fb) f(a) _ fF), 
go —g(a gy)” 
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[| 


全 不 


但 无 法 保证 用 这 种 方法 求 出 的 > 和 8 相等， 这 些 讨论 可 能 使 我 们 
以 为 柯 西 中 值 定理 很 难 证 明 ， 租 实际 上 只 要 用 最 简单 的 技巧 就 
行 了 .》 

证 明 设 

Az)=f(z) 9 —g(0) J 9 — fe], 
则 矿 在 [4, 5] 上 是 连续 的 ,在 ta,8) 上 是 可 微 的 , 并且 
A =f 096) — g(a)f 6) =h(6), 
由 罗 尔 定理 知 , 对 于 (qa, 5) 内 的 某 个 2 有 x)=0, 这 意味 着 
0=f(2) 90 — gD gD HD 

柯 西 中 值 定理 是 证 骨 下 列 定理 的 基本 工具 ， 此 定理 能 使 下 列 

形式 的 极限 


的 计算 变 得 容易 , 其 中 f(z) 和 g(x) 有 
limf(z)=0 和 limg(z) 一 0， 
在 此 情形 中 ， 第 五 章 定理 2 没有 用 ， 每 个 导数 都 是 这 种 形式 的 极 
限 ,计算 导数 往往 很 费事 ， 然 耐 , 如 果 已 知 某 些 导数 , 那么 现在 就 
能 容易 求 出 许多 这 种 形式 的 极限 
定理 9 ( 罗 必 堵 法 则 ) ”假设 
limf(z)=0 和 limg(*)=0, 
并 假设 imP(z)19'(z) 在 在 ， 则 limf(z)/9(z) 存 在 , 并 且 
limt Dim 
mger)™ lngezy 
(注意 ,定理 7 是 一 特殊 情形 . ) 
证 明 lim 下 (z)/g"(*) 存 在 之 假设 暗含 两 个 假设 : 
(1) 存在 一 个 区 闻 (g 一 6,a+6)， 使 得 对 于 (4 一 6,q++6) 内 的 
。247 。 


Ee ma 一 一 和 = 一 ww 


一 切 z( 也 许 w=a 除 外 ), (z+) 和 gx) 存在 ， 
《2)》 在 该 区 闪 内 (x*=4 可 能 再 次 例外 )g'(7z) 寺 0. 
另 一 方面 ， 甚 至 没有 假设 了 和 9 在 4 处 有 定义 如果 我 们 定义 
(9) 二 9g(9) 一 0( 如 有 少 要 ,改变 前 面 了 (0) 和 9 中 的 值 ), 则 了 和 yg 
在 4 处 连 线 。 当 a<x<a+6 时, 将 中 恒定 理 和 柯 西 中 值 定 理应 用 
于 区 间 [a，o 上 的 了 和 9 对 于 ae 一 5<y<a 也 车 这 样 做 )， 先 将 中 
值 定 理应 用 于 9 我 们 得 到 9Cz) 考 0, 国 若 U2)=0, 则 在 (oo 内 
将 存在 某 个 使 得 9 (0D =0, 与 (2) 了 矛盾 ， 现 在 将 柯 西 中 值 定理 
应 用 于 于 与 多 我们 发 现在 ta, 和 内 有 一 数 xz 使 得 
[f(z)—019'(e) = [997)— 0 (Ce) 


f(7) _ fF (os) 
或 gr) (ao 
成 六 ， 而 当 z 趋 近 4 时 ，&: 趋 近 we， 因为 % 是 在 (4, 区 之 内 ， 
limf' {9/9 (的 存在 , 故 


Dali -np 人 


sso) a CU) ad CH) 
(再次 请 读者 补充 这 部 分 证 明 的 细节 . ) 


习 是 
1， 对 十 列 各 国 数 用 下 面 的 方法 求 指定 区 间 上 的 玫 大 和 最 小 值 : 求 该 区 间 
内 导数 为 0 的 点, 并 将 在 这 些 点 的 函数 值 与 在 端点 的 函数 值 相 比较 . 


(下 Y) 一 2 一 4 一 Sr 十 在 [一 2, 2] 上 ， 
(ii fT)=r Tr 二 1 在 [一 1, 13 上 ， 
(iii) fl(2) 30:— B04 6 如 | -去 ， 去 外， 
(iv) 尖 z) 一 HT 三 -去 :| 
(TD)= 全 1 如 -去 此 
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(vi) Fiz) 一 二 在 [0, 5 上 ， 


2， 给 出 第 工 题 中 每 一 乓 数 的 章 丕 , 并 求 所 有 局 部 最 大 和 最 小 点 ， 


3，、(a) 设 @ 一 …<aw, 求 天 T= 这 (2 一 00)? 的 最 小 值 . 


和 二 上 


*fb) 现在 求 Kz)= 之 [zy 一 sr| 的 最 小 值 ， 对 二 这 一 题 ， 微 积分 一 点 


j=1 
也 用 不 上 ， 在 各 个 ai 之 阿 的 区 同上 , 函数 f 是 线性 的 ， 因此 晤 小 
显然 发 人生 在 这 些 上 中 的 一 个 ， 而 恰好 在 这 些 点 , 了 不 可 微 ， 然 而 ， 
如 果 浆 考 碟 由 一 个 这 样 的 区 间 移 至 另 一 区 间 时 所 *) 是 怎样 变化 
的 , 就 容易 找到 答案. 
*(e) 设 g>0， 证 明 


He) TTT + st 
的 重大 值 是 (2 十 的 Et 十 四 《可 以 分 别 求 出 《一 名 ,， 站，(0, 9) 和 和 
Ca, 9) 千 区 问 上 的 导数 ,》 
4， 求 下 列 各 函数 的 局 部 最 大 和 粗 小 点 . 
,EFT 
5S， 光 二 $3 
(i) f(#)=4—3, z=5 
| 9, z=7 
7， = 二 4. 
0, 2 为 无 理 数 
179， X= 了 了 1g. 了 /9 为 其 约 分 数 ， 
tf， 沟 有 理 束 
0，zr 为 无 理 数 ， 
1 8 一 TI % 在 NN 内 
0, ZA 
I， 当 儿 的 十 进 小 数 表示 包含 一 个 5 时 
Cv) f= 区 他 地 方 
5。 由 点 (0, 中 引 一 直线 至 水 平 轴 ， 然后 折 至 (1 他， 如 图 23 所 示 . 证 明 : 
当 角 a 导 太 相等 时 其 总 长 度 最 短 ，《 当 然 你 必须 为 该 图 引进 一 个 函数 : 
249 。 


GD fa) 一 | 
Ciii) fc)=} 


Giv) Fo 一 


将 长 许 用 了 表示， 其 中 他 们 是 水 平 轴 上 的 一 点 ,图 23 中 的 虚线 提出 
一 全 可 供 选 择 的 有 几何 证 法 ， 无 论 哪 一 种 情形 , 读 崩 无 需 实际 求 出 点 {2 
作 就 能 得 到 解决 .> 


1 Bb) 


(0, a} 


图 23 
6， 证 明 在 已 知 局 长 的 一 切 撮 形 中 , 正方 形 有 最 大 的 面积 . 
7 在 固定 体积 的 直立 圆柱 中 ， 求 有 最 小 表面积 (包括 顶 耐 和 底面 的 面积 ， 
如 图 24 所 示 ) 的 一 个 ， 


表 硬 积 是 这 
些 面 积 的 和 


图 好 图 25 


38， 图 25 所 示 为 了 的 导数 的 图 形 ， 求 了 的 所 有 局 部 最 大 和 最 小 点 。 

*9， 讽 了 为 一 多 项 式 函 数 , 并 了 一 名 十 60-102 十 … 十 ge， 临界 点 为 一世 1 
2, 3, 4, 相应 的 临界 值 为 6, 1, 2, 4 3， 按 nn 是 情 数 和 #* 是 奇数 的 情形 分 
别 绘 出 了 的 草图 ， 

*10。 (a》 恨 设 多 项 式 函 数 玉 7) 一 #2* 十 qn-x"! 十 … 十 Go 有 临界 点 一 1, 1, 2 
3, 并 且 了 (一 由 =0, 01)>>0, 了 (2)<<0, "(3)=0， 在 这 些 信息 的 基 
础 上 , 尽 可 能 精确 地 给 出 了 的 图 形 。 

(b) 有 没有 一 允 项 式 国 数 具有 上 列 性 质 , 不 过 3 不 是 临界 点 . 
11， 绽 一 有 理 函 教 的 图 形 (与 课文 中 绘制 允 项 式 函 数 的 图 形 相关 似 , 要 用 一 
= 250 3 


*13. 


1#. 


16. 


般 表 示 式 )， 


- (a) 证 明 吉 次 和 二 次 的 两 个 多 项 式 衣 数 至 多 相克 于 max (mw 2) 个 点 . 


(b) 对 于 每 个 绍 和， 求 相交 maxtm, 吉 议 的 戎 个 二 和 次 的 多 项 式 
函数 . 

(a) 设 包 项 式 函 数 入 7)=z" 二 ga-1z" 十 十 正好 有 个 临界 点 ， 
且 对 于 所 朋 临 办 点 * 有 "(x#) 陈 0. 证明 一 上 是 奇数 

fb) 对 于 每 个 休 证 明 : 如 果 一 5 是 奇数 的 详 ， 有 一 如 次 多项式 国 数 
了 县 有 个 临界 点 . 

(0) 设 和 多 项 式 函 数 大 2 一 2 二 如 -ie 十 … 十 go 有 栈 个 局 部 最 天 点 和 
如 个 局 部 最 小 点 证明: 若 # 汐 个 数 则 如 = 如 十 1, 车 % 为 奇数 则 
光 > 二 起 1， 

(9) 设 m 机 ,和 是 三 不 整数， 并 且 当 呈 为 偶数 时 她 = 和 十 1， 当 于 为 奇 
笋 时 如 二 名; 以 及 和 十 二 n， 证 明 : 有 一 4 次 多项式 函数 , 有 如 
个 局 部 最 大 点 和 如 个 局 部 最 小 点， 提示 : 取 mc<as<<…< 一 qinks 
并 对 于 一 适当 前 数 i 试 这 


二 上 直 下 二 


fr)= HT Gat 


i=1 
(a) 和 证明; 车 淋 于 a， 梓 内 所 有 的 有 了 (2) 这 奸 ， 则 天 四 衬 f() 十 
MD— DD 可 
{b) 证 明 : 若 对 : 于 rw, 四 内 所 有 的 x 有 f (sem, 则 fb) f(a) + 
神 ( 硬 一 性 } 。 
(9 当 对 于 fa 到 内 所 有 的 “满足 了 (5)1 < 冯 时 ， 试 写 出 一 个 类 僻 前 
定理 ， 


， 但》 设 对 于 所 有 和 的 x* 有 六 (?) 一 g(#)， 并 且 了 (oD) =ytq)， 证明: 当 z 


>a 时 fz)>9(7), 而 当 #<a f(r)<gt), 
(b) 举例 说 明 若 无 站 (@D) 一 gta) 的 假设 , 则 这 些 结论 不 成 立 . 
求 满 足下 列 各 式 的 所 有 函数 下 
ia)y 于 fr) 一 ny 
(by fCr) Ks, 
(ey Fr lr)= e+ 2, 


”虽然 一 重 物 由 甬 正 开始 下 落 经 +t 秒 后 下 汞 sCt)=16t2 英尺 是 正确 的 ， 


但 是 这 个 实验 得 来 的 事实 梁 有 涉及 向 上 抛 或 向 下 撕 重 物 的 性 雯 ， 另 一 
*»* 2S1 + 


18, 


*19, 


20. 


方面 , a*(#4)=32 总 是 对 的 , 而 用 它 来 说 明 由 任何 高 度 , 以 任意 初速 搜 

出 一 草 临 的 性 态 , 是 很 含糊 的 。 为 简单 起 见 , 我 们 规定 由 地 平面 向 上 测 

量 高 度 ; 在 此 情形 下 ,， 上升 移 体 的 速度 是 正 的， 而 下 落 息 体 的 速度 是 负 

的 , 并 且 所 有 物体 按照 a"#)= 一 32 规律 下 落 . 

{a) 证 明 8 具 有 8(#) 二 一 16 失 十 qa4 十 户 的 彩 式 . 

(b) 将 #=0 代 人 甘于 # 的 公式 , 然后 代入 关于 a 的 公式 , 证 明 (站 
二 一 16 太 十 vot 十 80， 其 中 so 为 物体 在 时 刻 0 抛 出 时 的 高 谋 , 而 to 
为 物体 描 出 时 的 速度 . 

(6) 一 重 物 以 速度 4 英尺 /种 由 地 平面 向 上 撼 , 能 扶风 高 (多 商 " 指 "全 
部 时 间 内 最 大 商 度 千 了 于 凶 少 ")? 在 达到 它 的 最 去 高 度 的 时 刻 它 
的 速度 等 于 多 少 s 在 那 时 刻 的 加 速度 等 隆 多 少 f 什么 时 悍 它 将 再 
说 到 地 面 ? 当 再 磁 到 地 面 时 , 它 的 速度 靠 于 多 少 ? 

一 炮弹 由 地 面 座 速度 v 和 夹 角 发 射 (图 2 介 , 于 是 其 速度 的 直立 分 量 

为 vsina 和 水 平分 量 为 pcosw， 它 在 地 面 上 的 距离 人 门 服从 #2== 

一 164: 十 (vsina)t 这 个 规律 , 而 其 水 平 速度 仍 恒 为 vcosa. 


轩 26 

(a) 证 明 弹 道 是 一 抛物 线 ( 求 出 每 一 时 刻 + 的 位 置 , 并 证 朋 这 些 点 在 一 
抛物 线 上 )， 

(b) 要 使 炮弹 蓝 到 地 面 之 前 所 经 过 的 水 平 距离 为 最 大 , 划 a 应 为 多 少 ? 

(a) 试 举 一 印 数 子 的 例子 , 使 lmf(z) 存 在 ,但 limf"(z) 不 存在 . 

tb 证明: 如 果 lim 所 +) 和 limf"(z) 都 存在 , 则 HimPP(z) 一 0. 

(e) 征明: 如 果 lim 也 2) 以 及 lim ff(z) 都 存在 , 则 limf*(z)= 0, 并 
且 还 有 lim (2) 一 0. 

《d) 推广 这 个 结果 

设 了 和 9 是 两 个 可 微 函 数 , 它们 满足 f4' 一 9=0。 证明: 若 4 与 5 是 


4 ZZ. 


21, 


22, 


23. 


24. 


*25, 
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#27. 


28, 


了 的 相 邻 的 零点 , 并 且 9(9) 和 9(0 不 同时 为 小 则 在 6 和 8 之 间 有 某 个 
7 庙 是 J(#)=0。，{ 车 特 了 和 4 对 换 ， 同样 的 结果 当然 成 立 ! 这 样 ,了 了 和 和 
9 的 零点 答 此 分 开 . ) 提示 : 对 于 在 4 和 5 之 间 所 有 的 #» 很 设 9(Y) 关 0, 
由 此 引出 一 个 矛盾 ， 邵 困 一 数 不 为 0， 谣 有 一 个 很 自然 的 情况 和 它 
有 关 ， 
设 | 有 2 一 了 | 所 {2 一 护 *， 凑 中 1， 通 过 考 虚 了 证 明了 是 常数 ， 
与 习题 三 ,20 相 比 园 . 
证 明 : 若 

时 十 全 十 … 十 站 全 一 0 
区 对 于 [0, 1] 内 的 某 个 z+ 有 

qt 十 十 gnz* 二 0, 

证 明 多 项 式 冰 数 了 (Ff) 二 2 一 34 十 要 在 [0, 1] 内 决 不 会 有 两 个 根 ， 不 论 
州 是 过 消 , 《这 是 罗 杀 定理 的 一 个 容易 的 推论 ， 在 给 出 分 析 证 明之 后 ， 
纤 了 和 广 的 图 形 , 并 考 虚 fu 的 图 形 与 它们 的 关系 .) 
恨 讼 了 在 [0, 1] 上 连续 并 且 可 微 ; 对 于 每 个 x，f(z) 在 [0, 1 内 ;并且 对 
于 [0,1] 内 所 有 的 友 站 (5) 兰 1， 证 明 在 [0, 1] 内 恰好 有 一 数 二 使 刀 z) 
= 一 YX {这 一 题 有 一 半 在 习题 七 , 11 中 已 经 完成 ,) 
和 证明: 车 f 为 二 次 可 得 函数 且 ft0) 一 D9 和 f(1)=1, 拟 及 (0) = 了 (1) 
一 0 则 对 于 [0, 1] 内 的 菏 个 z 有 | 六 (7)| 室 4， 更 形象 地 说 : 一 质点 在 
单位 时 间 内 移动 单位 距离 , 开始 和 终止 时 的 速度 都 是 0， 那么 在 某 时 刻 


有 如 速度 六 4， 提 示 : 证 明 不 是 在 | 支 ] 内 某 点 sf*(z)>4， 就 是 在 
仁 1 | 内 基点 EA fF) 一 4 


设 子 为 一 函数 ， 有 六 (5)=1/zx( 对 于 所 有 的 * 守 站 而 1)=0. 证 明 ; 
对 于 所 有 的 ws #>0 有 了 (zy) = 和 2) 十 fy)， 提 示 : 求 9(7)， 共 中 
g(r)= f(y). 
设 了 满足 

fx)+F (Tg) — fz)=0, 
其 中 9 为 某 一 函数 ,证明 : 苦 了 在 两 点 为 0， 则 在 这 两 点 之 间 的 区 各 
上 于 就 是 0 提示; 用 定理 6. 
设 隆 为 4 次 可 微 且 对 于 十 1 个 不 同和 的 x 有 x}=0， 证 明 : 对 于 基 


» 233. 
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29. 


30. 


31, 


#2 


33, 


34. 


35. 


36. 


个 x 有 f(z)=0. 
证 明 
1 一 1 
F<V6—8<3- 
(66 不 用 算 到 2 位 小 数 !) 
证 明 下 列 中 值 定 理 的 极 简单 的 推广 : 设 了 在 (e 旭 上 疾 续 和 可 袜 , 并 且 
limf(y) 和 limf(y) 存 在 , 则 在 (a, 态 内 有 某 个 = 合 
_ lwf GD) -limf Cy) 
(你 的 证 明 应 这 样 开头 : “这 是 中 值 定理 的 一 个 显然 的 推论 , 因为 …”) 
证 明 : 在 附加 假定 g(9) 关 g (四 以 及 六 (7) 和 全 (zy 在 (4, 如 主 不 同时 
为 0 之 后 , 柯 西 中 情 定 理 的 结论 可 以 写成 下 列 形 式 
f(D fo) _F rx) 
gb —g(ay gr) 
证 明 : 车 了 和 yg 在 [总 上 连续 并 且 在 (9,5) 上 可 微 , 而且 对 于 (q, 机 内 
的 x 有 gy’ (Ff) 才 0, 则 在 (wm,8) 内 有 基 个 + 使 
Fz) 大 2 一 Fo) 
ge) gb — gt) 
提示 ; 先 乘 出 来 , 看 它 实 际 上 表示 什么 . 
下 式 应 用 里 必 禾 法 则 错 在 何 处 : 
lim® + 2 _ im 区 -lim 兴 =3. 
zt 一 3 十 2 rz 2 一 了 12 
(实际 上 其 极限 是 一 4. ) 
求 下 列 稻 限 : 


0 limrahz 


DSS 一 上 
(ii} lim 3 ， 
EF] 


设 


HE) 0 
flr)= 吓 
0. 才 一 站 


以 及 9(0=8 (0) = 一 0 和信 (0 一 17， 求 帮 (0， 
正明 下 列 开 区 的 罗 必 洪 法 则 (无 震 在 全 本 质 上 新 的 理由 )。 
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(a) 车 im f(z)= Jim g(2)=0 和 lim( 了 (2)/g'(z)) 一 则 
im (f(z)/g(z)) 一 1 对 于 从 下 方 丐 近 的 极限 亦 然 )， 
(b) 着 tim fz)=limg(z)=0 和 lim((2)jg'(z》 一 oo, 则 
lim (fx) /gq(2)D) 二 co{ 对 于 一 00， 或 将 X->9 换 成 7-> 4? 或 fz0-， 


才能 成 立 ). 
(Ce) 着 limf(z)=limgtz)=0 和 lm (f(z779 (2 一 则 


lim ‘fx ig(TD) =?( 对 于 一 0% 亦 然 )， 提 示 : 考 碟 : 
lim Lf lr) g(x} 


以) 车 tas) imges) 0 和 lim fr =e, 则 
lim Gs)/g()) 一 


还 有 一 种 形式 的 罗 必 塔 法 则 , 它 需要 更 多 的 代数 运算 ; 车 
lmf(s) =limg(s)=00 


和 
| Tm (f(x)g (2) =L, 
则 limtfCz)/9(z) =1. 
证 明 如 下 。. . 
(a) 对 于 任意 * 一 0 有 一 数 4 使 得 当 #>a 时 重 寡 
F(z) i|. 
prey |<e. _ 
将 柯 丁 中信 定 理应 用 于 [es zJ 上 的 了 和 9 来 证 明 , 对 子 z>4 有 
Ff 
HT) gt0) 中 < 
(为 什么 我 们 能 假设 gx) 一 gq) 07) 
(b) 现在 写 . 


flz)_ fa-fao fr) gr) go) 
5) g(r ga) Fifa gr) 


(为 什么 对 于 很 大 的 2 我 们 能 根 定 不 2 一 fo 天 0) 并 医 定 对 于 
足 态 大 的 * 有 


TD 
yry | <2e. 


= 255 0. 


38.。 为 了 补 爹 各 种 形式 的 罗 必 塔 法 则 ， 用 第 37 题 来 证 明 下 列 一 能 陈述 中 


#39. 


中 4 站， 


*41, 


i 


举 计 生字， 
本 44- 


的 几 个 情形 (可 能 的 情形 多 得 很 , 你 自选 一 些 有 兴趣 前 来 证 明 ): 
着 Jimf(z) 一 Img(z) 一 和 im 了 (zs)79 (2)=( ) 到 


Him (f(s)/9(2) = ). 


这 里 [ ] 可 以 是 或 4 或 oa- 或 oo 或 一 co， 而 { 可 以 是 0 或 oo 或 

一 ce， 以 及 ( ) 可 以 是 1 或 吕 或 一 00. 

(a) 髓 设 了 在 [a, 8] 上 可 微 , 证明 : 若 了 在 [e 5] 上 的 最 小 慎 在 4 处 取 
得 , 则 了 (0D) 汪 0， 如 果 它 在 5 处 取得 则 了 (5) 二 0。 (用 定理 1 的 
证 明 的 一 半 就 能 完成 本 巅 的 证 明 , ) 

b) 很 设 六 (@) <<0 和 让 (5)>>0. 证 角 : 对 于 (a,， 四 内 的 大 个 + 有 
(x}=0， 提 示 : 考虑 在 Le， 妇 上 了 的 量 小 值 ， 为 计 么 它 必 定 在 
(a, 切 肉 的 某 处 + 

(e) 证 明 : 车子 (的 < 天 e<< 站 二 则 对 于 (ea 切 内 的 基 个 冯 有 产 (z) 一 e- 
《这 个 结果 称 为 达 布 定理 , ) 提示 : 构造 一 个 栓 当 的 函数 ， 使 b) 对 
它 能 应 用 ， 

容易 找到 一 范 婉 了 使 用 可 微 但 f 不 可 微 ， 例 如 ,我 们 可 以 取 f(z) 

=1, 对 于 4 为 有 理 数 : 和 天 z)= 一 1, 对 于 4 为 无 理 数 .在 此 例 中 ,了 巷 

至 不 违 绕 ， 这 并 不 是 巧合 的 事 : 证 明 着 1f| 在 a 处 可 微 , 且 了 在 a 处 巡 

续 , 则 了 在 a 处 也 是 可 微 的 .提示 : 只 要 考 虞 满足 了 (9) 二 0 的 a 即 可 ， 

为 什么 ! 在 此 情形 中 , |f|' (9) 必须 等 于 秆 么 ? 

(a) 设 yx0 且 n 是 俩 数 ， 证 明 只 有 当 2=0 于 zr 十 "二 (4 十 办 *， 提 
示 : 设 坟 十 二 (zo 十 拉 ", 将 罗 尔 定理 应 用 于 [0, wo] 上 的 (2)=zx" 
二 "— (二 #) *. 
(b) 证 明 : 阁 # 关 0 瑟 R 蚌 奇数， 则 只 有 当 z 一 0 或 5 二 一 时 2* 
十 六 一 《十 豆 ) 

应 用 第 41 题 的 方 靶 证 明 : 车 总 为 偶数 且 万 3) = ze， 则 了 的 每 条 切线 

与 于 只 相交 一 次 . 

证 明 更 一 般 的 情况: 如 果 六 是 递增 的 , 则 每 条 切线 与 了 只 相交 一 次 . 

设 了 (0) =0 且 六 递增 ,证 明 在 (0, co) 上 函数 9(z) 一 J(z)/z 是 递增 

的 ， 提 示 : 显然 你 要 看 8 (Zz)、 对 0 点 右面 的 区 间 上 的 户 应 用 中 值 定 


理 来 证 明 8(z)》 是 正 的 ，( 记 入 下 列 内 容 会 有 帮助 : f(0) =0 的 假设 是 


二 了 5 。 


人 


*45. 
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*47. 


必 不 可 缺 的 ， 函 数 天?)=1 十 并 可 说 用 这 一 点 ,) 

用 导数 证 明 : 若 # 守 1, 则 
(12 二 nr 

当 一 1<w<0 和 0<% 时 ， 

{ 注 意 , 当 Y 一 0 时 等 式 成 立 )， 


设 和 2) 一 z+sin* 二 ,其中 zf 以 


及 了 0) 一 0( 图 27). 
{a) 证 明 0 是 了 的 局 部 最小 点 . 
fb)y 证 明 六 f0) 一 产 (0 一 0， 图 27 
手 是 , 读 函 数 是 又 一 个 说 明定 香 6 不 能 改进 的 例子 . 它 了 世 说 明 关 于 最 类 
和 野 小 的 一 个 常 被 忽视 的 微妙 之 处 ;一 函数 在 一 局 部 最 小 点 的 右边 的 
尾 何 区 向 内 本 一定 是 递增 的 , 在 左边 的 性 何 区 辣 内 也 不 一 定 是 化 咸 的 ， 
(a) 证 明 : 若 广 (9) 汪 0 引 于 在 6 处 过 续 , 则 在 售 包 a 的 某 个 区 向 内 
于是 递 塔 的 . 
本 题 的 下 列 两 小 题 说 明了 的 连续 性 是 必 不 可 少 的 . 


(b) 设 g(z)=z* sin 二 ， 证 明 有 尾 总 你 近 0 的 数 z 满 足 9Kz)=1 和 


人 2) 一 一 工 


{is E teinbrw0 


» 才 二 科 
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本 冰 4 吕 ， 


(0) 设 0<a<1， 设 fT) 二 ax 十 rz gin 二 对 于 zz0， 以 及 f(0) =0 


( 见 图 28}， 通 过 证 明 在 任何 包含 0 的 区 间 内 有 点 加 满足 天 (3 二 
0 也 有 点 5 庙 足 产 (f)<<0， 来 证 甸 在 包含 0 的 任何 开 区 间 内 了 不 
是 递增 的 . 

f 在 a 宇 1 于 于 分析 将 在 下 一 题 中 讨论 . 


设 f(z) = az 十 ze sin 二， 对 于 xz 天 0， 并 设 了 (0) = 0， 为 了 求 当 azz1 
时 六 (2) 的 符号 ， 需 要 确定 : 对 于 夭 近 0 的 任意 数 x 2zsin 二 一 coe 二 
是 否 忆 一 1 考虑 下 列 函 数 稍微 方便 些 ，8( 的 二 = cosy, 其 


中 980， 我 们 需要 知道 ， 对 于 很 大 的 y 是 否 有 9y( 扣 所 一 1。 这 是 一 个 
需要 十 分 细心 处 理 的 问题 ; 91{9) 的 最 重要 部 分 是 一 cosg， 它 的 确 能 达 
到 一 1 这 个 值 ， 乌 这 只 是 当 simngy=D 时 才 发 生 ， 至 于 98 本身 能 否 有 
扫 一 1 的 值 ， 就 一 点 也 不 清楚 了 、 解 鼎 这 个 问题 的 明显 途径 是 求 了 的 
局 部 最 小 值 ， 不幸, 谁 确 地 求解 方程 9 (9) =0 是 不 可 能 的 ,， 因此 需要 
再 加 些 技巧 . 
ta) 证 明 : 车 ( 拉 =0, 则 

cogy— singy 5 ) 

并 推 得 
9 = sing( 3 ) 


{b》 现 在 证 明 :; 车 (办 二 0, 则 
A 


| sn y= 
并 推 得 
-+ 
ls nl- 


(6) 利用 人 2 十 六 }/V3 十 扩 之 1 这 个 事实 ,证明 ; 车 4 一 1, 则 在 包含 0 
的 任何 区 间 内 不 是 北 增 的 。 
(9)》 利用 lim ((2 二 六 ) /V4 十 六) = 1 这 个 事实 ,证 明 : 车 > 1， 则 在 


包含 0 的 某 个 区 间 内 了 是 造 增 的 ， 
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考 有 某 个 数 82>0 使 
有 za 当 G<z<e 十 时 
和 Fz)<o 当 4a3<Z<6 时 ， 
则 称 此 函数 了 在 = 处 是 造 增 的 ， 注 意 , 这 并 不 意味 闭 于 在 (9 一 6, a 十 全 
区 闻 内 是 递增 的 ， 例 如 ， 如 图 28 所 示 的 函数 虽然 在 0 处 是 递增 的 , 但 
它 在 包含 9 的 任何 开 区 河内 不 是 递增 范 数 . 
{a) 假设 了 在 [0, 11] 上 是 连续 移 , 并 且 对 于 [0, 1] 内 的 每 一 点 a, f 在 2 处 
是 递增 的 . 证 明了 在 [0, 1] 上 是 递增 的 ，《 先 使 你 相信 , 这 是 需要 证 
明 的 . ) 提示 : 对 于 0<<3 必 1, 证 明了 在 [六 雪上 的 最 小 点 必 在 处 . 


”tb) 不 用 了 是 连续 的 很 设 , 而 用 对 应 于 [0, 1] 内 每 个 5 的 集合 种 一世 


#0 


地 机 5 


对 于 [5,z] 内 所 有 的 9 有 了 (六 之 f(DY 来 证 明 (a)，( 本 题 的 其 余 
各 小 题 用 不 着 这 一 小 是 . ) 提示 : 通过 考虑 sup Su 来 证 明 如 = {r: 
8<z 近 十. 

Ce》 闭 了 在 a 处 是 递增 的 以 及 了 在 = 处 可 徽 ， 证 明了 (ao) 关 0( 这 题 容 
易 收 ). 

Cd) 着 也 (的 > 证 明了 在 a 处 是 递增 的 (直接 回顾 六 (四 的 定义 )， 

(e) 不 用 中 值 定理 而 用 (a) 和 (dd) 证明 若 了 在 [0,1] 上 连续 并 且 对 于 
[0, 1] 内 所 有 的 a 有 天 (9) >0, 则 于 在 [0, 1] 上 是 递增 的 . 

《f) 假设 于 在 [0, 1] 上 连续 ,并 和 且 对 于 (0, 了 ) 内 所 有 的 有 站 (的 一 0. 
将 (6) 应 用 于 函数 g(z)=f#) 十 ex 来 证 明了 1) 一 J(0) 沁 一 ae， 同 
理 , 由 六 z) 二 ez 一 Az) 来 证 明 f1) 一 f(0) < 之 ze， 由 此 得 出 结论 
了 (0) =f(1). 

这 个 关于 导 才 为 入 的 困 数 必 为 数 的 内 中 证 法， 有 许多 点 与 H，A, 许 

巨 尔 兹 的 证 明 相 同 ， 而 许 瓦尔 雪 的 证 明 也 话 是 头 一 个 已 经 发 表 的 严格 

证 明 . 至 少 它 的 发 现 者 沉香 它 似乎 是 这 梯 见 建议 读物 的 参考 书 [41] 

中 也 的 感情 详 赣 的 信 . 

设 下 为 一 常 什 函 雪 , 则 每 一 点 是 隆 的 局 部 最 大 点 ， 即 使 了 不 是 常 值 孙 

数 , 也 可 能 出 现 这 种 情况 : 例如 , 设 玉 3)=0, 对 于 x 之 以 及 f(z)= 

4, 对 于 x 宕 0， 证 明 , 但 车 了 在 [a, 3] 上 连续 并 且 [o, 5 的 每 一 点 是 一 

局 部 最 天 点 , 则 于是 一 常 慎 函 数 、 握 示 : 车 了 的 最 小 发 生 在 ze 处 , 考 

赚 集 合 {Lww 的 内 的 zz 了 (的 二 了 (so) 对 于 [zos 421 内 所 有 的 颖 成立} 

ta) 填 对 于 4 内 所 有 的 y 以 及 zy 天 办 有 天 xz 了 (的 ， 则 该 点 二 称 为 了 
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在 4 上 的 严格 最 大 点 ( 试 与 普 适 最 大 点 的 定义 相 比较 ). 局 部 湛 . 
将 最 大 点 读 如 何 定义 , 是 显而易见 的 、 求 下 列 函数 的 雇 有 局 部 严 
格 最 大 点 
Ta 弥 基 无 理 数 
(7)=41 ， 
人 “一 各 ， 伍 为 噬 约 分 数 、 
好 象 不 大 可 能 有 一 函数 在 每 一 点 都 有 一 局 部 严格 最 大 (尽管 上 人 户 
会 使 人 对 此 想 革 发生 退 疑 ). 证 明 如 下 . 

(b) 假设 每 一 点 都 是 了 的 局 部 严格 最 大 点 . 设 m 为 尾 意 数 ， 取 加 、 
和 司 中 < 和 并 有 有 一 at<I， 而 对 于 [oj， 芋 ] 内 所 有 的 有 
fe) >J(Z)。 设 次: 天 zw 为 (4 51) 内 的 任意 点 ， 再 取 ax, gs 使 上 6 
0o<ey<bsb 并 有 本 一 < 本， 而 对 于 [as 52] 内 所 有 的 x 


有 了 (za 并 z) 将 送 个 方法 悉 续 下 去 ， 并 用 区 间 套 定理 (习题 
从, 1g 和 来得 出 一 矛盾 


选 题解 答 


IG) 对 于 z=2 和 z 一 一 子 (这 两 点 都 在 [一 2, 23] 内) 有 
0=P(z) 一 3zz 一 2z 一 8 


f=5, 1(2)=—11, 所 -和 亏 -2 


最 大 值 二 最 小 值 = 一 11. 
《ii 令 0 二 扩 (2)=1273 一 24x: 十 12% 二 125 (wt 一 24 十 1), 得 x 一 0 和 yx= 
1 1 
1 兴 中 只 有 9 在 | -去 立 | 内 i 


1 43 1 11 
所 - 到 - 知 扩 )- 芒 f= 
地 大 值 = 全, 最 小 信 一 0. 


(w) 令 0= 扩 (2) 于 十 1 人 21 玫 和 ,得 z= 一 lVZ 和 


x 二 一 1_M3, 其 中 只 有 一 1 十 V 刘 在 | 一 1 去] 
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f(~D) =0, f(#)-§, f(D = HVT 
最 大 值 = (1 2)/% 最 小 值 =0. 
2，(i) 一 竺 是 一 局 部 最 大 点 ,而 2 是 一 局 部 最 小 点 。 


《iii) 0 是 一 局 部 最 小 点 , 没有 局 部 量 大 点 ， 


1 


(v) 一 1+ v3 是 一 局 部 最 大 点 , 而 一 1 一 v 避 是 一 局 部 最 小 点 
» 25IE 


3。(a) 注意 , 因为 了 是 偶 次 多 项 式 函 数 ， 故 了 确实 有 最 小 值 ， 基 小 出 现在 
使 


0=f'{2)=2 3 (4—q) 


i=1 
的 点 7, 于 是 


j= 二 bn sh . 
并 


4 {i) 3 和 ?是 局 部 最 大 点 ,5 和 9 是 局 部 最 小 点 . 
(iii) 所 有 无 理 数 zx>0 是 局 部 最 小 点 ， 而 前 有 无 理 数 %<0 是 局 部 最 大 


人 v) 当 填 进 沾 数 表 示 式 包 人 洛 【 木 包 舍 ) 5 时， 则 定 为 一 局 部 其 大 《最 
小 ) 点 . 


5。 设 光 z) 是 该 路 线 的 总 长 度 , 则 
zz)= 元 二 到 二 Wi 这 厅 : 二 下. 
正 国 数 了 显然 有 最 小 , 因 limf(+)= lim f(2)=%, 并 且 于 处 处 可 微 , 页 


最 小 出现 在 具有 扩 (+)=0 的 点 *z， 现 在 当 


省 1 一 区 
VT VOT 
时 , 户 (x)=0， 此 方程 表示 cose= eo08pB. . 
也 可 以 考虑 f(z) 竺 于 虚线 长 度 和 由 (2, 0) 至 (1, 5) 的 线段 长 度 之 
和 ， 当 两 线段 在 同一 直线 上 时 , 它们 之 和 最 短 (如 果 需 要 严格 证 明 , 可 根 
据 习 题 四 , 3 (b)): 用 一 点 平面 几何 即 可 证 明 叱 情况 在 4=P 时 出 现 . 
6、 设 * 是 周 长 汶 王 的 矩形 一 这 的 长 度 , 划 另 一 演 的 长 度 为 (P 一 25) /2， 故 
其 面积 为 


4(2 一 2 22 


2562， 


~») 
+ 


所 以 当 z 为 4 在 (0, 了 /2) 上 的 最 天 点 时 ， 候 形 的 画 积 最 大 ， 因 4 在 [0， 
P/2] 上 连续 ,以 及 4(0) 一 4(P/2) =0, 并 且 对 于 (0, P/2) 内 的 有 A(+) 
>0, 放 最 大 疮 在 。 因 A4 在 (0, 了 /2 上 可 微 , 故 最 大 点 Zz 满足 


P—27r 五 一 4 
= 
站 一 出 (7 守 Eq Pik 


于 是 X= 二 Pi4, 
设 半径 为 了 体积 为 广 的 直立 圆柱 的 表面 积 汶 38(7)。 因 
了 一 xy 巧 ， 基 中 天 是 高 度 ， 
我 们 有 天 = 下/rrz 于 是 
Br)=247:+2m7h 
一 2ry2 二 .27 . . 
他 四 四 
我 们 要 求 六 在 (0，c) 上 的 最 小 点 ， 因 为 limS tr) =lims{r) 一 名 所 以 
这 个 最 小 点 存在 ， 因 为 好 在 (0,. 50) 上 可 微 , 均 最 小 点 7 注 足 
0=8' (7) =4zr 一 汝 - 


_ 4Ty3 一 2 区 
三 


TY 

3 

rv 

或 := 


， 1 是 局 部 最 大 点 , 而 3 是 局 部 航 小 点 ， 
- (a) 我 们 有 . 


一 9) pr(z) (对 于 (a 加 内 的 菜 个 


b—e 
宕 MH，. 
藤 下 区 一 f(a 二 和 (6 一 9)， 
tb) 我 们 有 
ff 人 2 f(s) (对 于 (6, 及 内 的 甘 个 
1, 
芍 了 (6) 一 了 (0) 和 mb 一 q). 
(c) 设 对 于 [6， 唱 内 所 有 的 x 有 | 站 (2)| 夺 M， 则 一 和 (2) 反 
于 是 
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fm ~ HE Ef Defa) + HG—, 
EE 上 二) 一 于 (的 | 人 ED. 
16，(a) 对 于 某 数 和 了 XY) 二 一 e084 十 4 (因为 天 #) < 一 c08zx 是 满足 题目 要 
隶 的 一 个 函数 , 而 尾 何 两 个 这 样 的 邯 数 相差 一 个 常 值 芒 数 ) ， 
(b) 了 (一 2414 十 中 其 中 6 为 常数 ;于 是 用 XY)=z5120 二 ar 二 5， 其 中 避 
和 二 为 常数 ， 
Ce) 六 (一 2/2 十 %3713 十 G, 其 中 心 为 带 数 中 于 是 并 (一 2916 十 4 
+az 十 如 其 中 a 和 5 为 常数 !: 隆 是 其 3 一 24124 十 号 160 十 3872 十 
bz 十 #, 其 中 提 二 和 * 为 常数 ， 同 样 她 , 并且 更 简单 地 ， 大 3 一 如 724 
十 x160 二 gx! 十 be 十 5c, 其 中 训 和 ce 为 常数 . 
1]7， [82) 因为 #8 (C(t) 二 一 32， 我 们 有 #1)= 一 321 十 ww， 其 中 a 为 常数 ， 战 
让 二 一 16# 十 Qt 士 记 其中 必 和 户 为 常数 . 
人 tb] 显然 ,# (0 一 0 十 0 十 记 和 他 10) =0 十 &， 于 是 t= 和 户 = #80 
{c) 在 此 情形 中 ，% 一 0 和 和 二 5,， 于 是 a( 门 二 一 16 训 十 st，8 的 最 大 值 
出 现在 0=#*(1)= 一 321 十 b 或 1=#5132 时 , 故 其 最 大 值 为 


人 《次 )- 一 ! 缉 ) +"( 才 ) 


—Y: ,2 


ed 


显然 此 了 时速 座 汶 0 但 可 速度 为 一 投 ( 和 在 柱 何 时 刻 的 一 样 )， 重 和 帆 
在 #f> 人 时 滋 到 地 面 , 共 中 * 满足 
0O=s(t)=—1602 +o0t 
或 #8=v/16 (下降 和 上 上升 到 珊 点 所 需 的 时 间 相 等 ) ， 于 是 共 速 度 为 
a8’ (v16) 一 -33( 号 }+o= 一 


(其 速度 与 二 和 天 时 的 初速 许 相 等). 
29， 将 中 值 定理 应 用 于 [64，66] 上 的 f#) 一 vz ， 对 于 [64，66] 内 的 某 修 
5 有 


M66—64_ ,, 1 
006A {7) ~ 


因 64<z<8l 我 们 有 8 之 YF < 过 9 敦 
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1 栈 -8 .1 
v8 1 


2*9 问 8 

33， 由 鸭 必 洪 法 则 不 能 得 出 下 式 
3z 十 1 ， 6 
上 


因为 1im {3g 二 1) 0, limtd2xr 一 3 天 0。 
寺中 1 


=limoos: z= 1. 
E11] 


i 
34. i) er ee 


一 一 2SImnICOOSY 
一 im 一 -一 一 一 一 一 一 1. 
lim Pr 


; 需 坤 详 


《ii tn 


附录 巴 性 和 四 性 


虽然 函数 的 图 形 可 以 在 导数 所 提供 的 信息 的 基础 上 很 精确 地 
给 出 , 但 图 形 的 某 些 细微 方面 具有 考察 二 阶 导 数 才 能 揭示 出 来 . 以 
前 之 所 以 特地 省 略 这 些 细节 , 是 因为 即 合 不 考 碟 这 些 细 这 ,图形 的 
绘制 也 已 况 麻 烦 ， 并 且 所 提 到 的 这 些 添 加 的 信息 往往 不 值得 花 力 
气 去 研究 . 另外 也 很 难 将 有 关 事实 的 正确 证 明 写 在 附录 中 , 尽管 有 
这 些 令 人 泄气 的 议论 , 但 这 里 提出 前 信息 还 是 值得 很 好 地 掌握 , 因 
为 凸 性 和 四 性 的 概念 比 起 只 用 它 来 帮助 绘图 远 为 重要 . 此 外 , 其 证 
骨 带 有 有 意思 的 几何 味道 , 这 在 微 积分 的 定 还 中 不 常见 到 ， 的 确 ， 
其 基本 定义 实质 上 是 几何 的 定义 { 见 图 1 


名 5)) 


人 


定义 1 
车 对 于 一 区 间 内 所 有 的 a 和 ,连接 (o, 了 (9)) 和 (6, 了 (5)) 
的 线段 在 了 的 图 形 的 上 方 , 则 称 此 函数 在 该 区 间 上 是 是 的 
在 本 定义 中 所 出 现 的 几何 条 件 可 以 用 解析 的 方法 来 表示 , 这 
种 表示 方法 在 证 明 中 有 时 更 为 有 用 。(a, 了 ()) 和 (5,f(5)) 之 问 的 
直线 是 由 
gn) =—L =f (a) +F(0) 


定义 的 函数 9 的 图 形 ， 当 9(2) >f (x), 即 当 
Lf (so) + (0) >f(z) 


或 Hf Go>Fz) 一 Fa 
fb) — fa) f(z)— fo) 
或 {0) —f(0) > f(2) fC0) 
时 , 则 在 点 zx 此 直线 在 于 的 图 形 的 上 方 . 
于 是 我 们 得 到 一 个 等 价 的 功 性 的 定 闵 ， 
定义 2 . 


若 对 于 一 区 闻 内 满足 的 ay 和 3, 我 们 有 
不 2) 一 了 9 -下 一 了 
光一 妊 b—a 


则 称 该 函数 了 在 读 区 间 上 是 酝 的 . 


车 将 定义 1 中 的 上 方 一 字 换 成 “下方”， 或 一 样 的 , 若 将 定义 
2 中 的 不 等 式 换 成 
f(z)—f (0) 、FDD) 一 Fo) 
光一 部 B—ao 


我 们 得 到 四 函 数 的 定义 (图 2). 不 难看 出 曲 函 数 正 好 是 具有 一 f 
形式 的 函数 , 其 中 于 是 凸 的 。 由 于 这 个 缘 歼 ,下 列 关 于 同 函 数 的 三 
。 266 。 


个 定理 有 关于 四 函数 的 直接 推论 ,这些 扒 论 很 简单 ,我 们 不 想 费 神 
叙述 它们 . 


图 3 
图 3 给 出 一 个 凸 函 数 的 用 条 切线 . 下 列 两 件 事情 好 象 是 对 的 ; 
(1) 于 的 图 形 在 点 (a，f(9)) 处 的 切线 的 上 方 ， 只 有 点 (6， 
了 (9)) (该 点 称 为 切线 的 切 点 ) 本 身 例外 ， 
(2) 车 ac<i， 刚 在 点 (9，fC(®) 处 的 切线 斜率 小 于 在 点 (如 
7 了 (GD)) 的 切线 作 率 ， 亦 即 卫 是 递增 的 . 
其 实 , 这 些 观察 所 得 的 结果 是 对 的 , 并 且 其 证 明 是 不 难 的 . 
定理 1 设 了 是 西 的 . 车 了 在 4 处 可 微 , 则 了 的 图 形 在 通过 
上 皇 (9, 了 (9)) 的 切线 的 上 方 ,只 有 点 C9, 了 (0) ) 本 身 例外 ， 若 4<5 且 
ff 在 a 和 5 处 可 微 ; 则 天 (9) 之 产 (56). 
证 明 设 0< 有 之 局 , 则 如 图 4 所 示 , 有 


9 和 十 抽 & 二 上 晤 
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CD Toth) fo) fet fo). 
1 2 


将 定义 2 应 用 于 a<<a+ 加 <a+ 及 就 能 立刻 得 到 一 个 不 依靠 图 形 
的 证 明 . 不 等 式 (1) 说 明 , 当 加 >07 时 ， 
fet —f(0) 


的 慎 沽 小， 所 以 对 于 训 >0 有 
Ff (a < 一 十 已 二 oa) 


(其 实 户 (的 是 所 有 这 些 数 的 最 天 下 界 )， 可 是 这 表示 ， 对 于 >>0， 
通过 (a, fo 和 (二 R，Fa 十 Ri) 的 割 线 的 斜率 比 切线 的 斜率 大 ， 


这 意味 着 (gq 十 到了 (a 十 癌 ) 在 切线 的 上 方 (容易 给 出 这 段 论证 的 分 
析 证 明 ). 


对 于 贷 的 如 情况 类 似 (图 5): 设 太一 太一 0, 则 
fat ?一 了 (后 1 (0+ hy) —f (9) 
. A . 由 ” 


二 后 ” 十 南 


这 说 明 切 线 的 斜率 大 于 
了 + 及 一 Kg， 对 于 4<0 


(其 实 产 (9) 是 所 有 这 些 数 的 最 小 上 界 )， 于 是 当 和 <0 时 (q+ 
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6 十 户 ) 在 切线 的 上 方 。、 这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 . 
现在 假设 4<8. 那么 如 辐 我 们 曾经 看 到 的 (图 介 ， 因 汐 
b—a>0, 所 以 ,. 


f(a) < et 0)) —f(® 


1(8) 7 (0) 


b—a 


(0) ~ 了 (5+ (0—8)) 一 下 5) 
_f(o A (了 = = (的 
在 一 面 

将 这 两 个 不 等 式 结 合 起 来 , 我 们 得 广 (a) poy BE 

定理 1 有 两 个 逆 定 得, 其 证 明 稍 微 准 些 ， 我 们 由 一 引 理 开始 ， 
该 引 理 在 下 一 定理 中 所 起 的 必用 ， 与 罗 尔 定理 在 中 值 定理 的 证 明 
中 所 起 的 作用 相似 ， 空 声称 :: 如 果 产 是 递增 的 ， 则 了 前 图 形 在 任 
意 一 条 水 平 审 线 的 下 方 . 

引 理 假设 了 是 可 答 的 并 且 六 是 递增 的 . 着 a< 和 了 (9) 
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二 了 (8), 则 对 于 6<w<b 有 7)<f(0) = 了 (0). 

证 明 ” 尘 假设 对 于 (o，5) 内 的 某 个 4 有 fz#)>f(a) = 了 (5). 
则 在 [a, 8] 上 的 最 大 发 上 符 在 (9， 想 内 注 是 了 (zo) 半 了 (0) 的 基点 zo， 
并 且 ， 当 然 了 (wo) = 入 图 力 ， 另 一 方面 ， 将 中 值 定 理应 用 于 区 间 
[a, xz ], 我 们 能 找到 满足 se<z<zo 的 zh 并且 

六 (on ,=f fF) >0, 


与 广 是 递增 的 事实 相 钴 盾 。 这 就 证 明了 对 于 a<z<b 有 f(7) 专 
fo 二 了 (5)， 现 在 只 要 再 证 明 对 于 《4, 如) 内 的 x 所 5) 二 fq) 也 是 
不 可 能 的 . 


图 7 了 图 8 
假设 对 于 (9, 5) 内 的 某 个 x 有 f(X)= 了 (9). 我 们 知道 了 在 [a， 
2z] 上 不 是 常数 (如 时 是 , 站 在 [9,2] 上 将 不 是 递增 的 ), 因此 存在 着 
满足 a<wm<w 的 某 个 zi (图 的， 并且 f(z1) 之 f(g)。 将 中 值 定理 
应 用 于 [zu oz]， 我 们 断定 存在 着 满足 mm<ga<z 的 mm ,并 且 
(as )= 攻 2 二 ft >0, 


另 一 方面 , (XY)=0， 因为 有 一 个 局 部 最 大 出 现在 处 这 再 次 与 
六 是 递增 的 假设 相 了 矛盾. 目 

我 们 现在 用 与 证 明 中 值 定 源 时 所 用 的 同样 的 代数 技巧 ， 来 解 
决 一 般 的 情形 . 

定理 2 车 了 是 可 徽 的 且 磊 是 递增 的 ， 巾 广 是 凸 的 . 
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证 明 设 o<b. 用 z 
9(2)=f(7)—H =f) (ea) 


米 定义 9g 容易 看 出 9 也 是 递增 的 ; 另外 ，g(9) =g(8) = 了 (9). .将 
引 理 应 用 于 g, 我 们 得 , 当 a<zx<<5 时 

HL) LAN). 
换言之 , 车 4<x<<5, 则 


f(r) -HO fe (ya) < fa) 
了 2 一 了 CeG) fb)— fa) 
或 党 一 企 ~ b—o ! 


所 以 了 是 凸 的 ， 
定理 3 车 于是 可 微 的 , 且 除 切 点 外 了 的 到 形 在 每 条 切线 的 
土方 , 则 了 是 凹 的， 
证 明 设 o<< 录 由 图 9 显然 
可 见 ， 若 (8, (5)) 在 点 (4, 了 (9)) 
处 的 切线 的 上 方 ， 且 (e 7(o) 在 
点 (8, 了 (5)) 处 的 切线 的 上 方 ， 则 
在 点 (56, 7(5)) 处 的 切线 的 首府 必 
大 于 在 点 (a, fo 的 切线 的 斜率 ， 
下 列 的 论证 就 是 用 方程 天 说 明 这 


一 点 ， 


因为 在 点 (a, 了 (ga)) 处 的 切线 是 函数 
(2)=f (0) 8 0) +f(0) 
的 图 形 , 且 因 (6, 了 (5)) 在 切线 的 上 方 , 我们 有 
(1) fF OD (5 一 们 十 Fo)， 
同样 地 , 因为 在 点 (5, 了 (6)) 处 的 切线 是 荡 数 ， . 
~ MT)=f (BD) (2—B) +f) 
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的 图 形 并 且 (a, fo)) 位 于 在 点 全 ,了 (的 ) 处 的 切线 的 上 方 ,我 们 有 
(2) fnD > 6) (a— 5b) + f(D). 
由 (1 和 (2) 得 产 (a) < 了 (0)， 
接着 由 定理 2 知 于 是 此 的 . 
车 函数 了 有 一 合理 的 二 阶 导数 ， 则 这 些 定理 给 出 的 信息 可 用 
来 找 出 了 是 山 的 或 四 的 区 域 ， 例 如 , 考虑 下 列国 数 


f(T 2 


对 于 读 函 数 ， 
fnD= tr 
于 是 只 有 当 4=0 时 (x) 一 0, 并且 了 (0)=1, 而 
f(z)>0, 当 zx<0 时 ， 
F720, 当 w>0 时, 
另外 ，， f(z)>0, 对 于 所 有 的 
1 fxz) 一 0 当 >co 或 一 co 时 ， 
f 是 侦 函 数 ， 
所 以 了 的 图 形 就 象 图 10 所 示 的 样子 ， 我 们 现在 计算 


图 10 


f(g Y= 《1 十 2 和 2 亲 一 2 [2t1+ 7%?).2x] 


2(3%°—1) 
(1+w) 


不 难 确 定 f"(z》 的 符号 。 先 注意 ， 只 有 当 z= V173 垢 一 ~173 时 
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太 (o)=0、 因 为 多 显然 是 连续 的 , 所 以 它 在 下 列 每 一 区 癌 内 必定 
保持 相同 的 符号 
(一 oo 一 73)， 
(一 w 173, M173), 
(173, co)， 
因为 我 们 容易 算得 , 例如 
f(D = 二 >0, 
f°'(0) =—2<0, 
f(D) = 三 >0， 
所 以 我 们 可 断定 
">0, 在 (一 ,一 VI73) 和 (V173, co) 上， 
fr<0 在 (一 VI78, MIT 上 
因 ">>0 表示 天 是 递增 的 ， 故 由 定理 2 知 在 (一 co, 一 M173) 和 
(V175, oo) 上 了 是 凸 的 ,而 在 (一 Vi73,wI73) 上 了 是 四 的 (图 
11), . 


于 是 晤 的 于 是 向 多 了 天 凸 的 
一 Vi | v3 
图 11 
注意 在 点 (V173, 衬 ) 处 ， 共 切线 位 于 有 边 图 形 的 下 方 ( 因 为 


f 在 (V1 有 3，c0) 上 是 凸 的 )， 而 位 于 左边 图 形 的 上 方 (因为 了 在 
(一 M173, 173)》 上 是 目的) 于 是 切线 穿 过 图 形 . 一 般 地 说 ,了 的 图 
形 在 (9, 了 (9) ) 的 切线 穿 过 图 形 , 则 读数 a 称 为 的 拐点 ; 于 是 vi 
和 一 M173 者 是 fz)=1/(1+2:) 的 拐点 .注意 阁 (9)=0 的 条 件 不 
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保证 6 是 了 的 拐点 ， 例 如 ,车 (2)=zt， 刚 了 (0) 二 0， 但 于 是 丁 
的 , 因而 在 (0, 0) 的 切线 当然 不 穿 过 了 的 图 形 ， 要 4 是 函数 了 的 所 
点 ;还 必须 fr" 在 点 4 的 左边 和 右边 有 不 洞 的 符号 ， 

本 例 阐 明 的 步骤 可 用 来 分 析 任 合 函 数 f， 在 给 出 草图 之 后 ,应 
用 广 的 公式 算出 产 的 零点 ， 并 确定 在 相 邻 零点 之 间 的 区 间 上 久 
的 符号 ， 在 fP>>0 的 区 闻 上 上 函数 是 上 的; 在 六 <0 的 区 间 上 函数 
是 目 的， 知道 了 的 凸 性 和 四 性 的 区 域 ， 往 往 能 避免 对 了 的 其 他 数 
据 作 可 笑 的 解释 ， 习 题 中 给 出 多 个 可 用 这 种 方法 分 析 的 函数 ， 习 
题 中 还 包含 某 些 理论 问题 . 

还 有 一 个 进一步 的 事实 我 在 这 里 不 能 不 提 .， 我 们 已 经 知道 是 
函数 和 世 函 数 有 这 样 的 性 质 , 即 每 条 切线 与 图 形 只 相交 一 次 , 并 且 
稍微 给 一 下 图 形 , 大 概 就 会 使 你 相信 没有 别 的 函数 具有 这 种 性 质 . 
虽然 这 的 确 是 事实 ， 但 是 我 所 知道 的 唯一 的 证 明 却 包含 很 多 深入 
细致 的 问题 , 因此 我 觉得 最 好 还 是 把 它 省 赂 ， 

习 是 
1， 给 出 习题 十 一 ， 中 各 函数 的 草图 ， 并 指出 由 和 四 的 区 域 以 及 扣 点 {把 
(iv) 畴 作 是 用 双星 号 标明 的 ) . 
， 第 十 一 章 的 图 25 表示 f” 的 图 消 ， 给 出 f 的 图 形 . 
: 求 两 个 四 图 数 地 和 人 使 得 当 且 仅 当 = 是 整数 时 用)=g(z)，- 
， 证明: “ 当 且 和 公 当 对 于 一 区 间 内 所有 的 z 和 .8 有 
fst -DDNR+t (DF, (WHF 于) 
时 ， 了 在 此 区 间 上 是 凸 的 。 
(这 只 是 以 新 的 形式 重新 陈述 一 下 定义 , 但 却 是 有 用 的 一 种 形式 .) 
5。 证 明 : 堵 子 和 8 是 凸 的 并 且 子 是 雍 增 的 , 则 98o 基 凸 的 . 
*6, 车 了 为 具有 下 列 性 质 的 二 次 可 微 函 数 : 当 w 训 0 时 x)>0, 并 且 了 是 
递减 的 , 以 及 六 {0) 0， 证明 对 于 某 个 z>0 有 f*(z)=0 (于 是 在 合理 

的 情形 下 了 在 = 有 扣 点 一 -7)= 1 十 如 ) 即 为 一 例 )}、 此 定理 中 的 

每 个 已 设 都 是 必 不 可 少 的 ,如 .所 ?》=1 一 #5 人 它 不 是 对 于 所 有 的 5 都 是 
7 


人 


焉 的 ; 如 玉 Z)=2?, 它 不 是 递 夏 的! 而 如 RT)=17(r 十 DD, 它 不 满 是 

天 (0 二 0， 提示: 取 满 足疗 (ww) 过 0 的 om0 则 对 于 所 有 的 3 人 不 

可 能 都 有 六 (及 扫 了 (xzo。、 为 什么 不 可 能 : 于 是 对 于 某 个 如 人 > 和 有 

了 (7 区 站 (zj， 考 虑 在 [0, zi] 上 的 了 

*7，{a)》 证 明 : 车 了 是 凸 的 , 则 [zy]12) 之 [C2 于 了 向 jf2， 

cb) 慨 设 子 满 足 这 个 条 件 , 征明: 每 当 大 是 在 0 和 1 之 间 的 且 其 有 
和 /2 形式 的 有 理 数 有 时， 了 人 z 二 (一 及 扔 < 有 7 二 (一 太子 (的 ， 
提示 : 9) 部 分 是 ?一 1 时 的 特殊 情形 ， 用 归纳 法 ， 在 每 一 步 中 引 
用 (a) ， 

te) 假设 了 满足 (中 的 条 作 并 且 耻 是 连续 的 ,证 明了 是 同 的 ， 


+8， 设 Pi,…, Ps 是 满足 之 _P;=1 的 正 数 , 


=1 


(a) 对 于 任何 数 4，…, zu 证 明 位 pi 在 最 小 和 最 大 的 zi 之 间 ， 


[ 
《b) 对 (17 和) 之 pis 证 明 同 一 问题 , 其 中 4 一 全 pi 
#1 tt 


《c) 证 明 稻 森 不 等 式 ， 如 果 了 是 凸 的 , 其 Le pm)<D pif {zi), 
t=1 t=1 
提示 : 应 用 第 4 旺 , 注意 .一 1 一 t+. (需要 用 (b) 证 明 ; 若 2, …， 


-1 


xn 在 了 的 定义 域内 , 则 (17 瑟 立 gizi 亦 然 ,) 


下 二 


*9。 {a) 对 于 任 浊 函 至 用 其 右 导 数 lim[f(a 二 及 一 f@] 作 用 天 (ao) 表示 ， 


而 其 去 导数 用 产 (的 表示 。 定 理工 的 证 明 据 际 上 表明 , 若 了 是 凸 的 
则 无 和 天 总 是 存在 的 、 难 证 这 个 论断 ,并 证 明 名 和 妨 是 递增 

的 以 朴 瑚 人 < 扫 下 全， 
**(b) 如 果 玫 是 凸 的 ， 证 明 当 且 仅 当 入 在 a 处 连续 时 所 (9) 二 六 (9). 
(这 样 ,只 有 当 扩 连续 时 下 才 可 微 . ) 提示: 当 5<a 趋 近 a 时 , [f(5) 

一 了 9)]1 人 3 一 ) 趋 还 六 (0) 并且 我 (9) 小 于 这 个 商 . 

**10， 证 硼 山 浅 数 一 定 荐 连 绕 的 ， 
**]1， 证 明 : 如 果 了 在 民 上 是 凸 的 ， 由 了 不 是 北三 就 是 递增 的 ， 要 不 然 就 在 
- * 275 8 


在 善 一 数 上 使 了 在 (一 c2,， 5 上 是 递减 的 而 在 fc， 避 ) 上 是 递增 的 .本 
题 要 很 小 心地 有 条 不 蘑 地 做 ， 恶 怕 景 好 还 是 推 迎 到 下 一 章 之 后 再 做 ， 
在 下 一 章 中 将 详细 证 明 一 个 类 似 的 定理 本题 重 次 的 一 步 是 确立 : 对 
于 某 一 组 4< 如 果 了 于 (G< 一 7) 则 了 在 [b，eo) 土 是 喝 增 的 ， 丽 如 果 
fF(9)> 了 9); 则 于 在 (一 00,43 上 是 递 三 的 ， 
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第 十 二 章 反 函 数 


我 们 现在 已 经 有 了 符合 我 们 意愿 的 十 分 有 效 的 研究 图 数 的 方 
法 , 所 缺 的 是 , 需要 适当 补充 能 用 这 些 方 社 的 函数 .我 们 曾经 研究 
过 由 老 的 示 数 形成 新 函数 的 各 种 方法 一 一 加 , 乘 . 除 和 复合 一 一 但 
是 单 用 这 些 方法 , 我 们 只 能 产生 有 理 函 数 ( 其 至 正 芝 函 数 ， 尽 管 经 
常用 作 例子 , 也 从 未 定义 过 )。 在 以 后 儿 章 中 ， 我 们 特 用 十 分 精致 
的 方法 来 构成 新 的 函数 , 但 这 里 有 一 种 重要 的 方法 , 它 实际 上 将 使 
我 们 所 发 现 的 任何 共 他 方法 的 用 途 增 加 一 倍 . 
如 果 我 们 回想 一 下 , 函数 是 数 偶 的 集合 , 我 们 可 能 会 想 出 ， 只 
药 把 所 有 的 数 惕 都 反 一 下 这 个 巧 主意 ， 于 是 由 函数 
f= {01,2), (3,4), (5, 9), 13, 8)}, 
我 们 得 y= {02, 1), (4,3), (9,5), (8, 13)}. 
当 了 0Q)=2 和 了 (3)=4 时 ,我 们 有 92) 二 1 和 (4)=3. 
可 懂 , 这 个 巧 主意 并 不 总 是 有 效 的 ， 若 
f=401, 2), (3, 4), (5, 9), (13, 4)}, 
则 集合 4C2, 1), (4, 3), 9, 5), (4, 13)} 
根本 就 不 是 一 个 函数 ， 因 为 它 同 时 包含 (4, 3) 和 (4, 13)， 容易 看 
出 ， 这 个 麻烦 在 于 ; 虽然 3 守 13 但 f(3)= 了 (13)， 这 是 崔 一 的 会 
出 毛病 的 事 , 于 是 慎 得 给 不 会 出 现 这 种 情况 的 函数 起 一 个 名 称 . 
定义 


只 要 a 汪 5 就 有 了 (a) 二 了 (6), 则 称 此 函数 了 是 一 一 的 . | 


恒 等 印 数 了 显然 是 一 一 的 , 下 列 的 函数 世 是 一 一 的 : 
* 277 4 


i 一 


党 ， 交 二 

9g(z) 一 43，z 一 

8 站 一 

国 数 f(z)=x 不 是 一 一 的 , 因为 f(—D)= fl), 但 若 我 们 定义 
gn) ,x0 


(使 9 对 于 z<0 没有 定义 ), 则 9g 是 一 一 的 ,因为 9 是 递增 的 ( 因 对 


于 xm>0 9'(2) 二 2x>0), 这 个 观察 容易 推广 若 % 为 一 自然 数 , 且 


fw) =x*,， 0, 
则 了 是 一 一 的 ， 若 ww 是 奇数 ,其 结 果 惕 好 : 函数 
flw) =zx", 对 于 所 有 的 zx 
是 一 一 的 (因为 (zw)=nw"!>0, 对 于 所 有 zx 二 0). 
由 于 的 图 形 特别 容易 确定 了 是 否 一 一 的 ， 对 于 a5, 了 f(g) 二 
有 (5) 这 个 条 件 意味 着 没有 一 条 水 平 线 与 了 的 图 形 相交 两 次 (图 1). 


人 b) 非 一 一 函数 


本 1 


如 果 我 们 把 未 必 是 一 一 的 函数 ) 中 所 有 的 数 偶 都 反 一 下 , 
我 们 在 任何 情况 下 都 得 到 某 个 数 侦 的 集合 ， 当 了 不 是 一 一 时 ， 通 
常 避免 这 种 作法 ， 但 没有 特别 的 理由 要 避免 一 我 们 不 采用 带 有 
限制 条 件 的 定义 , 而 用 下 面 的 定 多 和 定理 . 

定义 


对 于 任意 函数 ff 的 逆 ( 用 f° ' 表 示 ) 是 所 有 数 个 《ea 人 的 
集合 , 其 中 数 偶 (2， 的 在 了 内 ， 
定理 1 当 且 仅 关 了 是 一 一 时 , 产 + 才 蚌 一 个 国 数 . 四 
人 钙 译注， 一 个 函数 的 进 如 果 也 是 函数 ,就 称 此 为 反 函 数 ， 
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证 明 ” 先 假设 了 是 一 一 的 、 落 (a; 芒 和 (Ga, o) 是 在 广 * 内 的 两 
个 数 偶 ， 则 (8， 四 和 (ec, 9) 是 在 了 内 的 ;于 是 w= 了 (5) 和 a= 了 (0); 
因为 了 是 一 一 的 , 这 意味 着 b=6. 所 以 了-! 是 一 函数 . 

反之 ， 假 设 六: 是 一 函数 .… 车 (Dp) 二 (co), 则 了 包含 数 俩 (5, 
了 (5)) 和 (es Fo)) = (esf(B)), 于 是 (8),5) 和 (Ff(8), 6) 在 f7! 内 . 
因为 广 ! 是 一 函数 , 这 意味 着 5 二 ce， 所 以 了 是 一 一 的 ， 朋 

六 和 六 :的 图 形 的 关系 很 密切 , 可 用 于 的 图 形 来 想象 f-! 的 图 
形 . 关 广 ! 的 图 形 是 由 与 了 图 形 中 的 (B, 9) 相对 应 的 所 有 数 偶 (m 
站 组 成 的 ， 故 将 水 平 轴 和 直立 办 对 调 后 由 了 的 图 形 即 得 六 : 的 图 
形 、 首 了 有 图 2(a) 所 示 的 图 形 ， 


图 到 各》 
淡 典 计 泪 过 汀 只 导 千村 
”内 过 某 可 头 王 询 ” 衬 
洋 合 芒 让 基 工 休 轩 过 起 
孙 旭 两 水 着 测 次 个 EE 
必 靖 米 F 久 于 - 避 弟 
a 
EE 
吏 牙 注资 漠 消 鲁 常 轩 形 


中 晨 生 拉 


这 种 方法 在 书本 上 用 是 不 方 恒 的 , 在 暴 板 上 用 更 不 可 能 , 率 气 
另外 有 综 制 f-! 图 形 的 方法 ， 点 (a, 5) 和 (5, 9) 对 于 称 为 对 角 线 的 
T(z) 二 x 的 图 形 互 为 反射 象 (图 和 .为 了 得 到 万: 的 图 形 , 我 们 只 
要 通过 这 条 直线 把 了 的 图 形 反射 过 来 (加 5). 


ta; be 


图 4 图 5 
道 过 对 角 线 反射 两 次 ,显然 恰好 又 回 到 原 处 ,这 意味 ( 广 2-: 一 
下 这 显然 也 能 由 定义 夏 出 , 结 台 定理 , 此 式 有 一 个 有 意义 的 推论 : 
车 了 为 一 一 范 数 , 则 函数 广 ! 出 是 一 一 的 ( 因 (F0-: 是 一 个 函数 ). 
还 有 一 些 你 应 读 知 道 的 关于 反 函 数 的 简单 运算 ， 因 为 只 当 
(8, 四 在 f! 内 之 时 (9, 妈 ) 在 于 内 ,所 以 
5 一 了 (中) 的 疙 义 与 9=f-!1(5) 的 意义 相同 . 
于 是 扩 '() 是 使 f(a)=5 的 (唯一 的 ) 数 a， 例如 , 若 f(x)=z2, 则 
了 (5) 是 使 w= 二 5 的 唯一 的 数 4， 而 根据 定义 ,这 个 数 是 了 5 
16) 是 使 f(g) = 的 数 5y 这 个 事实 ， 可 用 更 简洁 的 形式 重 
新 陈述 ; 
对 于 六 :的 定义 域内 所 有 的 z, 了 (fw)) = 
另外 ， 
对 于 了 的 定义 域内 所 有 的 x, 了 +(f(w)) 二 zx 


此 式 是 将 前 一 式 中 的 了 于 六 : 蔡 换 后 得 到 的 。 这 两 个 重要 的 等 式 
二 呈 本 从 


ff 
ff=I 
《只 当 了 或 了 ' 的 定义 域 不 是 整个 R 时 , 右边 的 定义 域 才 会 更 大 ). 
由 于 许多 标准 函 教 将 定义 为 别 的 函数 的 着 ， 所 以 我 们 能 知道 
哪些 函数 是 一 一 的 ， 就 很 重要 了 ， 我 们 曾经 提示 过 哪 一 类 函数 是 
最 容易 处 理 的 一 一 递增 和 递减 函数 显然 是 一 一 的 ， 另 外 ， 若 了 是 
递增 的 , 则 广 : 也 是 递增 的 , 而 若 了 是 递减 的 ， 则 广 : 是 递减 的 (证 
明 留 给 你 们 采 做 )， 还 有 , 当 且 仅 当 一 f 是 递减 时 了 是 递增 的 ， 这 
个 事实 很 有 用 , 要 记 住 ， 
每 个 一 一 阔 数 不 是 递增 让 是 递减 的 ， 这 当然 不 对 曾经 提 列 
过 一 个 例子 , 现在 绘 在 图 6 中 ; 


区 关 3,5 
gm) +43, t=5 


5,%=3$, 


儿 # 图 了 
图 7 表明 ， 甚 至 连续 的 一 一 函数 ， 也 可 以 嗓 不 是 递增 也 不 是 递减 
的 。 但 是 如 果 你 试 绘 几 个 图 形 ， 你 将 会 立刻 同音 ， 定 义 于 一 个 区 
间 上 的 每 个 一 一 的 连续 函数 不 是 递增 就 是 递减 ， 这 个 定理 对 不 爱 
动脑 子 的 人 来 说 是 件 乐 事 ; 其 证 明 用 不 着 新 的 想法 , 但 它 的 确 需 要 
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仔细 加 以 组 织 . 由 两 个 引 理 开始 是 有 帮助 的 ， 第 二 个 引 理 是 头 一 
个 引 理 的 推论 . 

” 引 理 ! 设 了 为 定义 在 一 个 区 间 上 的 连续 一 一 函数 , 并 设 0,8 
和 ec 是 这 个 区 间 的 点 ， 并 且 Ge<p 车 了 (a) 过 0)， 风 (四 < 
(0) 过 00); 而 车 所 国 盖 丰 6) ， 则 天 9) 丰 四 全 到 D 如 图 8 质 示 ) 


图 .8 
证 明 先 考 虚 f(q) 过 1(8) 的 情形。 因为 c 寺 09,8, 我 们 有 ft(e) 
于 fq), 和 了 (ce) 寺 f(5), 于 是 
不 是 f(e) <f(@) 
就 是 (二 f(6) 二 了 (8) 
或 了 (0 一 大 ch)， 
只 要 排除 第 一 和 第 三 两 个 可 能 性 即 可 . 
假设 6) 过 Ff(9) (图 和 将 介 值 定理 应 用 于 区 间 [6, 5: 因为 
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ec 一 FED 故 在 [9 85] 内容 在 某 个 z 使 fx) 一 让 . 但 这 
与 于 是 一 一 的 可 实 相 矛盾 ， 因为 a 于 是 foO<fa 是 不 可 
能 的 . 
类 似 地 ， 假 设 oO>f) (图 10)， 将 介 值 定 瑶 应 用 于 区 间 
fa eJ]: 因 fo <7(D) 一 f(e)， 故 在 [e o] 内 存在 某 个 * 使 fr)= 
f(5), 这 再 次 与 了 是 一 一 的 事实 相 了 矛盾， 于 是 六 o)>fB) 也 不 成 
立 , 铀 下 的 只 有 fo<7(8 一 了 (这 个 可 能 性 . 

f(9) > 的 情形 可 以 用 完全 相同 的 方法 处 理 ， 或 者 我 们 可 
以 巧妙 一 些 , 将 第 一 种 情形 应 用 于 一 了 

引 理 2 设 下 为 定义 在 某 一 区 说 .上 的 连续 一 一 函数 ， 设 4 和 和 
5 是 读 区 闻 的 两 点 ， 间 假设 了 (加 < 之 (5)， 车 6 为 该 区 词 的 一 点 且 
e<o, 则 了 Co) 过 fa); 类 似 地 ,车 <6, 则 了 (5D) 站 Ce), (对 于 f(a) 
二 ff() 可 以 作出 类 似 的 叙述 , 但 是 我 们 不 需要 它 .) 

-征明 沽 虚 e<a 的 情形 ， 先 假设 了 (0)>>f(8). 将 引 理 1 应 
用 于 e<a<<8， 将 意味 着 了 (a) >F(D)， 这 是 不 对 的 。 因此 fc) 二 
f(5)， 现 在 可 将 引 理 1 应 用 于 ec<e<5， 便 可 断定 天 ce 二 故去 
了 (2)， 

38 一 e 的 情形 可 以 类 似 地 处 理 . 

最 后 , 我 们 已 为 下 列 定 理 作 好 准备 . 

定理 2 车 了 在 一 区 间 上 是 思绪 并 且 一 一 的 ， 则 于 在 该 区 间 
上 不 是 递增 就 是 递减 的 ， 

证 明 设 e 和 3 为 该 区 闻 内 的 两 个 数 并 且 a<5b, 因为 f(9) 半 
天 ( 引 ,所 以 不 是 Po 一 5) 就 是 了 0 二 天 0). 我 们 先 研究 f(9) < 
了 (5) 的 情形 , 并 且 证 明了 是 递增 的 . 

设 e 和 如 是 读 区 间 内 的 两 点 , 且 e<&、 若 e， 引 中 的 一 个 (或 
两 个) 等 于 “或 刀 则 起 引 理 革 和 23 立刻 可 得 f(c) < 之 f{d)， 共 他 的 
可 能 性 导致 下 列 六 种 情形 : 
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(Vexcacacs 一 上 -半天 一 一 一 二 一 一 


(Deeacd<s -二 一 和 一 
Oe cocsecd f 4 f 
(dacecdeB | - -一 生生 天 一 
人 G) ae <e < ed -ff 人 

四 a be d 


(的 人 人 i 


应 用 这 两 个 引 理 , 每 一 情形 都 容易 处 理 : 例如 , 在 情形 (1 中， 
先 将 引 强 2 应用 于 <4<jp 得 其 <F9， 然 后 将 引 理 1 应 用 
于 c<d<a， 得 fe) 三 1(d)， 共 余 情 形 留 双 你们 作为 一 个 容易 的 
练习 . i 

车 了 9) 守 f08), 我 们 可 以 同样 地 证 明 于 是 递减 的 。 或 者 我 们 
可 以 将 刚才 证 明 过 前 结果 应 用 于 一 天 显然 这 个 方法 更 可 取 )， 

此 后 我 们 将 几 平 只 神 及 定义 在 一 个 区 间 上 的 连续 递增 或 递减 
饼 数 ， 如 果 于 是 这 样 一 个 函数 ,就 能 很 明确 抱 说 出 六 :的 定 又 域 是 
怎样 的 . 

先 假设 了 是 在 财 区 间 [e, 8 上 的 连续 递增 函数 ， 那 么 ， 由 介 值 
定理 知 , 了 取得 (9) 和 (5) 之 各 所 有 的 慎 。 因 此 , 产 ! 的 定义 域 是 
闭 区 间 [ftq), 了 (56)]， 网 样 地 , 若 于 在 [9,5] 上 是 连续 并 且 递 减 的 ， 
则 产 ! 的 定义 嫩 是 [fC8), 了 (9)]. 

如 果 了 是 在 一 开 区 闻 (a,6) 上 的 连续 递增 函数 , 分 析 起 来 稍微 
困难 些 ， 首 先 , 在 (4, 态 内 选 一 点 <， 我 们 将 先 确 定 了 取得 >f(o) 
的 哪些 值 ， 一 种 可 能 性 是 ，- 了 取得 任意 大 的 值 (图 11)， 由 分 值 定 
香 知 ,在 此 情形 中 ，f 到 得 >fte) 的 所 有 的 士 ， 另 一 方面 , 若 了 并 
不 取得 任意 大 的 值 , 则 4= 他 (z):cSw 必 5} 是 上 有 界 的 , 歼 4 有 一 
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国 ii 图 12 

最 小 上 界 (图 12)， 现 在 假设 9 是 满足 fc) <y<a 的 任 痢 数 , 则 
了 取 到 某 个 值 f(z)>y( 因 为 4 是 和 的 最 小 上 界 )， 由 介 值 定理 知 ， 
了 实际 上 能 取 和 到 # 值 ， 注 意 下 不 能 取得 % 值 本 身 ; 困 若 对 于 < 
一 b 有 4 二 f(z), 那么 我 们 取 请 足 z<f< 的 1， 就 有 站 之 &, 而 
这 是 不 可 能 的 ， 

这 些 同 样 的 论证 , 对 于 小 于 f(e) 的 值 也 适用 ， 要 么 了 取得 小 
手 了 (ce) 的 一 切 值 , 要 么 存在 着 一 数 A<f(c), 使 了 取得 在 B 和 jc) 
之 他 所 有 的 值 , 但 不 取得 及 本 身 . 

当 了 是 递减 以 及 了 的 定义 域 是 R 或 (e cc) 或 (一 ca, 四 时 ,可 
以 重复 上 述 全 部 论证 。 总 起 来 说 ; 若 了 是 一 连续 递增 或 递减 的 函 
数 ,并且 它 的 定义 域 是 具有 下 列 形式 的 区 间 

(@, 人 (一 co 区， (9, 00) 或 民 , 

则 产 : 的 定义 域 也 是 这 四 种 形式 的 区 闻 中 的 一 种 . 

经 然 我 们 已 经 完成 了 对 于 连续 一 一 函数 的 初步 分 析 ， 可 以 开 
始 问 一 一 函数 的 哪些 重要 性 质 被 其 逆 所 继承 .连续 性 是 不 成 问 
是 的. 

定理 3 ” 若 了 在 一 区 间 上 是 连续 和 一 一 的， 虽 广 : 也 是 过 
续 的 。 

证 明 我 们 由 定理 2 知道 了 不 是 递增 就 是 递减 的 ， 我 们 不 妨 
假设 了 是 递增 的 ， 因 为 递减 的 情形 可 以 用 考虑 一 了 的 通常 技巧 来 
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处 理 . 
我 们 必须 证 明 , 对 于 了 "' 的 定义 域内 的 每 个 五 有 
0 

这 个 数 5 具有 fa) 的 形式 ，a 为 了 的 定义 域内 的 某 数 ， 对 于 任意 
e>>0, 我 们 要 找 一 个 8>0, 使 得 对 于 所 有 的 2 

如 果 flo) —6<z<f (0 +6, 就 有 a—e<f (zate. 图 13 
提醒 求 6 的 方法 ( 记 住 , 把 书柜 过 来, 你 就 看 到 了! 的 图 形 ): 因为 

. 如 一 上 < 人 十 5 

所 以 Fae)<f() <fate); 
我 们 设 5 为 f(at+ 8) 一 fq) 和 f(a) 一 f(a 一 e) 的 较 小 者 ， 图 13 包 
含 这 个 5 引出 的 爹 部 的 证 明 , 而 接着 只 是 简章 地 用 语句 叙述 包含 
在 读 图 中 的 信息 . | 

我 们 所 选择 的 6 保证 了 

fla—e) f(D —6d 和 fa +dsf(at+e). 

页 当 0 一 < 和 fen+G6 
时 ,有 fe<e<flate). 


(Ra oa 
了 


ja+s 
f= 
fo) ~ 5 —~ 


图 13 但 314 
因为 了 是 递增 的 , 所 以 产 : 也 是 递增 的 ,我们 得 
fF fae < te)), - 
» ZBE 


序 G 一 B< zy 十 PP 
这 正好 是 我 们 所 需要 的 . 

已 经 成 功 地 研究 了 斑 ! 的 连续 性 ， 现在 只 有 解决 可 微 性 才 合 
理 ， 又 是 图 形 说 明 应 该 有 什么 样 的 结果 .图 14 表示 在 (a，f(9)) 
处 有 切线 工 的 一 一 函数 了 的 图 形 ， 当 这 忒 个 图 形 通过 对 角 线 反射 
后 , 它 表示 了 了 1! 的 图 形 和 在 (f(D,) 处 的 切线 十, 荆 的 斜率 是 工 
的 镜 率 的 钢 数 ， 换 言 之 ,有 


- 1 
FOF) = ply 


这 个 公 直 也 可 以 用 丰 近 才 示 () 《2 的 方式 写成 : 对 于 广 :的 定 
义 域 内 的 每 个 忆 ， ”> 


do ye z 
不 象 对 连续 性 的 论证 ， 这 个 形象 的 “证明 ”分 折 地 慌 述 时 就 有 
点 麻烦 、 有 另 一 个 途径 可 以 试 一 下 ， 因 为 我 们 知道 
jz 力 一 2 
它 诱 使 我 们 用 链 式 法 则 来 证 明 所 要 求 的 公式 : 
FUED FY)=1, 


于 是 (f(z )= pe 
可 惜 , 这 不 是 产 * 可 微 的 证 明 ， 因为 除非 已 经 知道 1"! 是 可 微 的 ， 
否则 不 能 用 链 式 法 则 , 但 这 个 论证 表示 了 , 当 广 : 可 微 时 ( 广 57(z) 
必须 等 于 什么 , 并 且 也 可 以 由 此 得 到 某 种 重要 的 初步 信息 . 

定理 4 ”如 果 了 是 定义 在 一 个 区 闻 上 的 连续 一 一 函数 ， 且 
下 (f(@))=0, 则 下! 在 a 处 是 不 可 微 的 ， 

证 明 我 们 有 

fN(e) = 
假如 六 ! 在 “处 是 可 微 的 , 则 链 式 法则 将 意味 着 
* HET 


i pm er 


fd) SN) =D 
因此 OF) (DW=1, 
这 是 背 理 的 。 - 
应 用 定理 4 的 一 个 简单 例子 是 函数 fz)=z*， 因 (0)=0 和 
0 一 广 :(0), 故 函数 广 : 在 0 处 不 可 微 (图 15). 


jf =—* 亡国 = 既 


[9 
(a) ) 


图 13. 
确定 了 反 函 数 在 何 处 不 可 微 之 后 ， 我 们 就 为 严格 证 明 以 下 事 
实 作 好 淮 备 :在 所 有 可 微 的 地 方 ， 其 导数 是 由 我 们 已 用 两 种 不 同 
方法 “导出 * 的 公式 表示 的 ， 注音 下 列 的 论证 要 用 我 们 已经 证 明 过 
的 广 ' 的 六 续 性 . 
定理 3 让 7 为 定义 在 二 区间 上 的 连续 一 函数 并 设 f 了 在 
fC0) 处 可 微 , 且 导 数 产 Cf109)) 于 0。 则 广 ! 在 处 可 微 ,并 且 


lr _ | 1 

OD OF 

证 明 设 5=fC@). 则 
i B+ (0) 


A 


要 :D- G 
了 . 


“28 


现在 ,在 六 的 定 多 域内 的 每 一 数 5 十 下 可 以 对 于 一 个 瞧 一 的 性 (我 
们 实际 上 应 写 *(8), 但 为 简单 起 见 我 们 姑且 写成 区 写 成 
b+rh=f(a+k) 
的 形式 ， 则 
in 区 地 二 的 一 


lim 


vt- 
st fask)—b 


| k 
Himprara) Fa 
这 样 若 显 热 是 对 路 的 ， 不 难得 出 关于 于 的 旺 式 , 因为 


bth f(atk), 
我 们 有 /t= G 十 有 
印 t= (B+ 一 六 


现在 由 定理 3 知 , 卫 数 六 :在 5 处 连续 ， 这 意味 着 当天 趋 近 0 时 下 
趋 近 0， 因 为 


jem fe+ 电 =- = 六 (四 =PCF-:(D) 二 0， 


此 二 四 


这 意味 着 
rs 


我 们 对 反 函 数 所 做 的 工作 ， 虽 然 在 斥 后 将 会 充分 地 看 到 其 从 
用， 但 这 里 有 一 人 立即 见效 的 应 用 ， 对 于 奇数 的 mw， 设 对 于 所 有 
的 加 
(2 一 2 
对 于 偶数 的 筷 设 x>0 时 、 
了 ED)=2 
+ 289 。 


和 
be PP Fre PEE ~ re 


则 f 是 连续 一 一 水 数 , 它 的 上 反 请 数 是 ， 
= = Ma 
根据 定理 5 我 们 有 , 对 于 zy 二 四 


『 1 
gr) 一 到 CT 


1 
nT 


-1 
“mwl 


故 若 (2)=s?, 且 本 为 一 整数 或 一 月 然 数 的 倒数 , 则 户 (zy= aa- 
现在 容易 验证 当 台 为 任何 有 理 数 时 这 个 公式 成 立 : 设 =m/s, 其 
中 六 是 一 整数 , 而 名 是 一 自然 教 ;车 1 
f(z)= 一 一 一 Gy) 
那么 根据 链 式 法 则 ， 
1 


f(r)=m rm-! ee 


= 
= 
Li 


虽然 我 们 现在 有 一 个 当 所 7)=w"(a 是 有 理 数 ) 时 产 (z) 的 公 
式 , 但 对 于 a 为 无 理 数 时 的 函数 (x)= 要 留待 以 后 论述 一 一 自 
前 我 们 甚至 不 知道 象 /这 样 一 个 得 导 的 意义 . 事实 上 ， 尽 为 无 
理 数 时 的 ze 的 定义 中 , 一 定 要 用 到 反 函 数 ， 的 确 , 在 以 下 几 章 中 ， 
一 些 重要 的 函数 将 用 它们 的 反 贸 数 从 定义 ， 
= 290 。 


区 榴 
本 


习 题 


， 对 于 下 列 各 题 的 所 求人 + 


OD) Fz) =2+1. 
dl) f(z)= 他 一切 


理 
《iiiy f(#)= 所 7 
2 
Gv fa)- = 全。 aa go. 
攻 ， Eh 
(vy f(t)= .00 H=0n i=1,.,%—1 
本 1 区 二 让 a 


《vi Ax)=2+ [el. 
vii) 了 (0 gad."*) 一 个 GL {这 里 用 小 数 表示 .) 
《viii) f(T rl 


， 给 制 下 列 各 一 的 了 :的 图 形 . 


(i) 了 是 递增 半生 恒 为 正 的 。 

{ii) 隆 是 递增 并 且 忆 为 负 的 ， 

《iiiy 于 是 递 沼 天 且 恒 为 正 的 . 

(iv) 了 是 递 闫 并 且 枉 为 负 的 . 1 


。 完 成 定 琴 2 的 证 明 . 


证 明 : 如 果 了 是 递 增 的 , 则 六! 也 是 递增 的 ， 对 于 井下 函数 亦 然 ， 

如果 了 和 4 是 递增 的 , 则 了 -+g 是 可 递增 7 于 9 怎样 ? fo9 呢 ? 

(a) 证 明 ; 如 果子 和 9 是 一 一 的 ,于 是 fg 也 是 一 一 的 ， 求 : 用 广 ! 和 
9g-! 表 示 的 (fo9) ~!， 提 示 : 管 案 不 是 广 :eg 

(b) 著 g(7) 一 1+fz), 求 : 用 玉 ! 表示 的 81 


证 明 当 且 仅 当 吧 一 ie 天 0 时 开 #) = 经 二 5 是 一 一 的 , 并 求 这 时 的 了 


。 下 列 函 上 数 在 胖 些 区 和 间 [La, 外 上 是 一 一 的 ? 


(i) f(T) = — dr’, 
Ciy f(r)=#7 二 
.291* 


(ii f(s)= (14s) 
Cv) Fr) 一 关 
9， 概 设 于 是 一 一 函数 而 六! 有 处 处 不 为 6 的 导数 .证 明了 是 可 机 的 提 
示 : 有 一 个 只 要 一 步 的 证 图。 
#10，({a) 证 明 ; 有 一 可 微 男 数 所 司 对 于 所 有 的 x 有 [F(z)]5 十 f(z) 十 z 二 0 
提示 证 明了 能 名 表示 为 一 个 反 函 数 .做 到 这 一 点 的 最 容易 的 方 
法 吓 求 下!， 而 求 广 ! 的 最 容易 的 方法 是 令 zx 天:( 轨 、 
《b) 用 本 章 的 一 个 适当 的 定理 , 求 用 了 表示 的 下. 
(e) 用 另外 一 种 方法 , 即 用 对 定义 了 的 方 竹 求 微分 的 方法 , 来 求 扩 ， 
第 10 题 中 的 鱼 数 有 了 时 称 为 由 方程 扰 -+ 十 xz 一 0 铺 定 的 隆 函 雪 、 不 过， 
这 个 方程 的 情况 是 很 转 萄 的 ， 如 下 是 所 示 , 一 个 方程 不 是 总 能 在 整 条 直 
线 上 确定 出 一 个 隐 函 数 , 而 在 某 些 区 域内 可 以 确定 不 止 一 个 隐 函 数 . 
1i。{a)》 沿 方程 汉 十 六 二 1 在 (一 1, 芒 上 确 定 的 两 个 可 徽 隐 函 数 是 什么 y 丈 
层 对 于 (一 14, 荡 内 所 有 的 2 满足 避 十 [A(z]*=1 的 于 个 可 微 函数 
是 什么 注意 在 [一 1 1] 外 无 解 . 
Cb》 哪 些 光 数 了 满足 2 十 [zx)]: 二 一 19 
*(c) 翌 些 可 投 函 数 了 满足 [ 放 z)]: 一 82) 一 x? 提示 : 先 给 出 图 数 9+》 
二 2 一 34 的 图 形 是 有 精 助 的 ， 
一 般 地 说 , 在 哪些 区 同上 由 一 个 特定 的 方程 确定 一 个 哆 的 可 微 函 数 ， 也 
许 基 一 件 玫 烦 的 率 情 ， 最 好 放 在 商 等 微 积分 的 内 容 中 讨论 ， 可 是 ， 如果 
我 们 候 设 了 是 这 样 的 一 个 可 第 的 解 ,正如 第 10 是 (ce) 所 示 , 对 定义 了 的 
方程 的 两 进 求 微分 ( 即 用 所 谓 " 隐 函 数 生 分 革 "), 就 能 推出 了 (x) 的 式 子 : 
12.(a) 将 这 个 方法 应 用 于 方程 [f(4)]: 二 x? 二 1， 注 羯 你 的 答案 将 包含 
fz 我 们 只 能 作 这 样 的 期望， 因为 由 方程 关 十 术 二 1 确定 的 陷 范 
靳 不 止 一 个 ， 
《b) 用 第 11 是 (a) 中 疡 求 得 的 商 个 函数 检查 你 的 答案 是 否 正确 . 
(ce) 将 这 个 同样 的 方法 应 用 于 [大 zj 一 3fKz)=z， 
13， 对 于 隐 函 数 微 分 类 用 莱 布 尼 计 记号 特别 方便 ， 因 为 y 一 向 用 作 玉 z) 
的 缩写 , 所 以 确定 陷 函 数 闻 的 * 和 多 的 方程 , 自然 表示 了 所 应 满足 的 方 
程 ， 如 果 用 我 们 的 记号 , 下 列 的 计算 应 于 怎样 号 ! 
帮 十 类 十 物 二 1， 
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14, 


15. 


16, 


17. 
*18, 
19. 


本 2 


本 dy tag ty 0, 

yy_ .一 8 

dr dy 3yte | 
既然 引进 了 药 布 尼 慈 记号， 反思 数 的 导数 的 莱 布 尼 技 记号 也 就 应 该 提 
出 ,车 dy/az 表示 了 的 导数 ， 则 广 : 的 导数 用 dx/ay 表示 .用 这 种 记号 
写 出 定理 5. 由 所 和 宴 的 式 子 体 将 圭 到 革 布 尼 兹 记号 之 所 以 被 大 是 应 用 
的 另 一 康 因 .、 当 用 weryaeg 记号 时 ， 也 可 以 说 明 ( 广 六 "是 在 部 一 点 进行 
计算 ,下列 计算 的 意义 是 计 么 ? 


环 二 # 
9 
如 此 1 ae 路 _ _ 荆 
dr dr 让 侈 "了 
E21 


发 设 了 为 可 微 一 一 函数 并 且 没 有 一 处 导数 等 于 堆 ， 以 及 了 = 玉 ， 效 
GF)=zf-r) 一 F(z 证明 人 (C2) 一 六 xz》，( 不 管 细节 ,本 同 
紫 诉 我 们 一 个 很 有 有 意思 的 事实 ， 如 果 我 们 已 知 一 个 函数 ， 它 的 导数 是 
了 于， 我 们 也 能 知道 一 个 函数 ， 它 的 导数 是 了 1!， 可 是 怎么 猜 出 这 个 函数 
G1 在 习题 十 四 , 10 和 十 八 ，13 中 酷 术 两 种 不 同 的 途径 .) 

假设 函数 天 有 NKz)= sinz(sin (zs 十 1)) 和 (0) 一 3、 求 

人 -D3). 

(说 (8-3), 共 中 BCz) 一 Ne 十 1)。 

求 (天 D 52) 的 公式 ， 

证 明 ， 著 了 Cf" 区 z)) 存 在 并 且 韭 零 , 则 (fz) 存在 

(a) 证 明 一 个 递增 和 一 个 第 喊 函 数 至 多 相交 一 次 . 

(b)》 求 两 个 这 续 递增 函数 f 和 9, 使 正好 当 y 是 整数 时 3) 二 g(x), 

(c》 求 定义 在 有 R 上 的 根本 不 相交 的 一 个 连续 洲 增 函数 了 和 一 个 连续 北 
减 国 数 g. 

(a) 车 于 为 在 及 上 的 一 个 连续 沙 数 且 =f*!, 证 明 芭 少 窗 在 着 一 个 * 
使 Fz)=z， (一天 :的 几何 音义 是 什么 7) 

人 b) 举 几 个 使 f= 了! 而且 正好 有 一 个 s 使 1(z)=# 的 迷 续 函数 了 的 
铺子 。 担 示 : 试用 第 成 的 刷 并 回忆 共有 几何 解 灵 一 种 可 能 是 
Hr)= —2. 

和 


i 


#21. 


二 23。 


1, 


(©) 证 明 : 车站 为 一 递增 靖 数 ， 性 了 一 天 5 则 对 于 所 有 的 = 有 天 2 一 
x. 提示: 虽然 甩 何 的 解释 能 直接 使 人 信和 眼 , 但 最 简单 的 证 明 ( 天 约 
只 有 2 行 ) 是 排除 f(z)<<s 和 也 #2)>>s 这 两 个 可 能 性 , 

哪些 函数 具有 这 祥 的 性 质 ， 基 图形 通 过 ~ 了 的 图 形 (* 反 对 角 线 ") 反 射 

后 , 仍然 是 一 个 区 数 的 图 形 ? 


， 淄 zy 时 车 人 2) 志 1(9)， 则 此 逊 歼 是 摹 减 的 ，( 更 精确 些 , 我 们 应 规 


定 了 的 定义 域 是 一 个 区 间 , ) 一 个 非 增 钞 数 喜 用 类 似 的 方式 定义 ， 注 
意 : 有 些 作者 用 "过 增 "代替 “ 非 央 "， 而 用 "严格 递增 ” 代替 我 们 的 “ 坦 
增 "， 
{a) 证 明 ， 若 了 在 某 区 间 上 是 非 天 的 但 不 是 甫 增 的 , 则 于 为 常数 ，( 当 
心 , “不 是 递增 的 "和 *“ 非 增 " 的 意思 不 同 . ) 
《b) 证 明 ;， 若 了 是 可 油 的 并 且 是 非 碱 的 , 则 对 于 所 有 的 x 有 了 (z) 这 0, 
(c) 证 明 ， 车 对 于 所 有 的 w 有 站 (x)3>0, 则 了 是 非 三 的. 
如) 假设 对 于 所 有 的 + 有 f(x)>0, 并 且 于 其 递减 的 ,证明 有 一 连续 
化 不 函数 9, 使 对 于 所 有 的 z 有 0<p(z)yF(r》. 
(b》 证 前: 我 们 甚至 可 以 调整 上 述 9, 使 它 满足 img(2)/ 帮 2) 一 0， 


选 题 解答 
(iD fF) 一 D1 【《 设 多 王 产 KKT) 则 区 王子 (的 一 所 十 1 故 
#= W113,) | . 
《ii 天 一 了 《请 一 六 区) 则 
y，3# 为 有 再 数 


?0 一 [9 为 天 
因为 当 且 仅 当 # 是 有 理 雪 (或 无 理 数 ) 时 土 # 是 有 理 数 (或 无 至 
数 ), 故 当 z 为 有 理 教 时 # 一 2 而 当 # 为 无 理 数 时 y 二 一 +*， 于 是 = 
f(z).) 


vy 
村， ， a Tr 
.fA2)= | 池 一 好 1 让 一 人 址 
全 wa ， 交 一 如 1 
Cvil) f"1=f. 


* 294.* 


2. 全 六 :是 递增 的 , 并且 对 于 wo 大 Kxz) 无 定义 ， 


4， 作 向 闻 是 递增 的 、 设 wa<8， 则 六 :天 六 有, 因 广 : 是 一 一 和 的。 所 以 
不 是 19) 之 六 15) 就 是 下 Ho > FD), 答 若 了 0)>f 了 9) 出 
b= ft 一 全 
蔬 盾 。 对手 第 万 了 的 证 法 是 类 似 的 ， 或 者 我 们 可 用 卷 左 一 了 的 方法 来 

代替 ， 

5。， 显 然 ,省 9 是 递增 的 , 因 若 ffa) <f( 有 和 gay <g( 拉 ,出 全 + 从 (9) = 
了 (的 go) fg) = 全 十 四 (6)， frg 未 必 是 递增 的 ， 例如， 设 
HF) 一 g(t#)==#s。 《但 若 秋 于 所 有 的 zx 有 .zzz0， 则 了 -9 是 递增 的 . ) 
f°9 是 递增 的 , 因 车 Ga<b 齐 g 0) 的 ,区 (9D} < 居 了 (9 的 )， 

6，{8》 车 (9 人 3 一 (人们 (的 ， 风 于 ( 红 2 力 一 了 9 动 ))》 于是, 因 了 是 一 一 
的 顶 只 2zZ) 一 9(9)， 又 因 9 是 一 一 的 豆 z 一 yy，(fr9) -1 二 "iof-t， 因 设 站 
= {f° 7), z= 于 是 y 二 
gf 2)), 

7. 车 玫 7)=J (yy, 则 
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tt i 
人 d 丰 十 全。 cy 十 人 
于 是 ~ 
acxy+ bcyT adz+ ba=acwy+ odyt best bd, 
或 - 


| od (w=be (sD), 
如 果 ad 关 Bc, 这 意 昧 着 x 一 y=0，( 担 苦 a4=8e， 则 对 于 手 的 定义 域内 
所 有 的 * 和 有 x)= 了 (四.) 
设 #= 了 式 ?), 则 z= 二 了 (和), 于 是 
+b 
本 《8 十 如 


于 是 (一 9 二 二 对 于 Fafe。 


3，0) 那些 包含 在 (一 oo, 们 或 [6，2] 或 [2，o0) 内 的 区 同 [a， 冲 ， 因 了 在 
《一 00,0] 和 [2, co) 上 是 递增 的 , 而 在 (0, 2] 上 是 递减 的 . 
Gii) 那些 包含 在 ( 汪 5%,.0] 我 [0,，%%2) 内 的 区 侗 [a, 到 ， 因 了 在 (一 避 . 们 
上 是 递增 的 , 而 在 [0， c) 上 是 递 成 的 ， 
14， 导 数 公 式 记 作 一 


(在 这 个 公式 中 ,不 用 莘 , dx/dy 理解 为 {(f"D "(9), 而 091dx 是 一 个 "包含 
* 的 式 子 ”并 且 必 须 用 方程 #9= 有 2z) 将 最 后 答案 中 的 4 换 成 六) 


第 14 题 中 的 计算 , 当 算 出 时 表示 
de pl 
0 RP) Tn “ 
15, Ed 


a OA FD ED FO Az) 
=of Nt) NT) 
-fi(x), 

16, OD 


1 


(0°) (3) er 0 sy 
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17, 六 
(六 《2 一 FW Ce 
我 们 有 
pe FED D's) 
OOTP 
一 天 人 -32 


TH ry 
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第 十 三 剖 积 分 


导数 要 和 第 三 部 分 的 第 二 个 主要 概念 “积分 ” 相 结 合 之 后 才能 
显示 出 它 的 充分 的 力量 .开始 时 好 象 完全 离开 这 个 话题 一 在 本 
章 中 导数 甚至 一 次 也 不 出 现 ! 研究 积分 的 确 需 要 很 长 一 段 的 准备 ， 
但 是 一 旦 这 个 准备 工作 做 好 了 ， 积 分 就 会 成 为 用 来 产生 新 函数 的 
非常 宝贵 的 工具 , 而 导数 将 在 第 十 四 章 中 再 次 出 现 ,并且 将 比 以 前 
任何 有 时候 都 更 为 有 用 ， 

虽然 积分 最 终 要 用 一 个 很 复杂 的 方式 来 定义 ， 但 它 能 使 一 个 
简单 而 且 直 观 的 概念 一 一 面积 售 式 化 ， 现 在 ， 当 你 听 到 一 个 直观 
概念 的 定义 会 出 现 很 大 的 困难 时 ， 可 能 不 会 感到 惊 蜡 一 一 “面积 ” 
当然 也 不 例外 . 

在 初等 几何 中 , 得 到 了 许多 平面 图 形 面积 的 公式 , 但 稍微 问 顾 
一 下 ， 就 会 看 到 几乎 没有 给 出 一 个 可 接受 的 面积 的 定义 ， 一 个 区 
域 的 面积 月 时 定义 为 与 读 区 域 相 响 合 的 边 长 为 1 的 正方 形 的 数 
目 ， 但 这 个 定义 不 是 对 任意 的 甚至 最 简单 的 区 域 者 适 合 、 饮 如 ， 
半径 为 1 的 圆 , 被 认为 以 无 理 数 x 作为 它 的 面积 , 但 “x 个 正方 形 ” 
是 什么 意思 就 根本 不 清楚 . 即使 我 们 考虑 一 个 半径 为 1/vV z# 的 页 ， 
它 的 画 积 被 认为 为 1， 也 很 难说 出 有 什么 方法 能 使 单位 正方 形 与 
该 殴 相 吻合 ， 因 为 似 胖 不 可 能 将 
单位 正方 形 分 成 许多 小 块 ， 使 
它们 能 排列 成 一 个 圆 ， 

在 本 章 中 我 们 只 尝试 定义 某 
些 很 特殊 区 域 的 面积 (图 1) 一 
这 些 区 域 是 以 水 平 轴 , 通过 (6 0) 
298 。 


和 (5,0) 的 直立 线 ; 羽 及 利 竹 [ 信 三 风 局 训 前 号 有 7) 闫 0 的 男 数 
了 的 图 形 为 边界 . 用 了 (上 2) 表示 这 个 区 域 是 方便 的 ， 注 意 , 这 
些 区 域 包括 矩形 和 三 角形 以 及 另外 许多 重要 的 几何 图 形 ， 
这 个 最 终 被 指定 为 吾 (f, 0,5) 的 面积 的 数 将 称 为 下 在 [4,81 上 
的 积分 , 实际 上 , 即使 不 满足 对 于 [a, 台 ] 内 所 有 的 “有 f(7)>0 这 个 
条 件 的 函数 f, 也 能 定义 积分 .. 设 
了 为 如 图 2 所 示 的 函数 ， 积 分 将 . 
表示 羔 影 线 区 域 的 面积 与 浓 影 线 
区 域 的 面积 之 差 (R(f, w 可 的 
“代数 面积 ")， . 
十 面 这 个 未 来 的 定义 所 根据 图 ?3 
的 想法 如 图 3 所 示 。 区 间 fe, 下 已 央 训 足 
=to<t tb 


图 了 
的 数 io 和 t2, ts, #4 分 成 四 个 子 区 间 ( 下 标的 编导 由 0 开始 ， 以 使 
景 大 下 标 等 于 子 区 闻 的 数目 》 


[ #1] [és ts) Lis, $3] [fa $el. 

在 第 一 个 区 间 [io, #1] 上 , 函数 了 在 最 小 值 m 和 最 大 值 形 节 
同样 地 , 在 第 二 个 区 网: ls 4] 上 上 设 了 的 最 小 信 为 mi 最 大 值 为 
型 ,， 和 和 - 加 

mh) mt tt mh + mbt) 
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和 


表示 在 区 域 BR(J, a, 下 内 部 的 拭 瑚 的 总 面积 , 而 和 

S= ME —t0) tT Mts #0) + Ms — ta) MH — to) 
表示 包含 区 域 BR(F, a,3) 的 那些 炬 形 的 总 面积 ， 我 们 试图 定义 
RLf, a,5) 的 面积 4 的 指导 思想 是 认 汉 4 应 满足 

: #5 友和 4 和 有 起 六 ， 

并 且 不 管 怎样 细 分 区 间 [a, 5]， 它 都 应 当成 立 。 希 望 这 些 条 件 能 够 
确定 4， 下 列 定义 著 手 将 这 个 论述 正式 化 ， 并 员 除 共 中 某 些 瞳 合 
的 假设 . 


“定义 


设 s< 区 间 [e， 全 的 划分 是 Eo 引 内 点 的 有 限 集合 ， 其 中 
一 个 点 是 本 一 个 点 是 下 


在 划分 中 的 点 可 以 编号 为 fw， 所 ,使 
gf 
我 们 总 是 假设 这 样 的 编号 已 经 指定 . 


定义 


假设 于 在 [o, 8] 上 有 界 ， 以 及 已 = tfo …， 细 是 [a, 5] 的 划分 . 


设 
一 诈 人 下 二 -TY 三 }， 
Msuplf(r) i ret}, 
于 对 于 P 的 下 和 , 用 上 {Ff, P) 表示 , 定义 为 
Lf, PP) = 人 —t1). 


vg pp > 


在 前 面 的 例子 里 ,下 和 与 上 和 相应 为 # 与 态 , 它们 分 别 代表 在 
了 图形 以 下 与 以 上 的 矩形 的 总 面积 ， 然而 要 注音， 这 些 和 尽管 是 
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机 几何 3 起 的 ， 介 在 戎 它们 下村 和 和 和 直人 
到 “面积 "的 概念 ， “| 

定义 中 的 两 个 细节 应 当 解释 一 下 ， 为 守 使 所 有 的 zi 和 天 
都 有 定义 , 了 在 [a,5] 上 是 有 界 的 这 个 条 件 是 必 不 可 少 的 ， 尚 需 注 
意 ， 由 于 没有 假定 了 是 连续 的 ， 故 有 必要 将 数 ms 和 Mi 定义 为 
inf 和 sup 的 值 , 而 不 定义 为 最 小 和 最 大 . 

关于 下 和 与 二 和 有 一 件 率 是 清正 的 : 设 忆 为 任意 划分 , 则 

LH,P SEU, P).. - | 


因为 9 
L(fP)= Som(ts—ts), 
#=l 


Us, P) = TM, #0), 


而 对 于 每 一 个 ;, 我 们 有 
mt eM-1). 
易 一 方面 有 些 不 大 明显 的 事实 应 能 成 立 ， 若 P, 和 P; 为 
[o,5] 的 任意 两 个 划分 , 则 有 下 列 事实 。 

L(f, PY) <U(, Ps. 
因为 L(f, 忆 应 所 面积 RCf, 9, 四 ,而 如 (Ff, Ps) 应 宇 面 积 R(f,a, 及 ). 
虽然 这 个 陈述 什么 也 证 明 不 了 (因为 <R(f,4,58) 的 面积 " 还 没有 定 
义 过 ), 但 它 的 确 指 出 , 如 果 想 定义 五 (f, 49,5) 的 面积 , 就 应 当先 证 
明志 (人 户 )) < (f, Pp), 我们 即将 给 出 的 证 明 要 依 沼 一 个 引 理 ,而 
这 个 引 理 涉及 划分 包含 更 多 的 点 时 下 和 及 上 和 的 性 态 , 在 图 4 中 ， 
划分 包含 黑 点 ， 而 划分 8 包含 黑 点 和 圈 点 ， 访 图 说 明 ， 由 划分 
旭 所 绘 出 的 炬 形 ， 比 由 原来 的 划分 所 给 出 的 炬 形 更 接近 区 域 
五 (六 a,2). 淮 确 地 说 ; 

引 理 若 8 包含 P( 即 放 P 的 所 有 的 虚 也 在 @ 内 ), 则 ， 
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图 4+: -. :: 
LP) <L(F, ©), 
: UG,P) PE, QO). 
证 明 人 先 沽 虚 特 殊 情 形 ( 图 四), 其中 8 只 比 卫 多 包含 一 个 虚 : 
P= {#0 fn} 3 
QO= {to, sn, fi th, ti, ~ bol, | 


其 中 
站 一 0 
m=inf (fC5): bet)}, 
mr" =inf (f(2), 4 red}. 
于 


LO P= Dm tn), 
二 三 生 
四 -1 . 
LO 0)= Fmd) mt + (O20) 


t 之 (和 一 在 -小 


为 了 证 明 工 (f,P) <L(f,0), 只 要 证 亡 
Moet Fi) Sm (WO— Ft). 
现在 , 集会 {用 3 i 攻 # 本 和 包含 仇 (2 汪 -12w) 内 甩 有 的 
2 


站 


' 数 以 及 某 些 可 能 更 小 的 数 ,. 因此 头 一 个 集合 的 最 大 下 界 小 于 或 等 
了 第 一 个 的 最 大 下 界 : 手 是 


. :9 
同样 地 ， | 和 : 
因此 me(te #1) = = me Fm 


一 
这 证 明了 在 此 特殊 情形 中 ; L(f, P) <L(f,@).U (Ff,P) 汪 0 (fF,0) 
的 证 明 是 类 似 的 , 和 留 给 你 们 作为 一 个 容易 而 有 益 的 练习 . 

一 般 情形 现在 可 以 很 容易 地 推出 . 刘 分 可 以 自卫 每 次 加 上 
一 个 点 而 得 到 ; 换言之 , 有 一 系列 的 划分 

=P, Pyy i P=0, 
而 P+' 正好 比 PP 多 包 售 一 个 点 ， 那么 

LP)=LO,P) SL PANE Lf PI=LOG 0, 
和 UP) =U PY) BUG, PP) 2UF, r=00, 0 

我 们 所 要 证 盟 的 定理 , 是 这 个 引 理 的 一 个 简单 的 推论 . 
定理 1 设 P, 和 Ps 是 [a, 的 划分 , 并 设 了 在 [a, 5J 上 有 
界 ， 则 类 

£0,P) «U0, P,). 

证 明 育 一 个 地 售 P 和 Pe 的 划分 P( 设 P 由 在 P 和 PP 内 
所 有 的 点 组 成 ). 根据 引 理 ， 
工 (PPD SLO PEDO P) SU Pp). 

由 定理 1 知 ,任何 上 种 (f, P) 是 所 有 下 和 工 (f, 忆 ) 的 集合 的 
一 个 上 界 , 因此 ， 对 任何 划分 PP， 上 各 (f, PP 大 于 或 等 于 所 有 下 
和 的 最 小 上 界 ; 

sup{ 二 (所 万 :已 为 [4, 站 的 划分 }<U(f,"). 
沁 反 注 米 兴味 宪 soptZf,)} 是 的 所 有 上 和 的 全 全 的 一 个 
下 界 、 因 此 
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sup{L(f, PY inf (UF, P)Y. 
显然 , 这 两 个 数 在 了 对 于 所 有 的 划分 的 下 和 与 上 和 之 间 : 
LOf, PD) 二 SP Ps (Ff, P'), 
L(f, PD) Sinf Uf, PY Uf, P'), 
P' 为 任意 的 划分 . 
很 可 能 有 
sup{L(f, PY=inf {Uf, P)Y; 
在 这 种 情形 下 ， 这 是 在 了 对 于 所 有 的 划分 的 下 和 与 上 和 之 韶 的 叭 
一 的 数 , 因而 将 此 数 当 作 (fa,5) 的 面积 是 很 理想 的 ， 另 一 种 可 
能 , 若 
sup{L(f, PY -<inf {U(F, P)), 
则 在 sup{I(Ff, 忆 )} 与 inf {VU(f, 了)) 之 同 的 每 一 数 5, 和 将 满足 对 于 
所 有 的 划分 PP 
L(f, PY) Sr UF, P'), 
至 于 什么 时 异 才 会 出 现 这 样 伤 脑筋 的 事 , 还 一 点 也 不 清楚 . 下 
面 两 例 虽 然 不 如 即将 举 出 的 许多 例子 有 趣 ， 但 却说 明 这 两 种 现象 
都 是 可 能 出 现 的 . 
。 先 假 设 对 于 [ea, 8] 内 所 有 的 有 f(x)=c( 图 6), 设 P= tto…， 
to 是 [a,5] 的 任意 划分 , 则 


m= NM,= 60, 
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于 是 
LD = Soltit) e000), 
. t= . 


UP) = Tet ti) =00—0). 
[i 


在 此 情形 中 ,所 有 下 和 与 上 和 相等 ,并 县 
suplL(OF, PY =inf (UF, P)} = 0608 —0), 
现在 考 瞄 (图 7) 由 下 列 定义 的 函数 
_ 10, z 为 无 理 数 
f(z) 一 和 1 为 有理 数 
设 五 一 了 ny i 是 任意 划分 ， 刀 
m=, 因为 在 [ft tj] 内 有 一 无 理 数 ， 
有 ! 
于 ,= 轩 为 在 [t,t;] 内 有 一 有 理 数 。 
因此 


L(f, P)= D0 ~—t) =0, 
加 
Uf, P)= Zl: (Eb —t) =b—0, 
= 


于 是 , 在 此 情形 中 sup{Z( 户 PP)) 一 inf{U(f,P)) 当然 不 成 立 . 
作为 定义 面积 的 基础 的 原理 所 提供 的 信息 ， 不 足以 确定 一 个 特殊 
的 下 (fa 区 的 面积 一 -在 0 与 5 一 5 之 间 的 任何 数 好 象 都 可 以 . 
易 一 方面 , 区域 R(f,9, 8) 很 奇怪 ,我 们 可 以 公正 地 根本 不 给 它 规 
定 任何 面积 ， 素 实 上 , 更 一 般 地 , 我 们 可 以 坚持 认为 , 只 要 
sup{L(f, P)} inf (UV (f, P)), 
区 域 R(Jf,4,5) 太 不 合理 ,而 不 应 该 有 面积 ， 就 如 求助 于 “不 合理 ” 
一 词 所 暗示 的 , 我 们 将 用 术语 来 掩 北 我 们 的 无 知 . 
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定义 
对 于 [a, 的 上 的 布 界 的 函数 天 若 
| sup{L(f, 了):P 是 [a, 8] 的 划分 } 
二 jnf 刀 (f; 局) :P 是 [a, 2 的 划分 } 
则 称 了 在 [ae 执 上 是 可 积 的 ， 这 时 ， 这 个 公共 的 数 称 为 f 在 [a 
5 上 的 积分 ， 并 且 表 示 为 


站 
( 特 号 了 称 为 积分 号, 它 原先 是 一 个 拉 长 的 & 代表 “sum (和 )” 
数 4 和 5 称 为 积分 的 下 限 和 上 上限 ,》 积 分 了 也 称 为 对 于 [o, 5 
内 所 有 的 有 天?) 守 (而 纺 的 面积. 


如 果 了 可 积 , 则 根据 这 个 定义 ， 


LO,P) <| f<UG,P), 对 于 [a,8] 的 任意 划分 
另外 , | .了 是 具有 这 种 性 质 的 唯一 的 数 . 


这 个 定义 只 是 明确 而 没有 解决 前 面 所 讨论 的 问题 ， 我 们 不 知 
道 哪 些 函 数 可 积 ( 我 们 也 不 知道 ， 当 了 是 可 积 时 怎样 求 了 在 [ab 
上 的 积分 ). 月 前 我 们 只 知道 两 个 例子 

(1) 设 fz)=e, 则 f 在 [9, 妇 上 是 可 积 的 , 并且 全/ 
二 5 把 一 和 ). (注意 , 这 个 积分 定 出 所 期 望 的 矩形 面积 . ) 
， _ 90,7 为 无 理 数 
,.(2) 设 fo 一 11。 为 各 再 数 则 了 在 [a 56] 上 是 不 可 积 的 
在 进一步 讨论 这 些 问 题 之 前 , 再 多 举 儿 个 例子 ， 然 而 , 即使 对 
于 这 些 例 予 ,有 下 询 明 确 表述 的 判别 可 积 性 的 简单 准则 , 也 是 有 大 
助 的 。 


定理 3 车 了 在 Le,8] 上 有 界 , 则 当 且 充当 对 于 任意 2>0, 存 
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在 着 Ea,5] 的 一 个 划分 PP, 使 得 
Uf P-L Pe 
时 ,了 在 [a,5] 上 是 可 积 的 ， 
证 明 “上 先 个 设 对 于 任意 e>0, 存在 着 一 个 划分 P, 使 得 
Uf, P)— 1(f, PY 0, 
从 为 inf{U(f, PY} UF, P), 
sup{L(f, PY)}ZLU, P), 
由 此 得 。 
in 人 (有 让 一 SP 人 (六 下) 一 < 
因 上 式 对 于 所 有 的 e>>0 都 成 立 , 故 
sup{L Ff, PY)Y=inf {UOf, P)); 
于 是 按 定 义 于是 可 积 的 ， 逆 论 断 的 证 硼 是 类 似 的 . 设 了 是 可 积 
的 , 则 . 
sup{L(f, PY =inf{U(F, PY)Y. 
这 意味 着 , 对 于 每 个 e>0, 存在 着 划分 P', P", 使 得 
Uf PL PP) <e, 
设 户 为 包含 P 和 P' 的 划分 ， 则 积 据 引 理 ， 
Uf, P)<U(, P') 
L(f, PL(O, PY)s 
因此 . 
UC P-L P EU PN) LH, PP) < . 
尽管 古板 的 证 明 占 去 一 些 篇 幅 ， 但 是 显然 定理 2 除了 重 述 可 
积 性 的 定义 外 ， 没 有 什么 新 东西 。 明 然 如 此 ， 这 种 重 述 很 便于 应 
用 ， 因 为 它 没 有 提 到 往往 是 很 难处 理 的 sup 和 inf， 下 一 个 例子 
就 说 明 这 一 点 ， 并 且 很 好 介绍 了 对 于 即使 在 很 简单 的 情况 下 积分 
的 复杂 定义 需要 的 那 种 推理 。 
”” 设 了 在 [0,2] 上 由 下 式 定义 
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a mi ni minor rr ie 一 


0,， zz1 
f= z=1, 
假设 王 = {tze En} 是 [0, 2] 的 
划分 ,并且 有 


< 
( 见 图 3), 则 

in 一 于; 一 0 当时; 图 # 
但 ;二 0 和 于; 一 1. 


了 -1 
多 为 Ff, P= Dm; (tb + m4 二 -人 


十 > mlti— ti 


了 于 


j=! 
UF, P= M(t) + MA) 


+ Mi tr 


[| 

我 们 有 Uf, P}— LO, P)=#— ty 
这 当然 表明 了 是 可 税 的 ;: 为 了 得 到 一 个 划分 P, 使 得 

Uf PL Pe, 
只 需 选 择 一 划分 , 使 得 

tlt; HO btji<e, 

另外 , 显然 对 于 所 有 的 划分 忆 有 

LC, PEO0SU (PP)。 
因为 了 是 可 积 的 ， 所 以 只 有 一 个 数 在 所 有 的 下 和 与 上 和 和 之 间 , 元 了 
的 积分 , 因此 


Pe 


尽管 了 的 不 韦 续 性 造成 了 本 例 的 困难 ， 但 是 芯 至 非常 阐 单 的 
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连续 函数 也 会 出 现 麻烦 。 例 如 ， 
设 f(x)=% 并 且 为 了 简 音 起见， 
考虑 区 间 [0,51, 其 中 38>0. 设 
P= {to #) 是 [0,5] 的 一 个 划 
分 , 则 (图 9 

9 一 1 和 和 M ,=t,. 
因此 


LO, PD= Td) 图 9 
DFE) eb) 
UG, P= Bottit) 
ta et te). 
这 两 个 公式 都 不 转 别 引 人 注意 ， 但 对 于 分 成 % 个 相等 子 区 间 的 刘 


分 P= {#0, 的 tn), 这 两 式 就 大 为 简化 . 此 时 ， 每 一 子 区 间 的 长 度 
和 是 


一 般 地 ， = 癌 
那么 Uf, P)= Diltst,d) 
. . | 1 
加 1)b 2 和 
于 四 : 入 
-全 此 
jc=0 . 了 


4 3 了 的 9 。 


回 亿 公式 1+* "+h 


.前 一 式 可 以 写成 ,pa 


nl 
一 2 


部 


类 似 地 ， Ch Po) -Et (ti 一 丰 - ,) 


当 很 大 时 , 工 ( PP 和 vg,P P,) 都 接近 5? /2， 这 样 就 容易 证 明 上 
是 可 积 的 ， 先 注意 
TCF PY)~L(f, Pu 一 全 .与 。 


这 表明 存在 着 划分 Pn, 能 使 Uf, P) 一 5(f, Ps) 要 多 小 就 多 小 , 由 
定理 2 知 , 函数 了 是 可 积 的 .另外 ,现在 只 要 稍 花 一 点 功夫 就 能 求 


出 [,f. 首 先 ,显然 有 
Lf,PD) 二 <D《f, Ps)， 对 于 所 有 的 办 


虽然 这 个 不 等 式 只 说 明 六 /2 在 某 些 特殊 的 上 和 与 下 和 之 间 , 但 是 
我 们 刚才 已 经 看 到 ,0(f, Ps) 一 (J, P,) 可 以 要 多 小 就 多 小 , 因此 ， 
只 有 一 个 数 满足 这 个 性 质 、 因 为 积分 当然 具有 这 个 性 质 ， 所 以 我 
们 可 以 断定 

Pr 
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注意 ， 这 个 等 式 给 出 底 与 高 久 为 8 的 直角 三 角形 的 面积 如 /2 
(图 1 中)， 应 用 更 复杂 的 计算 , 或 
应 用 定理 4, 可 以 证 明 


图 10 图 11 
函数 及 x) 二 x? 甚至 会 出 现 更 大 的 困难 , 在 此 情形 中 (图 11)， 
设 P:= Atos my is 是 [0， 到 的 划分 ， 出 
m= f(t) = (ti 


和 
M,=f 了 (it,) =#3. 
再 选 一 个 分 为 % 等 份 的 划分 Ps 二 to …, tn), 使 得 . 
f=, 
接 
下 和 与 上 和 变 成 


LF, Pa)= Dot) (i ti) 
t=l 
nb b 
一 之 (下 柬 责 
bs nn-—1l , 
一 一 J, 
而 之 
了 (PoJ = 之 半生 一 二- 
t=el 
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av 


dD 
= 之 各 的 


§ 册 
= D7. 
jl 
由 习题 二 ,1 知 
+) 26+ 1), 
于 是 , 这 些 和 可 以 写成 
LO PD -Sn Dn (2n 一 1)， 


DC PO) Blant 1) (2n+ 1). 


不 准 证 明 LO, PY ET < P,), 


当 % 充分 大 时 (Ff, PP.) 一 ZL(f,P,) 能 能 要 多 小 就 多 小 ， 根 据 和 前 
面相 同 的 理由 , 得 
] bi 
{3 
让 


这 个 计算 已 经 表达 一 个 不 平常 的 结果 一 一 这 个 抛物 线 所 包 图 的 区 
域 的 面积 , 在 初等 几何 中 通常 没有 导出 ， 不 过 , 这 个 绪 果 阿 基 米 德 
已 经 知道 , 他 用 本 质 上 相同 的 方法 导出 了 它 。 我 们 能 名 说 的 , 其 叭 
一 优越 之 处 是 , 在 下 一 章 中 ,我们 将 找 出 一 个 更 简单 的 方法 ,来 得 
到 这 个 结果 ， 

我 们 所 讨论 的 一 些 率 情 可 以 概 揪 如 下 ; 


f= 人 一 0), 如果 对 于 所 有 的 z 有 f(z)=。， 
| f= 等 一 等 ,如 果 对 于 所 有 的 2 有 f(z)=z 

b ph» 3 

| f= 守 一 每 如 果 对 于 所 有 的 必 有 fz) 二 4 
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由 上 面 可 见 ， 由 于 没有 一 个 方便 的 记号 来 表示 由 这 些 公式 定义 的 
函数 , 致使 记号 | 了 受到 影响 ， 由 于 这 个 原因 , 也 用 共 他 可 取 的 记 
号 *( 类 似 于 记号 lim f(z)): 


人 Fazyaz 和 | 的 意义 完全 一 样 . 


于 是 {car=0:(6—0), 
到 _b? a 
| me- 二 到 
”1 
|z (一 子 - 


注意 , 象 在 记号 imf(z) 中 一 样 , 符号 w 可 以 用 任何 其 他 字母 ( 当 
然 ,下 a 或 5 除外 ) 来 代替 ; 

[0900=P Feat=f Foaa=| feway={ fo)ae. 

记号 dz 单独 使 用 是 没有 意义 的 ， 正 如 除了 在 timf(z) 中 , 记 
号 *_> 单 独 使 用 没有 任何 意义 ， 在 下 列 等 式 中 

[ee 全 
整个 记号 zsdz 可 以 看 成 为 下 面 的 话 的 简写 : 
对 于 所 有 的 有 f(z)==* 的 函数 下 


， 记 导 f(s)az 实际 上 是 更 老 的 , 并 是 多 年 来 用 于 积分 的 叭 一 记号 ， 荣 汕 
尼 趣 之 所 以 用 放 个 记号 , 是 因为 他 将 积分 当 作 高 为 (2), 宽 为 "无 穷 小 ”dz 的 无 穷 多 个 
拭 形 之 和 (用 《天 示 )， 基 后 的 作者 们 用 ze …，s 表示 划分 的 点 , 且 将 24 一 + 简写 


址 
为 Axt， 积 分 就 被 定义 为 当 As 趋 近 0 时 , 和 式 福 ,fszoDam 的 极限 (类 似 于 下 和 与 
二 四 和 
上 和 )， 将 三 换 成 ,f(z4) 换 成 f(z), Azt 换 成 4z, 就 得 到 极限 ,这 为 很 多 人 所 乐 用 . 


了 了 


这 个 积分 记号 ， 象 记号 iimf(z) 一 样 可 以 变化 ， 下 面 几 个 例子 有 
助 于 说 明 经 常 出 现 的 各 种 类 型 的 公式 ; 我 们 已 经 用 了 定 如 5 
和 6*. 
(CD | Ge+raDaz=| vant| yar= 和 +yd 6) 
(2) froay=| vytf tay = + 0). 
(3) friar)ar= Gro)ds 
=0+D| -aas 
ke 


(4) | (e+pa)a= 站 sa-0+- 扫 | 


=(G-$)C-0+ (a of ww 


- 作 -)o-o0-o 攻 -人 


| eae 和 | ezaz 的 计算 ， 使 人 想到 ， 计 算 积分 一 般 是 困难 各 
不 可 能 的 ， 事 实 上 , 大 量 的 函数 的 积分 是 不 可 能 精确 地 确定 的 ( 虽 


+» 


精确 讼 ). 尽管 如 此 , 我 们 在 下 一 章 中 将 要 看 到 , 有 许多 函数 的 积分 
可 以 很 容易 算出 . 
虽然 有 许多 积分 不 能 精确 算得 , 但 至 少 要 知道 什么 时 收 函数 了 
* 等 式 (1) 有 一 个 重要 的 限制 ， 免 得 读者 在 肘 其 他 书 时 发 生 视 乱 ， 这 个 等 起 说 
明 ， 上 ou 就 是 每 一 但 ftz) 第 于 数 9 的 函数 了 的 积分 、 但 痉 典 的 记 届 ， 常 用 Yy 表示 
yz)， 因 而 | gaz 可 以 表示 某 一 任意 函数 yy 的 积分 . 
二 了 了 学 。 


在 [e 上 可 积 . 虽然 能 能 确切 地 说 出 哪些 函数 是 可 积 的 , 但 在 这 
里 提出 判别 可 积 的 淮 则 还 有 些 困 难 ， 我 们 只 好 解决 一 部 分 ， 现 在 
提出 一 个 最 有 用 的 结果 , 但 其 证 明 将 放 在 下 一 章 末尾 . 

定理 3 若 f 了 在 [ao,8]J 上 连续 , 则 了 在 [om 2 上 可 积 , (注意 ， 轩 
为 有 了 连续 性 , 所 以 不 需要 假设 了 了 在 [9,8] 上 有 界 . ) 

虽然 本 定理 将 提供 本 书 应 用 积分 时 所 必须 的 全 部 信息 ， 但 最 
好 多 提供 一 些 可 积 函 数 ， 有 几 道 习题 详细 地 讨论 这 个 问题 ， 了 解 
下 列 三 个 定理 是 有 帮助 的 , 这 三 个 定理 指出 , 当 了 在 [a, cj 和 [ec, 6] 
上 可 积 时 ， 它 在 [a, 53] 上 可 积 ; 若 了 与 9 可 积 ， 则 上 +9 可 积 ; 若 f 
可 积 而 5 是 尾 意 数 , 则 ce: 了 可 积 ， 

作为 这 些 定理 的 一 个 简 半 的 应 用 , 回忆 一 下 , 如 果 函 数 了 除了 
在 一 点 其 值 为 1 之 外 都 为 站 则 了 可 积 ， 将 此 函数 乘 以 c, 恒 知 : 车 
在 这 个 例外 的 点 子 揭 值 是 *， 则 了 同样 可 积 ， 将 这 样 一 个 函数 加 
到 一 个 可 积 印 数 上 , 我 们 看 到 ， 这 个 可 积 国 数 的 值 ， 在 一 点 可 以 随 
童 改变， 而 不 厂 坏 其 可 积 性 ， 将 区 闲 分 为 许多 子 区 间 ， 我 们 知道 ， 
函数 的 值 可 以 在 有 限 多 个 点 上 改变 . . 

这 些 定理 的 证 明 , 经 常用 到 定理 2 中 判别 可 积 性 揭 淮 则 ; 正如 
我 们 以 前 的 一 些 论证 所 表现 的 那样 ， 论 证 的 细节 往往 会 掩盖 证 时 
的 要 点 ， 所 以 , 最 好 你 自己 先 试 证 ， 然 后 用 下 列 证 明 来 楼 对 ， 或 证 
不 出 时 再 看 它们 ， 这 样 ,也 许 会 容易 看 懂 下 列 的 证 明 , 并 且 对 于 一 
些 问题 所 要 用 到 的 技巧 , 当然 是 一 次 很 好 的 实践 . 

定理 4 设 a<c<6 车 了 在 [9,8] 上 可 积 , 则 了 在 [ae, e] 和 
[e,5J 上 可 积 ， 反 之 ,车 了 在 [a, cj 和 Ee,5] 上 可 积 , 则 了 在 [a,5] 上 
可 积 . 最 后 , 若 了 在 [e, 到 上 上 可 积 , 则 


[sft 


证 明 假设 在 [a,5] 上 可 积 ， 设 >0, 存在 着 [4, 四 的 一 个 
二 了 了 号 于 


划分 了 = {#0, tn 使 得 
UP —L(f, Pe 
我 们 不 妨 假 误 对 于 某 个 有 c= 二 雪 ，( 否 则 ， 设 龟 为 包 会 40,…,， fx 
和 < 的 划分 , 则 包含 P, 于 是 如 起 8) 一 L,Y) 所 UU (Ff, 也) 一 
LO, P<e.) 
现在 已 = (ht 是 Lo cj 的 一 个 划分 ,而 P= $n} 

是 [e, 到 的 一 个 划分 (图 12). 因为 

L(f, P=IL(f,P)+L(, P"), 

Uf,P)=U(, PY) +UY, P), 


我 们 有 
[CC PY)— LO, P)JI+IU, PP)—L(, P")] 
~ =U(, P)— Lt{f,P) <e, 
因为 方 括号 内 的 每 一 项 都 是 非 负 的 ， 赦 每 一 项 都 小 于 ze， 这 说 明 
了 在 [oa c] 和 [c, 8 上 可 积 ， 并 注意 到 


LF,P) <| 7<z (f,P'), 
LO,PY <{ F< 0, P"), 
于 是 L(f,P) <[ t+ <00, p). 


因为 上 式 对 于 任何 卫 都 成 立 , 这 证 明 
“316 。 


[= 人 
现在 假设 了 在 [a, c] 和 [e, 芭 上 可 积 。 设 e>0, 存在 善 [a, o] 
的 一 个 划分 已 和 [ce, 避 ] 的 一 个 划分 P", 使 得 
UF PY)—L(f,P) es, 
Uf, PM) — LO, P") <el2. 
车 了 为 包含 P' 和 P" 的 一 切 点 的 [4,8] 的 划分 , 则 
L(f, P=L(, PY) +L(O, P"), 
Uf, P=U(f, PY) +UU, PP); 
因此 ， 
UF, P-L, P=[0(f, PY) —L(,P')] 
+EUU, PY—LO, P< 


定理 4 是 一 些 较 次 要 的 习惯 记 法 的 基础 。 积 分 | 了 只 对 a<8 
有 定义 ， 我 们 现在 补充 定义 
f=0 以 及 当 o>B 时 f= 一 站 


应 用 这 些 定义 可 证 , 等 式 | 7 | f= 了 对 于 所 有 的 a,c, 5 都 成 


立 ， 即使 4<c<8 不 成 立 ( 这 个 论断 的 证 明 ， 是 相当 元 长 的 对 各 种 
情形 进行 逐一 的 检查 ). 
椒 理 5 若 了 和 9 在 [aa 8 上 可 积 , 则 f+g 在 [a, 鸭 上 可 积 ， 
并 且 
nc Kaa 
证 明 设 P= {#0 …,#.} 为 [a,j 的 任 浴 划分 ， 设 
m=inf((f tO) tr}, 
mi=inf{f(2):t,_ ,<r }, 
me =inf (gt) :ti 1 ), 
: “ $17 。 


并 且 类 似 地 定义 六 ;, 本 2 于。 虽然 不 一 定 有 


1 二 4 十 视 ， 


但 下 式 却 能 成 立 (第 7 题 ) 

Li 
同样 地 ， M.<MHi+ Mr 
因此 ， L(f,P)+L(g, PEL(f +g. P) 
和 UfTg PEU(, P+U (Og, PD). 
于 是 ， 


LPL PEL + PP EU + YS, P) 
Uf, P)+U 9, P). 
因为 和 g 都 是 可 积 的 , 故 有 划分 P', 已" 使 得 
辽 ( 人 已 ) 一 工 (记忆 7 一 ce72， 
Ug P')— L(g,P')<el2. 
着 P 包 含 P 和 疡 , 则 
Uf, P+U(g, PPLE, P+LG, PJ]<s, 


从 而 UF+ty,P) -Lg, Pe. 
这 证 明了 +g 在 [a, 5] 上 可 积 , 另外 ， 

(1) LO P+L(g, PL +g,P) 
<| (f+ 


<US+y, Ps<D(f P+U (9, PY 
并 生 
(2》 LOPD+LGG PS| f+| 9<rdh P+U (9, P). 
到 为 UCf, PP) 一 LCf,P) 和 如 (9, PP) 一 L(g,P) 者 可 以 要 多 小 就 多 小 
所 以 
UO, P+UCg, P) ~[L(F, P) +L GY, P)] 


也 可 以 要 多 小 就 多 小 ; 于 是 由 (1) 和 (2) 得 
* $18 * 


[orp=[ + 


定理 6 若 了 在 [fm 8 上 可 积 , 则 对 于 任何 数 co， 函数 cf 在 fa， 
#5] 上 可 积 , 并且 
fefs 


证 明 证 明 ( 比 定型 5 的 证 明 容 易 得 多 ) 留 给 你 们 做 ， 最 好 将 
+ 之 0 和 c 志 0 这 两 种 情形 分 开 处 理 , 为 什么 1 

《定理 6 只 是 以 下 更 一 般 定理 的 一 个 特 萄 情形 , 即 车 了 和 9 可 
积 , 则 了 9 在 La,81] 上 可 积 . 但 这 个 定理 很 难 证 明 ( 见 第 32 三), ) 

在 本 章 中 ,我 们 只 得 到 了 一 个 复杂 的 定义 , 一些 内 容 简 单 但 证 
明 复 杂 的 定理 ， 以 及 一 个 根本 没有 证明 的 定理 .这 椒 是 由 于 积分 
提出 一 个 比 导 数 更 难 的 课题 ， 而 是 由 于 前 几 章 中 所 陈述 的 有 力 的 
工具 暂时 无 法 起 作用 . 微 积分 的 最 有 意义 的 发 现 是 这 样 的 事实 ; 
即 积分 与 导数 有 密切 的 联系 一 一 一 旦 我 们 掌握 这 个 联系 ， 积 分 将 
和 导数 同样 有用， 并且 也 同样 容易 用 ， 导 数 与 积分 之 间 的 联系 值 
得 单独 写 一 章 , 但 我 们 在 本 章 所 要 作 的 准备 工作 , 可 以 作为 一 个 提 
示 . 我 们 沈 叙 述 一 个 简单 的 关于 积分 的 不 等 式 ， 有 许多 重要 定理 
要 用 到 它 ， 

定理 7 假设 了 在 [ee 为 上 可 积 ,并 且 对 于 [mw 的 内 所 有 的 了 有 

mf(r) EM, 


则 mo—m<| SG 一 9 


证 明 显然 ,对 于 任意 划分 P, 有 
mb EL P) 和 Uf, PDEMB—a). 


[f=sap{£ 0 P))=inf (V0, P)), 


由 此 立即 得 到 所 要 求 的 不 等 式 . 
* 了 19 。 


现在 假设 了 在 fw 区 上 可 积 ， 我 们 可 以 在 fa, 53 上 定义 一 个 新 
的 函数 F: 


F(g 一 人 = | Fae. 
(这 是 根据 定理 4 ) 我 们 已 经 知道 ,了 即使 不 连续 也 可 能 是 可 积 的 ， 
在 习题 中 给 出 一 些 * 病 态 * 的 可 积 函 数 的 鲍 子 ， 因 而 下 的 性 态 是 非 
常 章 外 地 令 人 满意 . 
定理 8 若 了 在 [4,8] 上 可 积 ,而 下 在 [9,8] 上 定义 为 


F(oD=| 7, 


则 卫 在 [9,5] 上 连续 ， 

证 明 假设 c 在 [6, 杂 内 . 
于 在 [Lg,51 上 可 积 ， 故 由 定义 知 ， 
它 在 [q,5] 上 是 有 界 的 ; 设 弄 为 
这 样 的 数 : 对 于 [a, 5] 内 所 有 的 
区 有 


一 面积 
| Fieth— Ftcy 


(f(z)| EN. 
车 太 >0, 则 (图 13) 图 13 

下 (ce 十 了 一 有 Co] [三 盖 | 全 了 
因为 对 于 所 有 的 有 
于 是 由 定理 7 得 

-Mn<| < 
换言之 ， 
(1) — MhF(leth F(R, 


车 <0. 可 以 导出 一 个 类 似 的 不 等 式 ， 注 意 
* 320 。 
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a eet ma 一， 


i 


Fe+ 朋 一 F(oO= f= 

将 定理 7 应 用 于 长 为 一 下 的 区 间 fe 二 zt c], 我 们 得 

of rc 
著 以 一 1 后 , 不 等 式 全 部 反 过 来 , 我 们 有 

2) Mh<Fteth)—F(le)s— Mh. 
不 等 式 (1) 和 (2) 可 以 合并 : 
IF(eth}—F(e)! NM: |A|. 

因此 ,车 e>0, 并 假设 1#| 之 e/ WH, 我 们 有 

|F(eth) Fo) |<e, 
这 证 明 limPletD=F(e); 


换言之 , 了 在 “处 连续 ,上 
图 14 比较 了 了 和 对 于 各 个 函数 了 的 P(z)= 全 方 到 的 性 态 总 
显得 比 了 和 好， 在 下 一 章 中 , 我 们 将 会 看 到 这 是 多 么 正确 


习 题 
1 通过 考虑 分 虑 个 相等 子 区 间 的 划分 , 并 应 用 习题 二 ，5 中 得 到 的 关于 


8 的 公式 , 证 明了 zd 一 5+/4， 本 题 可 以 直接 模仿 正文 中 的 演算 ， 
t=l 


但 你 须 梅 它 写成 所 有 细致 的 要 点 都 很 清楚 的 正式 证 明 . 
2， 同 拌 地 , 证 明 站 vid 一 55/5, 
*3， {2) 应 用 习 峰 二 , 6 证 明 ; 当 s 取 得 是 能 大 时 , 可 使 六 ir/nr'!1 要 多 接 
此 三 1 
近 就 能 多 接 还 于 1/ (p+ 
(b) 证 明 | =odz 一 br7(p 十 1 


4 ， 兰 定 下 列 函 数 中 的 哪些 函数 在 [m 2] 上 是 可 积 的 ， 并 计算 积分 ， 如 里 你 
+ 322+ 


做 网 话 . 


前 si 
iy 一 
《i Fz) 22, 1 ere, 
加 光 ， Tl 
了 一 
{i fs) i 1 


ii) fC)}=s+ [rs]. 
十 [s*]，z 为 有 理 
iv) fa 一 人 2 为 二 天 
1，z 具有 6 十 B/ 互 形式 , 共 中 a 和。 为 让 台数 
0，z 不 具有 这 种 形式 . 


1 
Fi 
(wi) f(z)= 站 
0, z= 二 0 或 2& 半 1。 
(viiy 于 是 如 图 15 斯 示 的 国 数 ， 


Cv) Fz)=—} 


Ol 


图 15 
，。 求 下 列 备 图 形 所 国 戌 的 区 域 的 面积 : 
全 天 +) 一 必 和 g(z)= 守 +2 的 图 形 . 


《让 天 2 一 倍 和 KZ)= 一 下 的 图 形 ,以 及 通过 (一 1, 0) 和 (1,0) 的 两 
得 直立 线 . 

(i f(z)=w? 和 g(x)=1 一 x 的 图 形 , 

(iv) f(z)=#* 和 2) 一 1 一 w? 以 及 以 ZT)=2 的 图 形 . 

(Y) fz)= 太 和 97)=z? 一 2w 十 4 的 图 形 , 以 及 直立 畏 ， 

(vi) fT)=~ x 的 图 形 , 水 平 灿 ,以 及 通过 (2, 0) 的 直立 线 . 


(不 要 试图 去 求 | Vdzs 你 要 找 出 一 种 推测 其 答案 的 途 生 , 它 只 


= 323. 


a 


用 你 已 经 知道 优 样 求 值 的 积分 ， 由 本 二 陪 示 的 问题 , 将 在 第 16 是 
中 讨论 . ) 


6， 求 : 用 | 了 和 人 9 表示 的 


10. 


11. 


12. 


FC fe)9 way)er. 


(本 题 是 彻底 的 记号 练习 ; 关键 在 于 当 常 数 出 现时 你 能 认得 出 来 . 》 
应 用 定理 5 的 记 叶 , 证 明 
mm = inf {fe) + gre) his, Trt 冉 扫 mi 
(a) 哪些 函数 育 任意 下 和 等 于 任意 上 和 这 个 性 质 ? 
tb) 那些 函数 有 某 个 上 和 等 于 某 个 另外 二 和 这 个 性 质 * 
{¢) 哪些 连续 男 数 有 所 有 下 和 都 相等 这 个 性质 ? 


*(d》 哪些 可 积 力 数 有 所 有 下 和 都 相等 这 个 性 质 * ( 记 住 , 一 个 这 样 的 函 


数 是 : 当 #* 为 无 型 数 时 天 ?3 一 0， 当 上 一 919 为 朗 约 分 数 时 天 z) 
一 17g, ) 提示 : 你 要 用 到 习题 从，6 中 所 提出 的 简 密 集 的 概念 ， 述 
要 用 到 第 21 题 的 结果 . 


车 ao<5<e<d 并且 于 在 fa, 4d] 上 可 积 , 还 明了 在 [5, ce] 上 可 积 。( 不 要 


硬 做 . ) 

(a) 证明; 若 了 在 [w 5] 上 可 积 ， 并 且 对 于 [a, 8] 内 所 有 的 及) 记 
0, 则 | fe>0. .. 

(b》 证明: 若 f 和 9 在 [o,8] 上 可 积 ， 并 且 对 于 [a,3] 内 所 有 的 “有 
f(x) >g (2), 则 [| 了 9。( 现 已 不 用 告 诚 : 如 果 你 兹 很 大 气力 做 
(bb , 那 你 只 是 白 赛 时 间 ,) 

证 明 ， 

上 Ke)az 一 | fle—o) dr. 
(元 何 解释 使 它 似乎 可 信 . ) 提示 ; [a, 5] 的 每 一 划分 P= fo … ta} 产 


生 [e 十 c, 8 十 6] 的 一 个 划分 忆 二 人 十 6 ,4 十 中 ,反之 亦 然 ， 
证 明 


| 了 e+ 到 qt， 


提示 : 上 式 可 以 写成 11641 一 [1/44t，[1, o] 的 钴 一 划分 P= {to 


* $24* 


产生 [obj 的 一 个 划分 PP 一 总 可 于 直 , 反 之 亦 然 . 


*13。 证 明 


14, 


15. 


EE 


全 frat 一 | f(Dar. 


(注意, 第 12 题 是 一 特殊 情形 .) 

模 设 于 在 [se, 5 上 有 界 , 并 且 除 了 在 ta, 丰 内 的 me 之 外 ,了 在 [a 约 内 的 

其 剑 各 虑 都 连续 .证 明了 在 fa, 的 上 可 积 。 提示: 模仿 正文 中 的 一 个 

钢 题 ， 

乙 设 了 在 [a, 加 上 非 式 ,注意 , 因为 对 于 fa, 到 内 的 3 有 于 (0 安 大 了 ) 安 

(本 ,所 以 了 在 [a; 耻 上 自然 有 界 ， 

(a) 车 号 = 他。，…， #4} 是 [a, 1 的 划分 划 工 (ff，P) 和 Uf, P) 等 于 
什么 ? 

(b) 般 设 对 于 每 个 有 二 一 机 -4 一 6. 证 明 U(f, PP 一 LD(f, 卫 ) 一 [fi6) 
一 (ao) ]， 

(ce) 证 明了 是 可 积 的 ， 

(dj 给 出 一 个 在 [0, 1] 上 无 穷 多 个 点 不 连续 的 非 减 函数 的 例子 .将 本 
题 与 下 列 摘自 生 顿 的 < 自然 哲学 的 数学 原理»* 中 的 内 容 相 比较 , 也 
许 是 有 趣 的 . 

引 理 II 
车 在 以 鲁 直 线 Aa, AE 和 曲线 acE 为 

界 的 尾音 图 形 AacE 内 ， 有 任意 数目 之 内 

接 平 行 四 边 形 Ab, Be, Cd 等, 这 些 毕 行 四 

边 形 包 售 相等 的 底 入 B，BC，CD 等 以 及 : 

平行 于 图 形 的 一 边 Aa 的 边 Bb, Ce, Dd 和 针 ; 入 BF EB 5 昌 

再 补 上 平行 四 边 形 aKKbl, bLem, ceMdn 等 ， 则 设 那 些 平行 四 边 形 的 宽 

度 缩 小 ,它们 的 数目 无 限 增 大 ,我 认为 内 接 形 AKbLeMdD, 外 接 有 形 

AalbmcndoE, 与 曲线 形 AabcdE 相互 问 所 有 具有 的 最 终 的 比 力 是 等 量 

之 比 . 

因 内 接 彤 与 外 接 形 相差 的 部 分 , 符 于 平行 四 边 彩 KK], Lm, Mn, De 

之 和 , 即 ( 由 于 它们 的 底 全 部 相等 ) 以 它们 的 一 个 底下 b 和 它们 商 庆 的 和 


丫 幅 的 < 自然 哲学 的 数学 原理 > 的 次 订 本 , 自 弗 洛 林 ， 卡 俯 科 修 订 , 莫 特 恒 译 . 


加 剩 福 尼 亚 ; 怕 克 利 , 加 利 福 尼 亚 大 学 出 版 社 , 1946。 
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pn 


#16. 


fb) 


17. 


Aa 流 进 的 第 形 , 亦 即 矩形 和 Bta。 租 因 其 宽度 AB 被 投 为 无 限 缩 小 , 压 
此 矩形 可 变 得 小 于 任意 结 定 的 空间 . 于 基 { 柜 据 引 理 1) 内 接 形 与 外 接 形 
最 终 互 相 相 等 这 个 中 寺 的 曲线 形 ， 更 将 最 终 等 于 它们 中 的 任何 一 个 。 
证 毕 ， 

假设 了 是 递增 多， 国 16 提示 : 


人 ff tb) of"!(o) —| 


ee 
toy “ 


总 面积 5:f"!1(8) 


100》 
fi 


[了 #2 EE 
里 16 圈 17 


(9) 若 卫 =4fo*……,} 是 [9, 天 的 划分 , 设 P= {80 了 1 玫 》. 
证 蜡 , 加 图 17 所 示 ， 
LO PTO PY = Bbf-18) ef i(m). 
《b) 现在 证 明 前 面 的 公式 . 


-b 加 
(ce) 对 于 0S 实 < 求 | Ew ds, 


车 定义 在 [a 了] 上 的 国 数 s, 有 [om 下 的 一 个 划分 已 = {to …; ,使 = 在 
每 个 (5 二) 上 是 常数 (3 在 去 的 值 可 以 是 芷 意 的 )， 则 此 函数 称 为 阶 
棋 孟 数 . 

(8) 证 由: 若 在 La 8] 上 可 积 , 则 对 于 任意 *>0 存在 着 一 阶梯 困 救 


ss 人 使 得 | .了 一 | si<e, 以 及 一 阶梯 函数 41 之 f 使 得 
| -| f<e. 
(b) 很 设 对 于 所 有 o>0, 存在 车 阶梯 函数 si< 广 和 ss 之 j, 使 得 


人 > 一 | sa<e 


* 了 3265。 


*18, 


19. 


20. 


*21, 


*22。 


证 明基 可 各 的. 
(6) 求 一 个 这 样 的 函数 六 它 不 是 阶梯 函数 ,但 对 于 [w, 5] 的 某 一 刘 
分 , 它 满足 | 一 Lf, PP). 
证 明 。 若 了 在 [6,8] 上 可 积 , 刘 对 于 任意 e>0， 存 在 善 一 个 连续 函 才 
9<f. 使 得 | 了 一 [9<e， 提 示 ， 先 作 一 个 具有 这 个 性 质 的 阶梯 了 数 
然后 再 找 连续 的 ， 绘 一 个 图 将 会 大 有 帮助 . 
(a) 证 明 : 车 s 各 s 是 在 [a 妇 上 的 阶梯 函数 ， 那 么 94 十 +; 也 是 ， 
(b)》 不 用 定 奸 5, 证 明 人 {81 82) =[ st | sz 


= 是 


(2) 应 用 (b) 《和 第 17 夯 ), 给 出 一 个 定理 5 的 另 一 仿 证 法 、 
假设 了 在 [4 8] 上 可 积 。 证 明 : 在 [e, 妇 内 存在 着 一 个 数 z 使 得 ”f= 


| .7 举例 说 明 , 撰 取 = 在 ,号 内 , 不 是 总 可 能 的 . 


本 题目 的 是 要 证 明 ; 若 了 在 [a,5Jj 上 可 积 , 则 了 必 在 [ua 5] 内 的 许久 点 

连续 . 

(3) 设 已 = 4fo,…, # 池 是 [0, 1] 的 一 个 划分 ,使 得 (于 PP 一 三 (了 已) < 
5 一 9。 证 明 ; 对 于 某 个 声 我 们 有 型 ,一 mi<cl. 

(b) 证 明 : 存在 着 两 数 ef 和 所 ， 犹 ao<ai<5 < 5 和 sup{f(z):o ei 
zeb} —inf (f(r) gl， {你 可 由 (89) 到 [my，51]= 
[#-n 有] 只 是 i1 和 ?内 外 ;在 这 两 种 情形 中 ， 很 简单 的 办 法 就 
能 解决 问题 , ) 

《ce) 证 明 : 存在 着 两 数 os 和 纪 ， 满 下 iodo hb 和 SOP {f(s}):a, 


Sb} inf {f(z) :rb < 


《d) 纵 缤 用 这 个 方法 求 出 一 区 间 序 列 了 ,=[q,，5。]， 使 得 sup{f (rT) :x 
在 Ts 内} 一 inf {f(z):z 在 I, 内} < 之 1/n， 应 用 区 亲 夺 定 理 ( 习 省 
八 ,14)， 求 出 一 点 2 使 了 在 该 点 连续 . 

(e) 证 明 : 了 在 [w 和 内 的 无 穷 多 个 点 连续 . 

回忆 第 10 是 ,对 于 [a,8] 内 所 有 的 x 当 f(z)>0 时 站 fz0. 

(ai 举 出 一 例 : 对 于 所 有 的 有 f(z) 这 0, 对 于 [a, 的 内 的 某 信 2 有 
f(s)>0, Wa | 7 一 0， 
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*+23， 


24， 


*25., 


#26, 


27. 


Cb) 俐 度 对 于 [9, 8] 内 所 有 的 有 了 (x)>0, 于 在 [a,] 内 的 点 4 连续 ， 
以 及 feo >0， 证明 | 六 >0。， 提 示 ， 只 要 证 明 一 个 下 和 工 ( P) 
是 正 的 即 可 . 

C6) 假设 了 在 ta, 站 上 可 积 , 以 及 对 于 [a, 如 内 所 有 的 z 有 7)>9, 证 
明了 >0， 提 示 ， 你 朗 用 到 第 21 题 ; 的 确 , 那 是 编 和 第 21 题 的 一 
不 理由 ， 

(a) 假 没 了 在 [e， 拉 上 韦 续 ， 以 及 对 于 [a， 可 上 所 有 的 连续 困 数 9 有 
全 fg 一 0 还 明 f 一 0， (本 是 容易 微 ; 有 一 个 明星 的 9 可 供 选 择 .) 

《b) 很 设 在 Fa， 上 过 续 ， 以 用 对 于 那些 在 [g， 妇 上 清 足 附加 条 件 
g(a) 一 9 GO) =0 的 连续 函数 9 有 | f9 一 0 证明 于 =0，( 这 个 看 
来 单纯 的 事实 , 是 变 分 法 中 一 条 重要 的 引 理 ; 见 “ 建 议 读物 ”,》 
提示 ， 由 假设 了 (20 >0 或 (zo) 之 0, 引出 一 个 予 再 你 所 选取 的 
7 依赖 于 了 在 m 附近 的 性 态 . 

设 当 x 为 有 理 数 时 F(Z) 一 z, 而 当 z 为 无 理 数 时 f(z)=0. 

ka) 对 于 [0, 七 内 的 所 有 划分 P, 计算 (ff; 已 

Cb) 求 inf{UCf, P) :是 [0, 1 的 划分 }. 

设 当 z 为 无 理 数 时 (7) 一 0， 而 当 z 一 p14 为 既 约 分 数 时 扩 z) 一 1/9- 

证 明了 在 [0, 1 上 可 积 以 及 | f=0. {每 一 下 和 显然 为 0 你 必须 异 清 

禁 怎 样 使 上 和 和 变 小 ,) 

求 两 个 函数 了 和 g， 使 它们 各 自 可 积 但 其 复合 go 了 不可 积 ， 查 示 : 与 

第 35 题 有 关 . 

Cay 证 明 : 荐 对 和 [ae, 3] 内 所有 的 z 有 mw 志 fT5) 志 i, 则 对 于 满足 加 多 
刁 委 型 的 某 个 数 上 有 

(f(z)as= Ga 
(b) 证 戎 ， 若 了 在 [em 妇 上 连续 , 则 对 于 [a, 5] 内 的 蘑 个 4 有 
全 Fe)az=- 全 一 相手 人; 
并 举例 说 明 连 续 性 是 必 不 可 少 的 ， 这 个 素 突 称 为 积分 的 {第 一 ) 中 
慎 定 理 ， 
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i TP 


28. 


*29, 


本 30， 


31， 


(a) 假设 于 在 [a,5] 上 连续 , 而 8 在 [a, 5] 上 可 积 间 且 是 非 负 的 ,证明 ; 
对 于 [a,5] 内 的 某 个 上 有 


上 feetz)az=fG 人 rz)az 


这 个 结果 称 为 积分 第 二 (或 广义 ) 中 信 定 址 ， 撮 示 : 因为 9 是 非 负 
的 , 所 也 不 等 式 iw 志 fiz) 迭 蜡 虱 味 着 
WE EMY(), 

说 明 对 于 9 的 假设 是 必 不 可 少 的 。{ 用 [一 1，1] 上 的 y(z) =z* 试 
一 下 .) 
积分 的 第 一 和 第 二 中 值 定理 将 在 第 十 九 章 中 用 到 (有 点 不 很 必 
要 )。 下 一 是 是 我 从 一 些 老 的 微 积分 课本 中 抄 来 的 , 称 为 积分 的 第 
三 中 值 定理 ， 说 实在 的 , 我 一 点 也 不 觉得 它 好 在 哪里 . 
假设 5 在 [9,8] 上 是 递增 的 , 了 在 [a, bg] 上 可 积 ， 证 明 ， 在 [a, 的 内 
存在 着 某 一 数 上 使 得 

ffg)a ge | ft)at + fat. 


上 
[9 


ch 


Mr 


(a 


ov 


提示 : 当 上 =e 和 去 一 5 时 , 右边 的 值 各 等 于 纱 消 ? 
Cb) 证 明 : 关于 9g 的 假设 是 必 不 可 少 的 ，( 用 9(9) =g(5) =0 试 一 
下 ,) . 
很 设 了 是 在 [es 了 ] 上 的 有 办 函数 ， 并 设 卫 为 [a, 5] 的 划分 ， 设 到 | 入， 
的 意义 和 平常 一 样 , 并 说 下 ; 和 m1 对 于 函数 | 了 | 有 相应 的 意义 . 
(ay 证 明 
Mi=mar(| M,|, |sm; |), 
mi=min([ Ml, ml). 
(b) 证 明 到 一 mS 一 wm,， 提 示 ; 你 应 分 别 两 种 情形 来 考虑 ， 因 为 
max 和 min 就 是 这 样 定义 的 . 
Ce) 证 明 : 苦于 在 [a,5] 上 可 积 , 则 |f| 也 可 积 . 
(由 证 明 : 若 了 和 8 在 [ao 5] 上 可 积 , 财 max(f, 9) 和 min(f,9) 也 
可 积 . 
(e@) 证明: 当 且 仅 当 了 的 * 正 部 分 ” max( 上 9) 和 它 的 < 负 部 分 " min(f 
0) 在 [a,58] 上 可 积 时 , 了 在 [a, 5] 上 可 积 . 
证 明 : 车 了 在 [a,5] 上 可 积 , 则 
。329 。 


fea sf Fa. 


提示 : 这 容易 由 一 系列 不 等 式 得 天; 习题 一 , 14 与 本 题 有 关 ， 

*32， 疙 设 f 和 9 在 [a, 妇 上 可 积 ， 以 及 对 于 fa, 5] 内 所 有 的 x* 有 7) 这 0. 
设 也 为 La 的 划分 ， 设 下 ; 各 1 表示 下 的 相应 的 Sup 和 inf， 对 于 
9, 同 祥 定义 了 和 ,以 及 对 子 则 ,同样 定 尺 并; 和 my. 
(a) 证 明 于 ;所 和 Mi? 和 Wi: 闵 总 人 9 


(b) 证 明 
Ufo, P}—L(fg. P) 
EOLMM mm tdi). 
#=ml 
(2) 应 用 了 和 g 是 有 界 的 , 从 而 对 于 [a, 内 的 “有 [7)1, 19C2)1 寺 
至 这 个 事实 ,证 明 


Ufg, P)—L(fg, P) 


册 扶 
MDI Mm ti) + EM mt Its) 
1 


二 1 
(dy 证明 各 是 可 积 的 . 
(@ 现在 取消 对 于 [a 杂 内 的 < 有 f(z) 尖 0 这 个 限制 
33， 假 设 和 在 [a, 幻 上 可 积 ， 柯 西 - 许 瓦 尔 丢 不 竺 式 指出 
(om) < XG) 
(a 模仿 习题 一 ,18 中 许 瓦尔 站 不 等 式 的 一 种 证 法 证 明 柯 西 - 许 瓦尔 
技 不 等 式 . 
Cb》 如 果 等 式 成 立 ， 则 是 否 必 有 于 一 Ag 对 于 某 个 4 成立 ! 如 果 了 和 9 
连续 , 又 会 怎样 
(6) 证 略 许 无 尔 兹 不 区 式 是 柯 西 - 许 瓦尔 续 不 等 式 的 一 种 特殊 情形 , 
(d) 证 明 ( 人 让 <( 人 产 ) 车 将 0 和 1 换 成 和 名 则 此 结果 能 否 
成 立 ? 
*34、 假 设 了 是 连续 的 , 以 及 1im f(z)=a， 证 图 


lm | f(t 
提示 : limf(z) 一 4 这 个 条 件 能 推出 , 对 于 43> 某 个 对 , 蕊 昌 接 近 a 和 这 
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意味 着 让 ”f(t)di 接近 Ma 如 果 同 本 比 起 来 直 很 大 , 则 af (十 对 


接近 a. 


选 题 解答 


- 设 忆 一 to #4} 是 满足 而 = 话 /7 的 划分 , 则 


2 
工 (六 PP.) 一 全 ， 【二 3 {ti— #1) 
f=1 


= 
四 ja 
BD Ol)? 《给 一] 
i 
并 且 , 类 似 地 有 
be 
Ud, PI 
j=1 
a 
-ni 守 + 守 + 村 | 


显然 取 #* 足 锅 大 ， 能 使 Lf，P,) 和 (UT，P.} 变 多 接近 就 多 接近 于 
584/4 于 是 取 # 足 钥 大 , 能 使 吕 (f, Pw) 一 了 (ff Pw) 要 儿 小 就 永 小 。 这 说 
明子 是 可 积 的 .另外 , 对 于 所 有 的 #. 只 有 一 个 数 9 撕 足 工 (ff, 互 小 委 9 去 


UC, Pw): 因 | wraw 有 这 个 性 质 , 所 以 一 旦 我 们 证 明了 对 于 所 有 的 有 
(PD Sb14SU (FP), 也 就 证 明了 wrda=6114， 这 可 以 直接 计 
算出 来 , 但 它 实 际 上 是 由 当 # 取 得 中 锅 大 时 工 f，P,，) 和 UC，P) 委 多 
接近 就 多 楼 近 于 51/4 这 个 事实 得 出 的 、 率 实 上 , 假如 84/4 过 | edx 成 
立 .那么 当 n 取 得 足够 大 时 也 就 不 可 能 使 如 (Ff，P,) 要 多 接近 就 多 接近 
于 B14, 因为 每 一 个 口 {f, Pw) 之 | zrdz， 同 样 地 , 我 们 不 可 能 有 54/4>> 


* 了 和 


L(f, Pi) = 可 全 1)5 + 5 了 -号 2 


BF 人 Py = 好 | 守 + 型 + 时 - 攻 | 


显然 , 和 取得 足够 天 ,能 使 研 ( 太 P,) 和 Uf, P,) 要 多 接近 就 多 接近 于 
95/5. 和 第 1 题 一 样 , 这 意味 着 | ztdz 一 55/5. 

4 人 [f=0. 
Gii | f=. 
(v) 了 不 可 积 . 
Cvwii) Ff=1. 
(关于 们 ，(Gip 和 (viD 中 各 函数 可 积 的 严格 证 明 , 见 第 15 期， 这 些 积 
分 的 值 自 几何 图 形 姓 然 可 以 看 出 ， 也 可 用 第 15 题 证 名 的 臣 路 以 及 已 和 


的 积分 严格 求 出 .) 
5, {i) 


Ciii) 
[Wy [ (1 一 如 ) 一 于] az 一 2 2 
-Ir 了 
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(VY 
[Lz 一 2 十 小 一 2*dz=4， 


PR( fcs)9 twas)ar 


-| (fn 9 (ay)as (这 里 所?) 是 常数 ) 


一 | Ge. f(z)az (这 里 | gl)ay 是 常数 ). 
10，(a) 显然 , 对 于 任意 划分 已 有 二 (记忆 0， 
(b 将 (a) 应 用 于 f 一 并 应 用 下 列 事实 
[og-0=[7-fs. 
24. (a) 0. 
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1 
Cb) 去- 


27。 {a) 显然 , 对 于 [ea, 的 的 斯 有 划分 王 有 
mb—a SL 五) 扫 贡 人 PENGB— 0). 


由 此 得 
mb—m | fdr Mb—0). 
于 是 
全 Ka)as 
KH b—e 
袜 足 t_ 志 上 # 和 六. 


Cb】 设 m 和 开 为 下 在 [a,5] 上 的 最 小 值 和 最 大 值 ， 因 了 是 连续 的 , 所 以 
它 取 得 由 和 并 两 值 , 从 而 取得 (a) 的 数 jy. 


31， 一 | 用 委 托 | 
我 们 有 一 HIS Fl 
于 是 [A 


(第 30 题 意味 着 | 1 了 | 有 意义 .) 
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第 十 四 章 微 积 分 基本 定理 


由 前 一 章 的 提示 , 你 也 许 已 经 独到 本 章 的 头 一 个 定理 , 我 们 知 
道 , 若 了 可 积 , 则 F(x) 一 | 了 连续 自然 , 我 们 要 间 当 原来 的 函数 
了 连续 时 会 出 现 什么 情况 ， 结 果 是 也 是 可 微 的 ( 且 其 导数 特别 简 
单 ). 
定理 1 ( 微 积分 第 一 基本 定理 ) 设 f 在 [a,5] 上 可 积 ， 并 将 
F 在 [a,5] 上 定义 为 
r(w=|f. 


车 了 在 Fa, 6 内 的 处 连续 , 则 三 在 处 可 微 , 并 且 
Fe)=f(e). 

(着 c=a 或 5 则 产 te) 当 然 理 解 为 也 的 有 有 导数 或 堪 导数 .) 

证 明 ”我 们 假设 e 在 (o 瑟 内 ; c=a 或 6 时 证 明 的 简单 修改 ， 
可 由 读者 来 补充 ， 根 据 定 闵 ， 

FP'(o) = lim ete me. 
沈 假设 0, 则 

了 Ke 十 而 -ECo=| + 


定义 gr 和 好, 如 下 (图 切 : 
说 一 iD 人 TS 十 了 
到 一 supffz7reS2<St 十 有 
由 第 十 三 章 定理 7 知 图 1 
ms 二 用 


时 


*» $35* 


因此 ms < 


如 果 js0, 论证 中 只 有 一 些 细节 需要 改变 ， 设 
=inf (fC(2) :e+ hre}, 
M,=suptlf (7) c+ har 人 eey. 


则 mi (一 用 < fa (一 为. 
由 于 Fleth)—F(e)=| f=— _ 
由 此 得 mh>F(eth)—F(le) Mh. 


因为 <0, 因此 除 以 后 ， 不 等 式 再 次 反 向 ， 棍 到 与 先前 相同 的 
结果 ; 


m< Tle -P00) yy, 
这 个 不 等 式 对 于 任何 可 积 前 数 都 成 立 ， 不 论 读 函 数 连续 与 否 ， 狼 
而 , 因为 了 在 “处 连续 , 故 
limm; = lim M,=f(e), 
吉 中 心 页 者 者 
这 就 证 明了 
(eo) —lim (eth Po). po). | 


虽然 定理 1 只 坪 论 由 积分 上 限 变化 所 得 到 的 函数 ，-- 个 简单 
的 技巧 能 说 明 当下 限 变 化 时 将 会 出 现 什么 情况 ， 设 人 定义 如 下 


ecw= [sf, 
则 az)={ 一 人 
因此 , 车 在 。 处 连续 , 则 
G'(e) = —f(e). 


这 里 出 现 负 号 是 很 好 的 ， 这 使 我 们 能 将 定理 1 推广 到 其 鞋 是 对 二 
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z<a 定 儿 的 函数 


F(z) = 人 ff 
在 此 情形 中 ,我 们 可 以 写 
BF(o= 一 | 下 
赦 若 “<a, 我 们 有 
Fo)=—(—f(e))=fe), 
与 先前 完全 一 样 . 


注意 , 无 论 在 哪 一 种 情形 中 , 在 c 处 的 可 微 性 只 由 了 在 处 
的 连续 性 来 保证 ， 然 而 , 当 了 在 [Fe， 扫 内 所 有 的 点 连续 时 , 定理 1 
最 有 趣 ， 在 此 情形 中 , 忆 在 [w, 5] 内 所 有 的 点 可 微 ,并且 
Pr=f. 
一 般 地 说 , 很 难 断 定 一 个 已 知 函数 了 是 否 为 某 个 另外 函数 的 导数 ; 
由 于 这 个 缘 放 ,第 十 一 章 定 理 7? 和 达 布 定理 (习题 十 一 , 39) 特 别 有 
意思 , 因为 它们 揭露 了 于 所 必 有 的 某 些 性 质 ， 然 而 , 若 了 连续 ,这 
完全 是 不 成 问题 的 一 一 根据 定 浊 1, 了 是 某 个 沙 数 , 即 函 数 
rh 
的 导数 . 
定理 1 有 一 简单 的 推论 ， 它 往往 能 将 积分 的 计算 妇 结 成 显然 
的 事 . 
推论 车 在 [a, 5] 上 连续, 且 对 于 某 个 函数 g 有 了 =91, 则 
[f=908) 9(0). 
证 明 设 
r(w=| 了 
则 在 [e 5] 上 Pr 二 f=g'， 国 此, 存在 着 一 数 。, 使 得 
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FPF=g+e. 
数 * 容易 求 出 : 注意 
0=F{(0) = g{0 +e, 
因此 c= 一 9(0); 于 是 
FX)= 9 —9(0). 
特别 对 于 * 二 5, 上 式 也 兹 成 立 ， 于 是 


[f=P(6) =9(8) —g(0)., 
乍 看 这 个 推论 的 证 明 , 使 人 感到 这 个 推论 似乎 无 用 : 例如 , 若 
9(z)=[ 
那么 知道 
ff=900) —g(0 


究竟 有 什么 好 处 + 当然 ， 问 题 在 于 我 们 可 能 碰巧 知道 一 个 具有 这 
种 性 质 的 很 不 一 样 的 函数 9， 例 如 , 若 


9(z)= 气 和 f(z)=*， 
则 9'(z) 一 fz), 于 是 无 需 计 算 下 和 与 上 和 我 们 就 能 得 到 : 


| zaz= 邱 - 拖 
我 们 可 以 同样 地 处 理 其 他 的 赛 男 数 ; 若 为 一 自然 数 而 
qT) =a (n+ 1), 
则 (2)=z*, 于 是 


bit! 个 3+1 

n+1 ntl 

对 于 任何 自然 数 % 在 任何 包含 0 的 区 间 上 , 前 数 (7)=2z-" 虽然 
无 界 , 但 车 a 和 5 同时 为 正 或 同时 为 负 , 则 


由 
| YY 一 
站 
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当然 只 有 当 w 坟 一 1 时 上 式 才能 成 立 ， 我 们 不 知道 


[3 
的 简单 表达 式 

计算 这 个 积分 的 问题 将 于 以 拓 讨 论 ， 但 它 现在 提供 一 个 防止 
一 条 严重 错误 的 好 机 会 .推论 1 的 结论 往往 与 积分 的 定义 相 混 


浦 一 许多 学 生 以 为 | 了 是 定义 为 :和 9(5) 一 9(a)， 共 中 9 为 一 个 


其 导数 是 了 的 函数 , "这 个 “定义 ”不 但 是 错 的 , 并且 也 是 无 用 的 . 一 
个 理由 是 , 一 函数 了 可 积 却 未 必 是 另 一 个 函数 的 导数 ， 例 如 , 设 当 
z 半 1 时 J(z)=0, 而 1(1)=1, 则 了 虽然 可 积 , 但 了 不 可 能 是 一 导 
数 ( 为 什么 不 能 ?)。 另外 还 有 一 个 更 重要 的 理由 ; 若 了 是 连续 的 ， 
我 们 知道 对 于 某 函 数 9 有 了 = 9; 但 我 们 只 是 由 定理 1 知道 这 一 
点 ， 函数 fKz)=1/z 提供 一 个 很 好 的 说 明 : 车 z>0， 则 九 z)= 
9(z), 基 中 


gz)=| 二 ab 
了 


而 我 们 和 扼 道 没有 比 这 更 简单 的 函数 ! 具有 这 个 性 质 。 

定理 1 的 推论 很 有 用 ， 适 常 称 为 微 积 分 第 二 基本 定理 .在 本 
书 中 ， 这 个 名 称 用 于 更 强 的 结果 (不 过 实际 上 这 个 结果 并 不 更 有 
用 ).， 正 如 我 们 刚才 所 述 ,一 函数 即使 它 不 连续 , 也 可 以 是 9 的 
形式 . 若 了 可 积 , 则 下 式 仍然 成 立 


| = 一 (9 
可 是 其 证 明 必 定 完全 不 同 我 们 不 能 用 定理 1， 因 此 必须 回 到 
积分 的 定义 . 


定理 2 《 微 积分 第 二 基本 定理 ) 车 了 在 [9, 8] 上 可 积 , 并 且 
对 于 某 个 函数 9 有 了 一 9, 周 


* 了 3 + 


[Ga 
证 明 设 记 = {6 …， 加 } 为 [es，5] 的 任意 划分 .根据 中 值 定 
理 , 在 [5-i,t] 内 存在 着 一 点 % 使 得 
g(t) — gt = Oo 
=f (2,) (tC—#.1). 
设 mi =inf (f(r): tr}, 
Mi;=suplf Crt Eret}, 


那么 ,显然 有 
mt fa tt DENM, tt.), 
即 midst) Eg EMO). 


将 1 一 工 ， "+ 中 的 各 式 相 加 ， 我 们 得 


Sm; 《起 一 所- 二 8 (5)— go ED NM, (tO—f1) 
t=1 


= 


于 是 , 对 于 任意 划分 已 有 


9 全 一 "CO 一 上 

我 们 曾经 用 定理 1 的 推论 (或 同样 地 ， 定 理 3) 求 一 些 初 等 国 
数 的 积分 : 

[1 有 pi 名士 
| > dr= 一 一，x 二 一 1 
(车 <0, 则 其 中 4 和 6 同时 为 正 或 同时 为 负 ,) 
正如 我 们 在 第 十 三 章 中 所 指出 的 ， 积 分 并 不 总 是 代表 责 数 、 水 平 
轴 以 及 通过 (9, 0 和 人 ,0 的 直立 线 所 包围 的 面积 ， 例如， 车 a= 
< 则 ， 
| ZA 
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a 


并 不 代表 图 2 所 示 的 区 域 的 面积 , 而 该 面积 是 


-rj 


a: Bb 
一 可 十 本 


) 


图 2 国 3 
- 岂 样 地 要 留神 求 多 个 国 数 的 图 形 所 围 成 的 区 域 的 面积 一 一 这 个 问 
题 经 常 可 以 包含 师 多 技巧 。 先 看 一 全 简单 的 例子 , 如 图 3 所 示 , 我 


们 要 求 在 区 间 [0, 1] 上 函数 
fl2)=w 和 9) = 


的 图 形 之 间 的 区 域 的 曾 积 。 若 0S&x&1, 则 0<<w 二 x, 因此 ,9 的 


图 形 在 了 的 图 形 的 下 方 ， 于 是 我 们 所 关心 的 区 域 的 面积 是 


面积 RCF, 0,1) 一 面积 R(t9, 0, 1)， 
这 个 面积 是 


1 _1 
12 


| az 一 | za = 圭一 广 = 喜 
0 0 3 4 12 


这 个 面积 可 以 表示 为 


i 本 了 一 im 
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[ (f—9), 
若 对 于 [4,5] 内 所 有 的 x 有 gC7) 志 f(x), 那么 ,即使 和 g 有 时 是 
负 的 ， 这 个 积分 总 是 等 于 了 和 9 所 力 成 的 面积 ， 由 图 4 最 容易 看 
出 这 一 点 . 车 。 为 这 样 的 歼 , 它 使 得 +c 和 9 十 5 在 [9,8J 上 为 非 
负 ， 则 由 了 和 ?9 所 围 成 的 区 域 肪 , 与 十 c 和 g+e 所 国 成 的 区 域 
五 。 具有 相同 的 面积 。 因此， 


(Ca) 


图 4 
面积 R= 面积 R= (f+o) 一 | 人 e+o) 
=| [Cf+0)— (9+0)] 
=[ (4-9). 
这 种 看 法 在 下 述 问题 中 有 用 ; 求 


f(z)=2 和 HY)=e 
的 图 形 所 围 成 的 区 域 的 面积 .首先 必须 更 精确 地 确定 这 个 区 域 . 


当 粹 一 下 二 下， 
即 Wa—XNi—ct=0, 
即 Xr tO— 1)=0, 
_ lv 5 l~vV 5 
即 xz 一 0 一 2 


时 ,了 和 9 的 图 形 相交 ， 在 区 间 {[1 一 v5 ]/2, 0) 上 我 们 有 
= 342» 


WR 
而 在 区 间 (0,L14+ M5]/2) 上 我 们 有 ”之 :一 xz， 这 些 论断 容易 由 
图 形 ( 图 5) 看 出 ,而 且 也 不 难 验证 如 下 ， 因 为 只 有 当 
z=0, [1+~V5j/2 或 [1 一 w5]/2 


fs) ori 


困 5 
时 f(z)=g(z), 站 区 闻 ([1 一 M5]/2,0) 和 (0,[1+~M51/23 上 医 
数 了 一 9 不 变 号 ; 因此 比方 说 只 要 观察 


(Yi 


1 一 1 一 芋 = 一 1<0， 


就 能 断定 
在 ([1 一 \ 53]2,0) 上 ff-9>0, 
在 60,[1+TwE5]A3) 上 了 一 9<0. 
于 是 所 指 的 区 域 的 面积 为 


站 | 


1+v$ 


『 Ce 一 z 一 zazt | [oa (wp) Idz, 
di ， 9 
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如 本 例 所 揭示 的 ， 求 一 区 域 面积 的 主要 问题 也 许 是 精确 地 确 
定 其 区 域 ， 然 而 , 存在 着 更 实质 的 逻辑 性 问题 -一 迁 今 为 止 ,我 们 
只 定义 过 某 些 很 特殊 区 域 的 面积 ， 这 些 区 域 甚至 不 包括 刚才 计算 
过 其 面积 的 某 些 区 域 ! 我 们 只 简单 地 假定 过 面积 对 于 这 些 区 域 有 
意义 ， 并 确实 具有 “面积 ”的 某 些 合理 的 性 质 ， 这 些 议论 并 不 意味 
着 要 你 不 必 重 视 训练 计算 面积 的 技巧 ， 而 是 说 更 好 地 研究 面积 的 
定义 是 有 必要 的 ， 尽 管 它 应 该 在 高 等 微 积分 中 去 讨论 ， 在 本 书 中 
以 及 在 廊 史上 , 都 是 由 于 要 定义 画 积 而 想到 去 定义 积分 ,但 积分 实 
际 上 并 不 提供 定义 面积 的 最 好 方法 ， 尽 管 它 通常 是 计算 面积 的 适 
当 工 具 . 

为 了 定义 面积 而 发 明 积 分 ,而 对 竹 这 个 目的 积分 又 不 从 当 , 听 
到 这 件 事 , 可 能 会 使 大 港 气 , 但 我 们 马上 会 看 到 , 对 于 别 的 一 些 目 
的 ， 它 是 何等 重要 ， 积 分 的 最 重要 的 应 用 已 经 强调 过 : 若 连续， 
则 积分 提供 一 个 函 散 y, 使 得 

yz)=f(z). 
这 个 方 程 是 “微分 方程 "(一 个 函数 的 方程 ， 其 中 包含 9 的 导数 ) 
的 最 简单 的 例子 ， 由 微 积分 基本 定理 知 ,车 了 连续 , 则 该 微分 方 各 
有 解 ， 在 以 后 各 章 以 及 在 许多 问题 中 , 我 们 要 解 更 复杂 的 方程 ,但 
它们 的 求解 几乎 总 以 某 种 方式 依赖 于 积分 ， 为 了 解 微分 方程， 就 
要 构造 一 个 新 的 函数 ,而 积分 是 解决 这 个 问题 的 最 好 方法 之 一 . 

因为 由 微 积分 基本 定理 提供 的 可 微 函 数 在 以 后 将 起 很 重要 的 
作用 , 因此 ,领会 下 列 事实 是 很 重要 的 ， 和 那些 不 怎么 神秘 的 函数 
一 样 , 这 些 函 数 经 复合 后 还 可 以 产生 更 多 的 函数 , 其 导数 可 用 链 式 
法 则 求 得 . 

例如 , 假设 


-1 
7) 一 | Tri 
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管 这 种 记 法 多 少 有 点 掩盖 事实 , 但 了 是 由 下 列 函 数 复 合成 的 


cls)=w 和 FO=| Tr 


实际 上 , (#2) 一 FCCLzD; 换言之 ,f=F。C， 因 此 , 报 据 链 式 法 则 ，、 


了 (一 下 (CC OZ) 


一 本 人 (08] 3? 
1 
Tn 
若 将 了 改定 允 为 
f(z)= | Tr 站 
则 一 一 下， 
若 将 了 定义 为 倒 过 来 的 复合 ， 
Hn)—(f rear) , 
则 f=O RD) F(z) 
-s([ 1 dt) Ts 
lt sinif 1 十 sin2 个 
财 样 地 , 落 
sloz 
f(z)= | TT rat 
$7)= | ri " 
: Mz)= sin(| rs Tr 
则 f(r) TF i os 
g(2)=— 1 cosn, 


上 十 Sin Csin) 


= 345 = 


， 1 1 
Wz)=eos([ 于 sin ro) TT 
显得 很 可 怕 的 的 数 
Cf TF PE + ) 
f(z) = | Tr 
也 是 一 个 揽 合 函数 ; 实际 上 ,了 二 FoF 因此 
fOr)= FRED F(z) 
1 


i 
加 > 1+ siniw sin:» 
1+ sin 区 4 Cin 站 


如 这 些 例子 所 示 , 出 现在 积分 号 上 方 (或 下 方 ) 的 式 于 . 表示 当 
写成 复合 函数 的 形式 时 出 现在 澡 右 边 的 函数 、 作 为 最 后 的 一 个 
例子 ,考虑 三 重复 合 


(1 ET :) 
em 于 训 
TErEL )_ 1 FE 
0- Tram a 
它们 可 以 写成 


了 = FopoO 和 9=FoFoF. 
省 略 中 生 步 又 (如 时 你 仍 觉得 靠不住 ,可 以 神 上 ), 我 们 得 


fCr)= -1 ,3oz 
1+ si 人 (人 1 at) 1 sin’ms 
:\J, 1+ sin't 
站 1 
Er 
I+ si 7 
+ Sin [| 1+ sin?# dt | 
1 1 


ep 
1 十 sinz(| see lisinw 


3. 


Tr rt 


和 第 十 章 求 比较 简单 的 微分 一 祥 , 在 做 了 一 些 习 题 之 后 , 这 些 演算 
会 变 得 容易 得 多 ,并 且 和 第 十 章 的 习题 一 样 , 在 对 微 积分 基本 定理 
的 前 后 关系 多 少 有 点 不 熟悉 时 ， 六 这 些 全 分 只 是 用 来 检验 你 对 链 
式 法 则 的 理解 程度 . 

在 下 列 各 章 中 积分 的 一 些 有 力 的 应 用 都 是 以 微 积 分 基本 定理 
为 依据 ， 而 此 定理 的 证 明 却 很 容易 一 一 好 象 所 有 实质 竹 的 工作 都 
包含 在 积分 的 定义 中 ， 事 实 上 ， 这 并 不 完全 对 ， 为 了 将 定理 1 应 
用 于 连续 函数 , 我 们 需要 一 个 尚未 证 明 的 定理 : 车 了 在 [a,58] 上 连 
续 , 则 了 在 [a, 8] 上 可 积 ， 将 要 给 出 的 证 明 要 依靠 一 个 技巧 这 个 
技巧 虽然 不 很 富 于 启发, 但 至 少林 用 以 填补 我 们 知识 的 空白 . 

若 了 为 在 [w 妇 上 的 任意 有 界 函数 , 那么 即使 7 不 可 积 , 但 

sup{L(F, P)} 和 inf {Uf, P)} 
却 都 存在 ， 这 两 个 数 分 别称 为 了 在 Fo,5] 上 的 下 积分 和 了 在 Ea, 8] 
上 的 上 积分 ,并 用 
sa of 

表示 ， 下 积分 和 上 积分 都 有 积分 所 具有 的 几 个 性 质 . 特别 车 a<<e 
<b, 则 


rrr ftps 
和 
or-o| ruof 
以 及 车 对 于 [a， 内 所 有 的 Y 有 wT) 则 
m(b— or f<U[ fsaGC- 四 ， 
这 些 事实 的 证 明 留 作 练习 ， 因 为 这 些 证 明 与 积分 相应 结果 的 证 明 
很 相似 、 关 于 积分 的 结果 实际 上 是 上 积分 和 下 积分 的 结果 的 一 个 


推论 , 因为 只 有 当 
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串 . 关 oj 
时 了 才 是 可 积 的 . 我 们 将 证 明 , 对 于 连续 函数 , 这 个 等 式 总 能 成 立 ， 
从 而 证 明志 续 函 数 了 可 积 。 实 际 上 , 证 明 对 于 [a 8 内 所 有 的 有 


|.7=9f 
这 个 事实 更 容易 ;这 全 技巧 表明 : 定理 1 的 证 明 的 大 部 分 , 其 至 不 
依赖 于 了 是 可 积 的 这 个 事实 ! 下 面 证 明 第 十 三 登 的 定理 3 . 
定理 若 了 在 [ca,t] 上 连续 , 则 了 了 在 [q,58] 上 可 积 . 
证 明 ”在 [c, 妇 上 将 函数 工 和 到 定义 为 
ZKz)= 工 | 7 和 vz)=U| Ff. 
设 3 在 (a, 内 ， 若 有 >~0 以 及 
m=inf (fC2) :wt 了 D， 
NM,=sup{f (1) :zt Ew+ Rl}, 


也 十 师 正二 入 
则 mh<L| f<Uf fe<Mn, 
于 是 mR Us — LEU UENM EE 
或 mt Vet Us) yy, 
著 jN<<0 以 及 


mis—=inf {f(t) :z+ ht rl}, 
M,=Sup{lf (1) :r+ ht Sr}, 
和 定理 1 的 证 明 一 样 , 我 们 得 到 同样 的 不 等 式 . 
了 在 处 连续 , 我 们 用 
limm, = lim M, =f(2), 
这 就 证 明 , 对 于 ke, 站 内 的 x 有 
LT)=U(r)= 7). 
* S48» 


这 意味 着 , 存在 车 一 个 数 。 使 得 对 于 Fa, 的 内 所 有 的 有 
Ur)=L(7)+e. 


二 | Ua) 一 无 (的 = 
所 以 这 个 数 。 必定 等 于 0, 于 是 对 于 [4,5] 内 所 有 的 有 
U(r)= L(Y. 
特别 地 ， uff=008 =L00) =L| 3, 
而 这 意味 着 了 在 [a,8] 上 可 积 , 
习 是 


1， 求 下 列 每 个 函数 的 导数 ， 
G) Fs)=) sinstat. 


. Tian en) 1 

tii)y FOrY | TT Qt 

Gin Fez)=| 人 Tr ay. 
1 

TT ii 


Ea 
zc) 下 ea. 


(iy) Fz) = [ 


vi) F(x)= sin{ fsn(f sin tdt joy 


( 求 用 了 17) 表 示 的 


{vii) 盏 -1， 其 中 rp- 站 Lar. 
(了 -DMKZ 


《vijiy -4 其 中 本 了 ) 一 人 Fd. 


2， 对 于 下 列 每 个 天 车 了 F(z) 一 在 哪些 点 有 P(z) 一 f(z): (注意 即 
使 了 在 s 处 不 连续 , 也 可 能 F'(z) 二 f(z).，) 
(0 F(z)=0 如 果 # 丰 1, 了 2)=1 如 果 2 
(这 ) 天 2 一 0 如 果 z 二 1 天 f) 二 1 如 果 x* 字 1， 
Ci) Ff) 二 0 如果 让 于 1, 了 (#) 二 1 如果 了 一 1 
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(iy) f(z)=0 和 如果 z 为 无 理 数 , 玉 z)=11g 如 果 Y 一 BA70( 懂 约 分 数 ) . 
(Vv) 六 7)=0 如 果 YE0, (7) 一 # 如 果 50， 
(Vi Hz)=0 邵 果 于 0, 2)==11[112#] 如 时 5 

(vii) 了 于 是 如 图 6 所 示 的 国 数 ， 

Ciii) fC#)=1 邵 果 =1/#(n 是 NN 中 之 数 ), 在 别处 了 2)= 们 


3， 求 -了 0!(0), 若 
Ci) {x)=| C+ sin (Csin t) Jat 
Gi1) f(z)=| sin (Gin ai. 
(不 艺 试 图 明确 地 算出 了 ) 
4 着 (2z) 一 | xDdt 求 下 (2) (等 案 不 是 zz) 在 试图 去 求 下 之 
前 , 你 应 洛 伐 一 点 淆 于 积分 的 明显 运算 . ) 
人 ro tz 一 要 加 = | (小 天 下 本 Ja 
提示 : 利用 第 4 题 , 微分 两 这 . 
**0， 利 用 第 5 吓 证 明 
| few (5—) + du 2 (Fe (fF ft Ya )aw, js、 
7. 求 一 防 数 1 使 六 (7)=11ViT dn，( 这 一 题 应 该 很 容易 ; 不 要 误解 
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8, 


*14. 


“ 求 " 字 . ) 

一 个 函数 如 果 对 于 所有 的 z 有 fr 十 四 一 f(z), 则 称 为 周期 为 a 的 周 
往生 数 . 

(a) 车 了 是 周期 为 * 的 周期 函数 , 并 在 [0. 中 上 可 税 , 证 基 


ff 一 人 “下 对 于 所 有 的 
(b) 未 一 男 数 所 使 f 不 是 周期 函数， 但 是， 提示 渤 一 周期 隔 数 
4， 使 它 能 保证 f(z) 一 | .9 不 是 周期 函数 . 
(e) 设 户 是 周期 为 e 的 周期 函数 ， 证 明 当 旦 仅 当 f(a) = 了 (0) 时 了 为 
局 期 函数 ， 
来 dz， 只 要 铺 出 一 个 使 了 (x)=2/ 的 函数 玫 并 利用 给 积分 
第 二 其 本 定理 然后 利用 习题 十 三 , 16 米 验 证 . 


- 利用 向 积分 基本 定 记 及 习题 十 三 , 16, 尝 出 习题 十 二 , 15 的 结果 . 
，{a) 求 F(z)=| td 及 G(x) -| 1/tdt 的 导数 . 


tb) 现在 给 出 习题 十 三 , 12 的 一 个 新 证 明 . 


， 利 用 微 积分 基本 定理 及 达 布 定 列 (可 题 十 一 , 39), 给 出 介 慎 定 狂 的 男 一 


证 明 ， 
证 明 : 著 声 连续 ,了 和 8 可 微 , 且 


和 (下 
F(z)=| RCE Yar, 
站 [全 


则 Px)=hCg(z)) 9 (7) 一 hf(z)) -了 Cz)， 提 示 :; 试 将 它 化 为 你 已 
能 窜 握 的 两 种 情形 , 这 两 种 情形 以 一 常数 作为 积分 下 限 或 上 了 概 . 
(a) 设 纪 =9 和 弄 = 子 证 骨 : 者 函数 对 于 某 区 闻 内 所 有 的 =， 满足 
微分 方程 
G) gy(2D (7)=Hr), 
” 则 有 一 数 。 使 等 ， 
(++) Gz) 一 F(z)+e ”对 于 此 区 间 内 所 有 的 %. 
《b) 证 明 , 反之 , 车 # 油 足 (0]， 则 多 为 (*) 的 解 ， 
(© 着 of 1 十 箭 
(7)— Try) 
来 # 必 须 谐 足 的 条 促 ， 
+ 


ie PL mpi hE er rt -二 一 


下 16, 


{在 此 情形 中 , g(t)=1 十 # 目 太 #)=1 十 #. ) 然 语 " 舱 ”所 得 方程 以 
求 出 所 有 可 能 的 解 ¥#( 没 有 一 个 解 以 起 作为 它 的 定义 域 }. 
{d) 车 
y(z)- 


求 # 必 须 满 中 的 条 件 . 
借助 于 习题 十 二 , 10, 就 能 证 明 存 在 讨 足 所 得 方程 的 国 数 .) 
{e)l 求 注 足 


ey 


yA (T= 
的 所 有 随 数 芒 求 满 是 gt0) 一 一 1 的 解 ## 


， 极 限 Mim| 了 如 果 存在 ， 划 记 为 全 式 或 站 KKz)az}， 并 称 之 为 "广义 积 


(9) 求人 wrds, 若 ?< 一 1 

(b) 利用 习题 十 三 , 12 证 明 | 1/zds 不 存在 . 提 东 : 关于 |，17zqz 你 能 
说 什么 

(c) 设 对 于 >0 有 天 ?>0 且 )"f 存在 ， 证明: 车 对 于 所 有 的 2 之 0 
有 0<g(z)c 玫 >》 则 人 9 也 存在 . 

(9) 说 明 为 什么 | 27(1+zoaz 存在 提示: 将 此 积分 在 1 处 分 开 ， 

广义 积分 | .了 显然 定义 为 lim_ 人 f， 查 另 一 类 广义 积分 全 7 的 定义 方 

式 却 不 明星; 它 等 于 | f 十 天 只 要 这 两 个 广义 积分 都 存在 ， 

(a) 说 明 为 什么 1 11 (1+)az 存 在， 

(b) 说 明 为 什么 | .zaz 不 存在 ，( 但 注意 lim| ”zaz 的 确 存 在 .》 

(©) mo. 了 存在 , 则 lim|” 了 存在 且 等 于 三 fF 其次 证 明 ， 


tim| ”了 及 limf ,了 都 存在 , 且 等 于 人 了， 你 能 作出 这 些 事实 
的 合理 的 推广 吗 t 《如果 你 不 能 , 居多 做 这 些 特 借 时 将 很 当 共 |) 
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*17, 


*18, 


1。 


2 


有 另 一 类 “广义 积分 ”, 其中 区 间 有 界 , 但 函数 元 界 : 

(a) 间 6>0, 求 im VMEaz， 不论 f(0) 是 怎 兴 定义 的 ， 此 梳 网 
都 用 | lV wdz 来 表示 , 即使 国 数 藉 z) 王 LV Y 在 [0。a] 上 无 
界 . 

Cb) 求 上 wrdr, 如 果 一 1<7<0， 

(c) 利用 习题 十 三 , 12, 证 明 | x-'dz 即使 当 作 衫 限 也 无 意义 。 

(d) 给 | lzlraw( 当 <0 时) 下 一 个 合理 的 定义 , 并 对 于 一 1<7<6 计 
算 它 . 

(e) 对 [G1 一 2 -sds 下 一 个 作为 两 个 极限 之 和 的 合理 的 定义 ， 并 
证 明 这 两 个 极限 都 存在 ， 提 示 : 为 什么 | ，(1 二 2) -vdx 存 在 ? 当 


一 1<x<0 时 , (1 十 区 -与 (1 一 上}-3 应 该 怎样 比较 ? 
最 后 , 可 以 将 积分 概念 移 这 两 种 可 能 的 推广 进行 组 合 . 
(a) 车 当 0<s 过 1 时 天 T)=1JY x， 面 当 x 宇 1 时 7)=1/2z:， 求 


人 ear (在 确定 它 是 什么 意思 之 后 ) 


(b) 说 时 | zraz 毫 无 意义 ，( 区 别 一 1<r<0 及 "< 一 1 两 种 情况 .在 


一 种 情况 下 , 积分 在 和 处 出 问题 , 另 一 种 情况 下 , 在 % 处 ; 对 于 = 
一 1, 积分 在 两 处 都 有 问题 .) 


选 题解 管 
(i) (sinsz’) 3%, 
iD) {Tris 
0 [re 
(vi) CF-) (7)= re FP-iCzY), 


(i) 所 有 的 x 才 1. 


fiiiy 斯 有 的 了 了 1 


Cv) 
vii: 


3. (1) 


所 有 的 z. 
所 有 的 + 二 0 全 为 z<0 时 F(z) 一 0, 但 存在 任意 接近 于 0 的 
z>0 满足 全 芝士. 玫 在 0 处 不 可 微 .》 

(Ff-D' (0 = 一 2 


Ff uo 1+sintsin(f-1(0))) 
1 


“1+ sin (sino) = 


4， F(z)=s| 有 (tat, 于 是 


F(x) =af(z) + | fia. 


Ro- (rr es 


9。 我 们 可 以 取 


划 


Flint 


f(7)= 


去 十 1 


而 ?二 


了 wadz=f (6) —f(0) = —— 
工 +1 


第 十 五 章 三 角 函 炒 


前 数 sin 和 eos 的 定义 比 人 人 们 猜想 的 要 和 精细 得 多 ， 为 此 ， 本 章 
一 开头 用 的 是 非 正 式 和 直观 的 定义 , 这 用 不 着 过 多 地 去 筷 究 它 , 因 
为 我 们 很 快 就 要 用 栽 们 真正 打算 使 用 的 正式 定义 去 代替 它们 . 

在 初等 儿 何 由 ， 从 一 公共 超 点 出 发 的 两 条 射线 人 台 起 来 就 是 角 
(图 1 . 


-一 一 -一 
\ -一 


二 朋 而 更 有 用 的 是 < 有 加 角 , 这 可 以 认为 是 从 同一 起 
点 出 发 的 射线 偶 (, 5), 具体 形象 如 图 2. 


ha 


* Fs 


如 果 我 们 把 水 平 坐标 轴 正 向 的 那 一 半 选 作 问 ， 那 末 有 向 角 完 
全 可 由 第 二 条 射线 来 描绘 (图 3)， 


图 3 外 4 
因为 每 条 射线 与 单位 圆 相交 恰好 一 次 ， 所 以 可 以 更 简单 地 以 
单位 顺 上 的 一 点 (图 轨 ， 即 在 束 十 妒 王 1 上 的 一 点 (w, 拉 来 表示 有 
向 角 . 
有 向 角 的 sinp 和 ceos 现 在 可 以 定义 如 下 (图 中; 有 向 角 由 x 十 
扩 =1 上 一 点 他 扎 所 确定 , 这 角 的 正弦 定义 为 纪 余弦 定义 为 x. 


尽管 前 一 段 已 有 和 精 确 约 味道 ， 但 对 sin 和 cos 的 定义 我 们 还 不 
能 就 此 完结 ， 事 实 二 这 仅仅 是 开始 ， 我 们 所 定义 的 是 有 向 前 的 正 
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弱 和 祭 弥 ,而 我 们 想 要 对 每 一 个 数 2 定义 sing 和 sosz， 通 常 的 作 
法 是 把 角度 与 所 有 的 数 联系 起 来 . 最 老 的 方法 是 “以 度数 计量 角 ”. 
“ 线 一 周 " 的 一 个 角 与 360 相 联 系 ,，“ 娆 半 局 "的 一 个 角 与 180 相 联 
系 , “四 分 之 一 周 "的 角 与 90 相 联系 ,等 等 (图 6， 由 此 ,与 数 2 相 
联系 的 角 叫 航 “x 度 的 角 ?*. 0 度 的 角 与 360 度 的 角 是 一 致 的 , 这 种 
多 义 性 可 有 意 地 进一步 发 展 ， 以 使 90 度 的 一 个 角 也 就 是 360 十 90 
度 的 角 等 ， 现 在 我 们 能 够 定义 一 个 函数 ,用 sin * 表示 如 下 : 
sin (2) 二 x 度 的 角 的 正弦 ， 

这 种 表示 角 的 方法 有 两 个 困难 ， 尽 管 对 于 90 或 45 度 角 我 们 
所 指 的 意义 是 清楚 的 , 但 如 2 许 的 角 指 的 是 什么 就 不 十 分 清楚 . 
即使 这 种 困难 可 以 克服 , 但 依靠 任意 选 定 的 数 360 的 这 种 体系 , 是 
不 大 可 能 导致 优良 结果 的 一 一 如 果 函 数 sin " 在 数学 .上 得 到 满意 
的 性 质 , 这 只 会 是 化 幸而 致 . 


“ 绝 度 法 "试图 给 这 两 个 缺陷 
提供 补救 方法 . 给 定 任意 数 2 在 LK 
单位 圆 上 选 一 点 了 ,使 x 为 从 人 获 沁 
站 开始 沿 逆 上 时针 方向 转 到 卫 点 的 
园 弧 长 (图 7 站， 由 了 点 所 确定 的 由 得 


有 向 角 币 做 “x 弛 度 的 角 ”. 因为 整 
个 圆周 长 是 24, 所 以 2 碧 度 的 角 
和 27 十 x 纪 度 的 和 角 是 完全 相同 
的 .现在 可 定义 函数 sinr 如 下 ; 图 7 
sinyfg) 一 和 弧 诬 的 角 的 正 荡 . 
采用 向 样 方法 能 能 容易 地 定义 sin"， 因 为 我 们 要 有 sin "360= 
sinr2x, 所 以 可 定义 
sin "w= sin "2mX 一 gin 
360 180” 
二 3FF + 


一 一 


由 于 sin7( 不 是 sin ) 是 我 们 唯一 感 兴趣 的 函数 ， 所 氛 我 们 马 
上 就 要 把 sin’ 中 的 上 标 ”去掉 ， 这样 作 以 前 , 尚 须 福 意 几 点 ， 

sin"% 和 sinw 有 附 写 作 

sing", 
sin2 弧 论 ， 
但 这 个 记号 很 容易 玉 惑 人 3 数 2 仅仅 是 一 个 数 一 一 井 无 标记 说 明 
它 指 的 是 * 度 ”还 是 “弧度”"， 由 于 养 不 清 记 号 sinz 的 意义 ， 入 家 
会 问 : ， 1 
“rw 表示 的 是 度 还 是 弧 论 ?” 
意思 是 : | 
* 你 是 指 'sina "还 是 “sin” 4” 

即使 对 于 要 求 精 确 的 数学 家 而 言 ， 要 不 是 因为 不 游击 这 一 点 对 
革 些 问题 会 得 出 不 正确 的 答案 〈 见 习题 18),， 这 些 说 明 都 可 以 省 
略 . 

虽然 函数 sin” 就 是 我 们 希望 简单 地 记 为 sin{ 今 后 专用 ?的 芳 
数 , 但 有 一 个 困难 包含 在 sin" 的 定义 中 ， 我 们 提出 的 定义 要 依赖 
曲线 长 诬 的 概念 ， 虽然 我 们 可 以 离开 本 题 定 义 长 度 , 但 在 目前 , 用 
面积 来 重新 表述 sin"x 的 定义 要 容易 得 多 ， 而 面积 可 用 积分 来 讨 
论 , 《用 长 度 讨论 略 述 在 第 32 到 第 34 题 中 .) 

假定 # 是 单位 各 上 从 {1, 0) 
到 卫 点 的 一 段 弧 的 长 讼 ， 则 这 自 
强 为 单位 圆周 总 长 底 2r 的 z/2r. 
令 3 表 示 如 图 8 所 示 的 “扇形 ”; 
由 单位 圆 , 水 平 轴 以 及 通过 (0， 
人 0) 和 也 的 射线 围 成 ，5S 的 面积 应 
是 单位 圆 面积 的 */2x 倍 , 此 圆 的 
面积 是 x, 因此 8 的 面积 应 为 …. “图 3 
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2r “ 

项 以 我 们 能 通 把 cossw 和 sinz 定 
疼 为 确定 面积 为 /2 的 祯 形 的 点 
五 的 坐标 ， 

以 这 些 说 明 为 背 最 ， 即 可 开 
始 严 格 定义 国 数 sin 和 和 ecos， 第 一 
个 定 六 把 = 与 单位 加 的 面积 等 同 
起 来 一 一 更 顽 切 些 ， 将 x 定 为 图 9 
半 疗 面积 的 两 售 ( 图 9)， 

定义 


fiom vi 


-2-[, ~ 1—xidr. 


(这 个 定义 并 不 是 为 了 装饰 ， 要 给 三 角 函 数 下 定义 ,首先 要 在 
0<szsSr 的 范围 内 定义 sinz 和 coszx.) 

第 二 个 定义 是 对 于 一 1<e<1l 扒 述 一 下 由 单位 网 ， 水 平 轴 和 
通过 (z, MI 二 Y) 的 射线 所 围 成 的 遍 形 面积 4(2、 如 果 0 所 x 所 1 
这 块 面积 可 以 用 一 个 三 角形 的 面积 与 单位 图 下 的 一 个 区 域 的 面积 
之 和 表示 (图 10); 


Tm 1 
2 人 二 +| 1 


A, (sv I 
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et LE 


同一 公式 对 一 1 和 xz 委 0 也 适用 ， 此 时 (图 11)， 
ae 一 类 
2 
这 一 项 是 负 的 , 它 表示 要 从 
| we at 
中 减 去 的 三 角形 的 面积 
定义 
车 一 过节 < | 


册 hs)= e+) TI 和 


注意 : 若 一 1<z<1， 则 4 在 是 可 微 的 ， 且 (用 微 积 分 基本 
定理 ) 


4G= 引 二 2 了 + 到- 1 
_1 AR 加 


1 一 2 
“21 -VI 到? 


2 0 一 1 
I DT 
也 可 看 到 (图 12): 在 区 间 [ 一 4, 1] 上 , 函数 4 从 


-_ Cons ains) 


OO 


1 
A(—D=0+| Miral= 子 


递减 到 A(1) 二 0， 这 可 直接 从 4 的 定义 得 出 ， 也 可 从 其 微分 在 
《一 1,1) 上 是 负 值 这 一 事实 得 出 . 

对 于 04 所 Xx， 我 们 荐 望 把 siaz 和 sosg 定 六 为 单位 圆 上 点 
P= (ecosz sin) 的 坐标 ， 由 卫 祖 定 的 户 形 面积 为 2/2( 图 13)， 换 


-二 
再 过: 


定义 
车 0<z<m 则 cos 是 在 [二 1, 1] 内 使 
| Atcosm) 二 之 
名 
的 唯一 的 数 ; 而 


sint—=~/1— {cost)?, 


这 个 定义 实际 上 只 需要 刀 句 话 即 可 说 明基 合理 性 ， 为 了 要 知 
道 确 有 满足 4(9) =w/2 的 数 , 我 们 利用 京 实 : 4 是 连续 的 , 4 取 和 到 
乙 0 和 r/2， 要 使 我 们 的 初步 定义 成 为 准确 的 ， 那 么 这 样 没有 明 
说 地 应 用 介 值 定理 是 个 关键 ， 我 们 将 定义 必 出 并 说 明 后 ， 现 在 就 
可 以 马 速 向 前 进展 . 
定理 1 如 果 0<z 过 x, 则 
cos'(w) = — sing, 
sin (we) = eosw. 
证 明 设 B8=24, 则 定义 4(eosx) =w/2 可 写 为 
Bi{lcoss) 一 好 
换言之 , cos 正 好 是 互 的 反 轴 数 ， 我 们 已 经 算出 
， 1 
4 0 ai 
由 北 得 出 
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因此 


出 了 于 


我 们 又 得 到 


由 于 


B (=— 


cos' (%) 一 (B- 1)' (2) 


1 
BOB)) 
1 


= 
一 Ai 一 [io 下 
一 一 /1 一 (cosg)2 


一 一 Sin， 


sint=~/1— (eos%)? 


—2c0sw: cos' (x) 
~ (Coos 
_ Coswsinvw 
Sin 


sin' (x) = 地 : 


一 08, 


定理 1 包含 的 内 容 可 用 来 绘 sin 和 oos 在 区 间 [0,z] 上 的 草图 


cos' {xz) 一 一 sinw<0, 0 一 xz<r， 


函数 cos 从 cos0=1 到 cosw = 一 1 是 递 降 的 (图 14). 于 是 在 [0, x] 


内 有 唯一 的 # 使 coay 一 0， 要 求 
四 注意 cos 的 定义 ， 


凡人 eos2) 一 到 ， 


意味 着 


= 
A(OD = 
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所 以 ， 
y=2| VIFat. 


容易 看 出 
| ve | vIn, 
因此 也 可 写作 
z=| VI-ndt=7. 
现在 我 们 有 


>0, 0<w< 地 
sin'{(x) = cosx 
<0， 和 /12<<2<<r， 


所 以 sin 在 [0，r/2] 上 从 sin0=0 递 增 至 sinx/2=1， 钛 后 在 
[x /2, x] 上 递减 至 sinx=0( 图 15), 


不 在 [0, z] 内 了 肝 ，sing 和 ” Sn 
cast 的 值 通 过 下 面 两 训 江 容易 
确定 ; 2 


《1) 车 天 Srs2r, 则 图 15 
sinz= — sin (9 -全 )， 
ot = tos (27 —X). 


图 16 表示 siag 和 cosw 在 [0, 2x5] 上 的 图 形 , 


* 了 


i tere ee me et 


(2) 洲 了 一 2 十 g， 共 中 居 为 基 一 整数 ,而 在 [0, 2z] 内, 则 
sinw= sinxw', 
| COST= COsL' 
图 17 表示 定义 在 整个 R 上 的 sin 和 tos 的 图 形 . 
把 sin 和 cos 函数 扩充 到 用 后 ， 我 们 必须 检验 一 下 这 些 靖 数 
基本 性 质 仍 旧 成 立 ， 这 在 大 多 数 情 况 下 很 容易 ， 例 如 , 显然 等 式 
sin2w 十 e092% 一 1 


对 所 有 2 都 成 立 ， 若 ?不 是 4+ 的 倍数, 也 不 难 证 明 


dr 一 2 0 2x 4 
| 
tb) 
图 17 
sin(T)= cosr, 
cos(T)= 一 sin%. 
例如 , 若 z<z<2m, 则 
sin%=— sin (2x — 7), 
因此 . | . 
‘sin(2)— — sin'(2x—2). (—1) 
= cos (2 一 化 ) 
= cos, : 
车 z 是 的 倍数 ， 则 要 点 技巧 ， 具 需要 应 用 第 十 一 竟 定 埋 7 即 可 
推 听 这 个 公 趟 在 此 情况 下 也 是 正确 的 . 


$6 


1 


共 他 标准 的 三 角 函 数 可 毫 无 困难 地 给 出 ， 我 们 定义 


(esp 


eos 


这 些 函 数 图 形 如 图 18 所 示 、 下 一 个 定理 要 把 这 些 函 数 的 导 
数列 出 来 ， 由 此 你 可 深信 这 些 图 形 的 一 般 特征 无 误 . 《因为 这 些 结 
果 随 时 都 可 重新 推导 出 来 , 故 无 须 记 住 定理 的 叙述 . ) 


| 

] cot | [ 

i | | 

1 1 [_ 

二 一 Ht + > 
i TT 2 

t 和 2411 ] 

! 1 | 

1 1 
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图 18 
定理 2 车 x 半 kr 十 x /2, 则 
360 (7) = secs tane, 
tan'(z)= seciw, 
若 + 二 x, 则 


CSC YLY) 一 一 580 1 Cot 
coUL)= —ts0r, 
证 明 ” 留 给 读者 (直接 计算 ). 
反 三 角 芳 数 也 是 容易 微分 的 ， 三 角 阔 数 不 是 一 一 的 ， 因 此 首 
先 要 把 它们 限制 到 适当 的 区 间 。 可 能 得 到 的 最 大 长 度 是 x"， 通 常 
选 银 的 区 间 是 (图 19) 
[一 r/2, 闻 /2] 对 于 sin， 
£0, zx] 对 于 co0s， 
(一 x /2,x/2) 对 于 tan， 


二 一 一 一 一 一 一 


图 1 
《其 他 三 角 畏 数 的 反 函 数 不 常 用 , 收 在 此 不 讨论 了 .】) 
国 煞 jz)= sinz( 一 和 /2<YSr1/2) 的 道 用 are sin (图 20) 夫 
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a iii < 一 


示 ; arcsin 的 定义 域 是 [一 1 1]， 因 为 aresin 不 是 sin ( 它 不 是 一 
一 的 》 的 赣 ， 而 是 限制 了 的 函数 } 的 道 , 所 以 避免 使 用 记 导 sin 
sin 的 另 一 缺点 是 会 被 解释 为 1/ sinw， 
国 独 
q(t)= coss, 0 和 二 
的 赣 用 arccos (图 21) 表示 ; arec 698 的 定义 域 是 [一 1 1]. 


国 数 
RD 一 tangy， 一 下 /12<Y<TA1 
的 道 用 arctan {图 22) 表示 ;aretan 是 在 整个 长 上 都 一 一 ， 而 且 是 
在 界 的 可 微 范 数 的 最 简单 例子 之 一 ， 


图 22 


反 三 角 函 数 的 导数 意外 的 简单 ， 它 根本 不 全 三 角 函 数 ， 求 导 
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数 是 一 件 简 单 事 , 但 要 把 它们 用 适当 形式 表示 , 还 须要 简化 如 同 
Cosfarcsin 和 y)， 
sec (arctanz) 
这 样 的 式 子 . 
一 张 简 图 是 记 住 正 确 简化 的 最 好 方法 ， 例 如 , 图 23 表示 一 个 
有 向 角 ， 它 的 正弦 是 一 于 是 上 比 角 是 (arc sinx) 弧度 的 一 个 角 ; 
于 是 , cos arc sinw) 是 马 一 边 的 长 , 即 ~ 人 1 一 ,但 在 证 明 下 一 个 定 
理 时 , 我 们 不 用 这 种 图 ， 
定理 3 车 一 1<<x<<1, 则 


。 | 1 | 
arc sin (2+) = . i 
are cop(z) = 
此 外 , 对 所 有 我们 有 图 23 
arctan'(z) 一 1 


证 明 aresin'(z2)= (ff-D'(ry 


_ 1 . 

了 (Yaz 

= 1 
sin’ {Care sin%) 


1 
eos Carc sipgy) 


鬼 然 
[sinCare sing)]: + Leos(arec sing) ]’ = 1, 


x [eos(arcsinr)]: = 1 


Cos(ard sinw)}=~v 1 —x?, 


EH 


《由 于 are sint 在 [一 x/2, x/2j 内 , 故 eoafate sinz) 半 0, 因 而 平方 
根 取 正 值 . ) 第 一 个 公式 得 到 证 明 ， 
第 二 个 公式 已 经 证 明 过 (在 定理 并 的 证 明 中 )， 也 可 以 仿效 第 
一 个 公式 的 情形 去 证 明 , 若 出 现 困难 ， 就 是 一 个 有 价值 的 练习。 第 
三 个 公式 的 证 明 如 下 . 
arctan (+)= (Hh 1) (7) 


-1 . 
(hi(z)) 

= 1 .. 
tan (arctan} 


gec? (arctanzy)” 
用 cos*5 除 等 式 


sinsg 二 costg= 1 


两 边 得 
tah28 十 1 一 seczd。 
出 此 得 到 
[tan {arctan2)]* +1= see: (arctanw), 
或 


2 二 1]= sec?(Carctang), 
这 就 证 明了 第 三 个 公式 ， 
公式 sin'《z) 一 sosz 的 传统 证 站 《与 此 处 所 证 完 爹 不同) 概述 
于 习题 26， 这 个 证 明 依 党 先 建立 极限 


， sin& 1 


i im 


和 “和 角 公 式 ” 
sin (他 十 加 = sinrcosy+ cosarsingy,. 
栈 然 已 经 知道 了 sin 和 cos 的 导数 ， 那 末 这 两 个 公式 就 很 容易 导 
+ 9 


出 ， 第 一 个 正好 是 特例 sin'(0) = cos(0), 第 二 个 依 千 函 数 sin 和 
cos 的 一 个 优美 特征 ， 要 想 推导 这 个 结果 , 需要 一 个 引 理 ， 其 证 明 
包含 一 种 聪明 技巧 更 直接 的 证 明 将 在 第 四 部 入 提供， 
引 理 ” 设 了 处 处 有 二 阶 导数 且 
f+f=0, 
- f(0)=0, 
. 六 (0) =0. 
则 f=0. 
证 明 ”把 第 一 个 方程 的 两 边 乘 以 产 得 
ff 十 六 =0. 
于 是 
[CON =207 7 +f)=0, 
所 以 人 十 产 是 一 个 常 值 国 数 ， 导 f(0) 一 0 和 (0) 一 0 得 知 此 
常数 是 0; 因 此 
[LACZ)+[fC2)? 二 0， 对 于 所 有 4. 
由 此 推出 
fz)=0 对 于 所 有 x, 
定理 4 证 了 处 处 有 二 阶 导数 且 
fF +f=0, 
f10)=a, 
f'(0)=5, 
则 
于 一 五 sin 十 妇 *cos， 
(特别 是 ,车 F(O) 一 0 且 f(0) 一 1 则 f=sin; 若 fo)=1 旦 六 (0) 
一 路 则 了 一 eos.) 
证 明 令 . 
: g(7)=17)— bsinr—acosr. 
。370 。 


ea tr dd pi a i 


出 | 1 
Fr) = (1)—beosw tasing, 
q(t)="(2) + bsinr tacosr, 


所 以 
9 十 9 一 必 
9(0) 一 0， 
9 (0 一 小 


OO=47)= (7)— bsing— Geosz, 对 所 有 z. 
定理 5 若 * 和 yg 为 任意 两 个 数 , 则 
: sin (多 十 加 == singeosgt costsing, 
cos (T+) = costeosg— sinwsing. 
证 明 ”对 任何 特定 数 y 可 由 
f(r) = sin(z +y) 
定义 一 个 函数 了 则 有 
了 (z7 一 cos (z+), 
六 (2)= 一 sin (人 2 十 的 ， 


于 是 ， 
f+f=0 
f{0) = siny, 
f'(0) = cosy, 
从 定理 4 可 得 出 
f= (cosy) sin 《sin 的 +*COss 
即 


sin (7 十 扩 二 cosysing 十 sinycos%， 对 于 所 及 
因为 一 开始 就 可 以 选取 9 为 任何 数 ， 因 此 就 证 明了 第 一 个 公式 对 
于 所 有 z 和 3# 都 成 立 . 

。37T 。 


a et ac ta 
pp oor an ci 


第 二 个 公 式 以 同 蔡 证明， 
作为 本 章 结 束 语 和 第 十 七 章 的 序言 ， 我 们 提出 另 一 个 定义 阶 
数 sin 的 方法 ， 由 于 


aresin'(z) = 一 T<T<1， 
从 微 积分 第 二 基本 定理 得 出 
ng arooinn rosin0 | 
arc sinw= arc sin% resin0=| Tsdt. 


这 个 方程 可 以 性 为 aresin 的 定义 ， 由 此 立即 可 得 


Aare sin'(z) =~A 
于 是 国 数 sin 就 可 定义 汐 (are sin)"!， 而 且 反 铺 数 的 导数 公式 
表明 

sin (zr}= 1— sin, 
它 可 以 定义 为 rosz， 结 果 可 证 明 4(cosz) =x/2,， 发 展 到 最 后 , 重 
新 获得 我 们 在 本 章 中 由 之 出 发 的 那个 定 多 而 许多 东西 能 够 讲 得 
更 快 ， 下 定义 前 完全 无 须 启发 ) 这 些 定义 的 合理 性 对 作者 而 言 是 
熟知 的 , 但 对 学 生 而 言 井 非 如 此 , 对 于 他 们 那 是 有 意 安排 的 ! 然 而 ， 
正如 在 第 十 七 章 我 们 将 看 到 , 这 种 途径 有 时 确实 十 分 合理 ， 


习 题 

1， 投 分 下 列 各 函数 . 

(i) 不 了) 一 aretanfarctanftarctanz7]， 

(iy A(z)= are sin (aretan (arc cogx) }, 

iii f(s)=arctanttanrarctanz), 

os 1 

Gv) fouesin (Fr) 
2， 用 罗 必 塔 靶 骨 求 下 列 各 极限 ; 

Ci) lm + 


5772， 


1 一 :| 
《ii) Tim s+ 
二 哆 ] 耕 
一 2 
(ii limeess 一 3 十 区 他， ， 
本 2 
dv) Bm elt /2 
了 了 中 3 
一 4 3 
Lv) Lim ne T+r 


3 
二 中 作 下 


,.、,，『1 hs) 
(Yi lim TT Snr 


3， 设 
Sinz 
to 
1, z=0, 
{a) 求 牛 C0). 
tb) 求 (0)。 


在 此 处 你 几乎 必须 用 男 必 塔 法 则 ， 但 到 第 二 十 三 章 我 们 不 我 什么 
功夫 诛 能 求 出 了 (0)， 
4. 给 出 下 列 函 数 的 图 形 ， 

(a) fr) = sin27x, . . 

(bj fz)= sin (x). (只 用 sin 的 图 形 就 可 以 作出 相当 不 错 的 草图 ， 实 
际 上 ,本 题 只 去 求 你 想 得 单纯 一 些 ,因为 确定 导数 站 (2) 二 cos (z2)， 
2z 的 符号 并 不 比 直接 确定 的 性 态 容 易 ， 表 示 下 (7) 的 式 子 指出 
了 一 个 重要 事实 , 但 基 由 于 了 是 偶 函 数 , 六 (0) =0 一 定 是 对 的 , 布 
且 在 你 的 图 上 , 这 也 会 很 清楚 . ) 

《ce) 大 2) 一 smnz 二 sin32z，( 首 先 在 同一 组 坐标 轴 上 ，z 从 0 到 2x， 仔 
细 绘 出 g(t) = sinz 和 史 z)= sin2z 的 图 形 , 并 推测 它们 的 和 是 件 
么 样子 ， 这 也 许 是 有 益 的 ， 通 过 考虑 了 的 导数 ， 你 很 容易 求 出 在 
[50,2x] 上 下 有 多 少 临 界 点 ， 然 后 通过 求 出 在 这 每 一 个 点 了 的 符 
号 ,可 以 确定 这 些 临 界 点 的 性 质 ; 给 出 草图 也许 对 解答 有 所 启发 , ) 

td) 有 2) 一 tang 一 w。《{ 先 确定 了 在 (一 x/2, /2) 内 的 性 态 。 除 去 平 秘 
了 -定量 之 外 ,了 在 所 有 区 间 (x 一 xt/2，kx 十 x/2) 内 的 图 形 看 起 
来 都 一 样 ， 为 什么 人， 

《e) f(z) 一 finx 一 x*，( 第 十 一 章 附 录 中 的 材料 对 这 个 函数 特别 有 和 帮 
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i re -一 一 ww 一- 一 


‘fy 
tn < 
i, ~*=D. 
{(d) 题 能 使 你 近 似 地 确定 六 的 等 点 位 于 何 处 。 注 意 了 是 偶 函 数 
卫 在 点 0 连续 ; 也 要 考虑 = 根 大 时 了 的 大小, ) 
5， 证 明 eos 的 和 角 公 式 . 
.ta) 由 sin 和 cog 的 和 前 翁 式 导出 sin2x, co824, sin 3z 和 cos34 的 公式 . 
《Db) 利 用 这 和 些 公式 求 出 下 列 三 角 函 数值 (在 初等 三 角 中 通常 是 由 几何 的 


方法 导出 的 ): 
si 节 = cos 于 = 必 ， 
tan 械 一 
a 
oT = 


7，{a) 证 明 4sin (x 十 B) 对 子 适 当 的 4 和 名 可 以 写成 #5inz 十 8cosx, (站 
章 中 的 一 个 定理 提 殿 了 茶 短 的 证 明 ,你 应 能 算出 a 和 名 的 信 .》 
fb) 反之 , 给 定 @ 和 5， 试 求 数 4 和 五 使 fsiny 十 heosz 一 点 Sin (十 本 
对 所 有 ?+ 都 成 立 . 
{c) 利用 (tb) 绽开 rz 一 3 sinz 二 oosg 的 图 形 . 
#，{a) 证 明 


tanx tan# 
1— tanztany 


其 中 如 将 和 zw 十 # 根 定 不 具有 Ex 十 xr 访 的 形 趟 ，{ 利 用 sin 和 和 
eos 的 和 和 朋 公 式 .) 
(Pb) 证 明 


4an(w 二 拉 二 


站 十 闻 ， 
1~—zxy/" 


指出 需 对 x 和 加 的 限制 ， 提 东 : 在 (a) 中 将 z 换 为 arctanz， 而 
.#9 换 为 arctany. 
37 


arctanz 十 arptany 一 arotan( 


9， 证 明 | | 

arc sin a are sin 8 usin (eV TF FB V6, 
指出 对 < 和 及 需 加 的 限制 .… 

20， 证 明善 坟 和 为 任意 数 , 则 


Sin me sinng = [008 (mt 008 (各 十 各 地] 


sinymzcosnxz 一 二 [ Si (可 十 入} 几 十 in (79 一 车) 个 ]， 


casynxeosnx 一 [cos (mT + Cos Cm—ny 2]. 


11. 证 其 , 车 加 和 % 为 让 然 数 , 则 


认 _ 四 
{ Sin hx sin nxdx = :| 
~ 五 ， 王 一 扼 ， 


DO， 裕 舌 烙 


人 cogmzcosnzdz 一 全 
开 裕 二 外， 
『 Sin mroeogwrdr = 0. 
x : 


这 些 关 系 在 传 里 时 级 数理 论 中 特别 重要 虽然 这 个 题目 只 在 建议 读物 
中 攻 得 到 认真 的 注意 , 但 下 面 一 个 习 是 对 它们 的 重要 性 有 所 提示 
| ,12，(a) 车 了 在 [一 可 上 可 积 , 证 可 


全 Grey 一 aoosnmeaz 
的 最 小 俏 在 。 “ .. -. 
a= 二 人 fCX)Cosnras 
时 达到 ; 而 | 
{f(x) asinar): ds 
的 最 小 信和 则 当 
ec 一 二 全 f(r)sinnzar 
时 达到 ，{ 在 每 种 情形 中 ， 将 oa 提出 积分 号 ,得 到 一 个 & 的 二 次 
式 .) 
tb) 定义 
» 3X5 


co 一 | f(s)ooenzdr, n=0, 1 2 


b= fs)sinnads, nl,2,3, 
J 


证 明 , 若 ce 和 为 任意 数 , 则 


『 (rp- 谷 + 三 wonr+ dnsinnz|) we 
-| fara(s + Doe.+ bd ) 


mn 
tt ) 


站 =] 


-| cola- (全 + 立 a + 六) 


Bel 


+r((- 污 -- 和 5 和 oo 他 一 5? 


从 而 证 明 第 一 个 积分 当 而 亚 硬 和 太一 而 时 最 本 ， 换 言 之， 在 函数 
Su[) 一 Binpz 和 enqfI) 一 cosnr(1<n<<N) 的 所 有 “线性 组 合 " 中 ， 
特定 函数 


9(z) = 学 + Sancoenz+ bn sin pw 


其 到 站 
在 [一 x, x] 上 与 了 最 相 吻 合 ” 
13. 将 sinz 十 siny 和 coex 十 cos# 屁 为 三 角 函 数 乘积 的 公式 、 提 示 :; 先 对 
Sin (4 十 2 十 Sin(e 一 起 求 一 个 公式 ， 这 样 杖 有 何 好 处 * 
14. (a) 由 cos2z 的 公式 出 发 , 导出 smsx 和 cos?z 用 cos2z 表示 的 公式 。 


(b) 对 于 dre 证 明 


oon =V Hs 和 sn yi cos 


(e) 利用 (a) 求 | “sintwdz 和 | cog: rds. 
| * 
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Tr A i re a 一， 


17. 


18. 


19. 


20. 


21, 


22, 


23, 
24. 


*26, 


试 求 Sin tarctanw) 和 cos (aretanw) 的 不 包含 三 角 函 束 的 表述 式 , 所- 
示 : 二 aretanzw 移 王 说 x 一 tang= giny/co8y 一 siny/~v 人 一 m7# 

车 z=tang/2, 试 特 sng 和 cosu 用 yy 表示 (利用 第 15 题 ; 管 案 是 很 
向 单 的 表达 式 .) 


(a) 证 明 sin{* 十 于)= cosz 《我 们 给 出 的 sm 和 eos 的 图 形似 乎 一 直 


就 是 这 样 , ) 
{bY aresin (003) 和 areeoe (9in#) 是 和 什么? 


(a) 来 | i 1 于 Td 提示 :答案 不 是 45。 


人 ) 求 | 二 环宇 < 


ee 
ta) 定义 国 数 9n ”和 008 ”为 加“ 人) 一 Sn (xz/180) 和 co8 7 (77 一 
Cot wa/ 180). 求 (sin"Y 和 (co8")' 用 函数 gin“ 和 coe "表示 能 式 子 . 


{by 求 lim “和 limzsin ‘二. 


证 明寺 子音 位 国 上 的 入 点 , 至 少 有 一 个 {因而 有 无 穷 儿 个 )8， 使 它 天 

示 为 {co89, sin 介 的 形式 ， 

(a) 证 明王 基 sim 在 其 上 一 一 的 区 癌 的 最 大 可 能 长 度 ， 且 这 种 区 间 必 
有 加 {25r 一 天 2 2 十 下 2) 的 形式 ， 

Cb) 由 设 对 于 Gkx 一 x/2，2Ex 十 x/2) 内 的 zs 我 们 令 g(7)= sinz. 
(90 等 于 什么 * 

设 并?)= seezf0sSz<r)， 求 庆 :! 的 定义 域 并 给 它 的 草图 ， 

证 明 对 于 所 有 不 同 的 数 z 和 有 |sinz 一 giny| 二 |* 一 站 ， 提 示 : 用 去 

代 赫 一 的 同样 命 厌 , 是 一 个 熟知 的 定理 的 直接 推论 ; 然后 简单 的 补充 考 

盛 使 妇 可 换 为 一 . 

预言 


lim| fs)sin Azde 
的 信和 是 对 观察 能 力 的 极 好 检验 ，F 为 过 续 函数 时 景 易于 观察 ， 世 是 一 


且 你 对 证 明 这 个 极限 有 了 正确 想法 ， 则 对 任意 可 积 的 函数 很 易 建 立 这 
个 极限 。 


* I77 0 


26. 


27., 


《a) 省 过 准确 计算 积分 , 证 明 Jim| sin Azdz 一 0. 

cb) 证 明 游 5 为 [#， 杂 上 的 阶梯 国 数 (此 名词 出 自习 是 十 三 ，17Y， 则 
lim| a(zJ8m hzgz 一 人 

tc) 最 后 , 利用 习 征 十 三 , 17 证 明 ， 对 于 芷 意 在 [e， 杂 上 可 积 的 国 数 了 
都 有 有 lim flz) sin Axds =0. 


这 个 结果 就 象 第 11 题 一 样 , 在 傅 里 叶 级 数理 论 中 起 重要 提 用 ; 它 
称 为 黎 曼 - 勒 贝 格 引 理 . 本 
本 慎 略 述 了 三 角 函 数 的 经 典 的 处 理 ， 图 24 中 国际 影 的 岛 形 面积 是 
EE 


(a) 通过 党 才 三 角形 048 和 00B 证 明 , 车 0<%< 子 , 则 


Cb) 推断 
cosr 一 mx 一 1 
并 
并 人 证明 
Hr 
{c) 利 甩 此 极限 求 . 图 24 
Tim 一 cas 
Cd) 利用 (0 和 (0), 以 及 sn 的 和 角 公 式 ,由 导数 定义 出 发 求 8in 5》, 


在 正文 中 还 简短 地 提 到 过 另 一 讲述 三 角 函 数 的 途径 一 由 用 积分 来 定 
义 反 三 角 函 数 出 发 ， 从 aretan 开始 比较 方便 (因为 此 函 远 对 所 有 有 
定义 )， 做 此 题 时 假定 你 从 玉 听 说 过 三 角 函 数 ， 


(aj 令 a (2) 一 | (1+4) -Igt. 证 明 如 是 奇 函数 且 弟 增 以 及 Uma(z) 
和 1lim_a(z) 都 存在 , 二 者 互 为 反 导 . 如果 我 们 定义 一 lima(z)， 


划 ee-! 定 义 在 (一 x /2, zx/2) 上, .. 
{b) 证 明 (a 中 105)=1 十 [a- 必 2 


”378， 


29. 


{c) 对 于 六 竺 /2 或 一 zr/2 的 X=Kx 十 z', 定 郊 tanz= 一 afg)， 按 其 
对 不 种 于 Ex 十 rr/12 或 rr 一 #2 航 x 定义 cogrf 一 1 1 十 tanz、 
忆 及 cog{bx 士 X12) = 二 作 先 证 闭 Cos'(2) 二 一 tanxcosz, 然后 证 明 
对 所 有 了 有 co8*(7) 一 一 eosx. 


， 著 我 们 乐于 假定 某 些微 分 方程 有 解 ， 则 还 能 有 另 一 研究 三 角 函 数 的 途 


径 ， 实 际 上 , 假设 存在 基 个 不 总 是 0 的 钱 烤 各 满足 六 十 加 一 0. 
(a) 证 了 朋 所 十 (96)* 是 党 数 , 并 由 比 推断 或 者 ”一 
oO 天 0 或 者 及 (的 天 四 

(b) 证 明 存 在 函数 8s 满足 a 十 s 二 0， 以 及 s(0) =0 和 (0) 一 1.， 提 

示 ; 以 形式 为 ago 十 3 部 的 钮 数 试 代 8 
”车 我 们 定义 sin =s 和 cog 一 #'， 划 儿 乎 关于 三 角子 数 的 所 有 事实 

都 或 为 明显 的 了 。 只 有 一 件 事 需要 下 点 劲 夫 ， 即 怎样 引出 数 
fr 最 好 是 利用 第 十 一 齐 附 录 的 一 个 习题 . 


. 《ce) 利用 第 十 一 章 附 录 的 第 6 题 还 明 .cosx. 对 所 有 >0 的 值 不 可 能 都 


是 正 移 ， 因而 在 在 一 个 使 co8z。=0 的 最 小 的 mo 小 于 是 我 们 可 
以 定义 一 ZT0- i 


{d) 证 其 iin D1. {由 于 sin: 十 oos: 一 1， 我 们 有 yn 问题 


在 于 确定 为 守 必 sm zf/2 是 正 的 ,】 

(e) 求 cosm, Sinx, cog2x 和 sin27， 《自然 你 可 以 用 任何 一 个 有 和 角 公 
式 , 因为 一 旦 我 们 知道 sin' =- cog 和 cos 一 一 8im， 就 能 导出 这 些 
公式 . ) 

(全 证 明 aos 和 Sin 是 周期 为 2x 的 周期 国 数 ， 

{2} 在 定 父 证 的 公 部 工作 之 后 , 假 戎 发 现 sm 是 有 理 国 数 ， 这 将 使 大 蕉 
堪 ， 证 明 情 况 并 非 如 此 . 《sin 有 个 有 再 函数 不 可 能 有 的 简单 性 
质 .) 

{b) 证 sin 共 于 不 能 用 代 雪 各 定 多 为 多 喜 蚌 说 ， 不 存在 有 理 
函数 fo." 了 -4 舍得 对 所 有 % : 

(sin* 十 各-t(2)(Csin)ss 二 十 fatz) 一 0 
提示 : 证 明 包 二 人 ,于 是 sinz 可 第 3 为 因子 提出 ， 余 下 的 因子 为 由 
， 起 六 27 的 倍数 处 要 除外 + : 根 南 账 可 推出 对 所 有 它 为 0. 《为 和 
人 反 人 于 基 你 能 用 归纳 法 证 明 .. 
* 3F9« 


*30、 庶 %: 和 区 满足 


31. 


$+ =0, 
$+ = 0 
而 且 8: 
《a) 证 明 
一 一 (一 四) Bie=0. 
(b) 证 明 , 著 对 所 有 (9, 如 内 的 + 有 者 (2)>>0 和 有 (2 二 0 则 
fg’ $2—g $1>0. 
进而 推 其 
EB CD GoD — GB CO pt) — EBB) 6 0) $n 6 0 1>0. 
(c) 证 明 在 此 情况 下 , 不 可 能 有 %i(o) 一 (6) =0， 提 示 : 研究 外 (9 
和 内 (外 的 符号 . 
《dj 证 明 : 车 在 (0, 好 上 看 盖 08 志 0 或 各 二 0, 台 一 0 或 起 二 0, WA 
也 不 可 能 有 而 (o) 一 可 (一 0 《 斤 乎 不 用 额外 的 工作 就 能 作出 
此 题 . ) 
本 十 的 最 后 结果 可 以 陈述 如 下 ， 若 4 和 3 是 布 的 相 闻 的 两 个 车 
点 , 则 内 必 在 a, 了 间 某 处 有 一 登 点 ， 这 个 具有 稍 疝 一 般 的 形式 的 - 
结果 , 出 敌 斯 图 好 比较 定 更 。 必 为 特例 , 微分 方程 
0 
的 任意 解 在 正 水 平 轴 革 必 有 被 此 相 了 眶 不 超过 的 办 点 . 
证 明 , 车 sinx/2 取 0, 则 


1 sin(n+3) 
+ CD085 十 C0822 十 …… 十 CosHz 一 


ee 


2sin 亏 
本 是 到 这 一 步 是 数学 处 行 们 喜欢 的 ， 
用 归纳 法 的 证 明 , 依 闵 于 建立 公式 
1 4 
Si 站 十 一 |z BY| 天 十 一 - 
et + C08 (n+ Ds 2 
28in 2sin 了 


这 需要 在 恰当 的 地 方 反复 利用 和 角 公 式 ， 而 不 需 放 加 考 虚 .在 习题 
二 十 六 ，13 中 将 有 更 适当 的 推 宫 。 象 本章 习题 中 的 另外 两 个 结果 一 


* F380 » 


mt 


样 ， 这 个 衡 式 在 博 里 叶 级 数 的 研究 中 很 重要 ， 而 且 我 们 还 将 在 习题 
十 八 , 28 和 二 十 二 , 17 中 用 到 它 ， 
本 凑 剩 下 的 几 个 粳 目 对 强 长 的 有 闫 命定 帮 一 简章 介绍 , 还 将 说 明 如 何 用 
攻 长 来 定义 三 角 函 数 ， 
*32， 设 了 为 [4， 纪 上 的 连续 函数 ， 若 已 =={w …， 寺 是 [oa 的 的 一 个 划分 ， 
定义 


拍 
tH PD DDT fF) 


i=l 

数 12(f， 也 ) 表 示 内 接 于 于 的 图 形 的 折线 的 长 度 (图 25)， 我 们 定义 了 
在 [4 8 上 的 长 座 为 对 于 所 有 划分 了 的 所 有 i (fj， 卫 ) 的 最 小 上 界 (假如 
所 有 这 样 的 1(f, 了 ) 构 饿 的 集 是 上 有 办 的 )， 


时 要 和 .和 


. 图 25 
(a) 若 f 是 [am 的 上 的 线性 函数 , 证 明 的 长 度 是 (aa 了 Co) 到 (iD)) 
的 臣 离 ， 
(b) 若 了 不 基线 性 函数 ， 证 明 吉 一 个 [ea, 了] 的 划分 户 = {a, t+, 从 ， 使 得 
已 大 于 (0 了) 到 (6, 了 (0)) 的 距离 ，( 你 需 用 习题 由, 8. ) 
《ce) 推断 在 所 有 [e, 的 上 的 满足 天 人 一 和 于 (5 一 在 的 国 数 中 , 线性 国 
数 的 长 座 小 于 其 他 任何 函数 的 长 诬 . (或 , 用 习惯 上 的 但 实在 含 轿 
的 说 法 : “直线 是 两 点 冰 的 晤 短 虐 离 . ”) 
*33，(a) 假设 交 在 [ae 5 上 有 界 . 若是 [5 的 任意 划分 ,证 明 
了 工 (IT 十 人 TD PU (DD?, P). 
提示 : 利用 中 值 定理 ， 
(by 为 性 各 各 DTECw 1 十 (站 于 sup 人 人 了 )}? 《这 很 容易 ,) 
《ce) 然后 证 阴 snp 全 ， 卫 inf 0 v4 (P)z PP， 井 由 此 证 明 ， 
+ 381 » 


ra ri 


*34， 


着 Vip? 在 [eb] 可 积 ， 基 f 在 Eo 5] 上 的 长 座 谣 四 
VIT0T7， 提 未: 只 须 证 明 , 车 P 和 了 ”是 任意 两 个 划分 , 则 


i pr) 0 (VITPY, 了 ?*) 即 可 ， 着 己 包 含 P 和 P+ 二 者 的 
也有 点 .2 户 ) 与 Lf PP} 相 比如 倍 ? . 
设 Az) 一 1 一 好 (对 于 一 1 志 # 二 1)， 定 久 器 (x) 为 下 在 [z， 11 上 的 长 
(al 证 明 


实际 上 是 外 吉 权 和 F 四 ， 17 所 定义 的 广义 各 分, ba 
fb) 证 明 对 于 一 1 之 #2 六 ]， - 
(7)= -7 站 
定之 为 时 记 让 TF 0 定义 cos 为 经 (008) 二 x， 并 
定 区 sinz=v1 一 05:%， 证明 对 于 zg 过 训 ， 008"(z)—— sinz 和 . 


Sin (TF) = COS, 


《CC 


—— 


1 


ritiy | 
1 _. 
1+ (tanrarelans)? 


(we rarctan x 十 + 
fi) oo. : 
(iliy O. 
tw 


. {a2) Sh2r= Sin (z+) = gngco8s cosrsins= ?8in zoosT, 


COS27 = COB — Snhz=2c08tr—1=1—28niz. 
sin37 = Sin (2 7) = sin 2rc08x + cos2z in 
=28neo08!r + (cor — sin 2x) sinz 


-$8inNro0as— ins, . 


* 382* 


Te 


tosdr= 008 (38 十 的 一 0082xcosz 一 Bin2rsiny 
一 (00827 一 Snir) C0084— 2 3in ?BOS 芳 
CB:7— SNnmoo8r —29InN:%c08% 
=o08r— 3 Hn?roo8r 
=4009T—3009T，-. 


tb) 因为 O08 0 和 
一 58s 工 一 + 一 zeogi 下 一 
0=008 COB2 2008 1, 


我 们 有 cos 卫 一 2， 内 于 sp 工 >0 和 sin* 十 cost 一 1, 喜 得 sin 子 


2, 以 及 tan 于 一 1 状 世 地 ， 


由 于 cosx16 半 0 各 
一 区 一 3 区 一 3 了 TT 
人 C083 cos3 下 4c08 下 30208 有 ， 
我 们 有 cos 过 一 >5 芋 由 于 si 到 >>0 故 由 此 得 
一 一 一 一 一 1 
sin 可 一 Vi 一 VS733 = 可 
8. {a) 
Sin (十 芒 
os {7 十 办 
_ Nn zoo8 y+ COSI gin yy 
cogxco8y— Sin wesiny 


tantw 二 内 一 


Gin zeooea | COSX Sin¥ 
_ Cogxoosy COSToONY 
. coaxcogy Sinzsiny 

COSXO09Y COSLCORY 
_ tanz+ tany 
1—tanzriany’ 


(b) 由 (我们 有 


tan(arctanzt+ arctan) = tan{arctanz) + tan (nretany) 


I—1tan(aretanr} tan Carciany) 
T+# 
Fee 
二 了 8 了 


当 nretanz， aretany 和 aetanY 十 arc 协 ny 寺 必 T 十 玫 了 时 成 立 , 因为 
一 邢 13<aretantz arotangy<zr3, 故 除去 aretanz 十 aretafs 一 土工/ 
【这 等 价 和 于 2 一 二 时 之 外 这 来 件 总 能 请 是 ， 由 此 等 式 我 们 可 以 推 曾 


arctany 十 aretaty = aretan( FE 


1—#y 
到 aretanz 十 arctany 在 (一 x/2, 12 内 峙 成 立 , 只 要 zy 之 1 这 条 作 
总 对 ,( 若 #,# 交 0 而 且 拷 汪 1, 从 而 2retanz 十 Aaretany 汪 /12， 则 必 频 
在 此 式 帮 端 加 ,而 车 #9 三 0, 且 x9], 从 而 aretanz 十 arctang < 
一 /2, 则 应 减 r. ) 
10， 第 一 个 公式 由 下 列 等 式 的 第 一 个 三 去 第 二 个 导出 : 
OS (mo—n)s= 008 (mr—Rr) = CO mroos (— Ex) 一 SinynzSin (—nr) 
= C08MmzcoGnt| Bi tz Snir 
CoO8 (m+ ) Fe= COBMTOOS RT — Bin me Hin na, 
共 他 公式 以 网 站 导出 . 
11， 它 可 从 习题 10 得 出 , 若 吉 寺 3, 则 


| Sin mx sin nzdw= 坟 | [eo8 {tm—) 和 一 C08 (m+ 1) ld 


-1 ff 畦 {m—#) x _ sin (mt | 


2 入 一 四 拆 十 六 
-| 至 (mn}x _ Sin (m+n) zh 
巩 一 其 证 十 从 
一 0 


组 若 加 =#, 则 


| sinmxsin azdz 一 二 | [1 一 cos (m+) wldr 
_1 _ Sin (m+ n) x 
-3 Lk | 
,Sin(mtnyr |], 
[ Wi 3 ™ 
其 他 公式 类 此 证 明 ， 
14，(a) 已 知 
O8275 = COStr— BIN 
=1—2gin:x 
=2008?2—1, 
* 38 和。 


-13 


19. 


20, 


1 —0092+ 
2 EJ 

1 二 cos2x 

一 > 一 

(Cb) 这些 公式 可 由 (8) 担 到 ,因为 cosxw/2 诗 0 且 sinzrf2sz0( 由 于 0 志 z 声 
xi2), 


dn: r= 


COs: = 


{¢) 
| sin?adr—| 二 Se2zae 一 于 他 一 人 一 二 (sin26 一 sin2o)， 


站 cos>zdz 一 | Hg Td) 二 十 Csin25 一 sin2a)。 


自 
(a) aretanl—arctand= x/4, 
(Cb) limarctanz— arctan0= ni, 


EE 


.1 ， 1 , 
iirmyem- 一 一 Im 一 bnY 一 1 
EE 0* 省 

下 者 


180)- 80° "(=> 


Ca) (sin’) ‘5) ~ s( 


(oe (9)= 面 一 中 (入 )= 了 守 "(> 


180 180/ 180 
Kb) li Snr i Sn CTS/180) =lim-o .Sn (rz/130) _ x 
mr 六 190 这 571B 180° 
1f 。 "oli sin xx x 
An wn x 180 


人 


第 十 六 章 x 是 无 理 数 


这 一 偏离 本 书 主题 的 短 阐 ， 是 为 了 说 明 我 们 已 经 能 名 探讨 菜 
些 精 至 的 数学 问题 ， 整 个 一 章 就 是 给 出 = 是 无 理 数 的 一 个 初等 证 
明 ， 象 许多 深刻 的 定理 的 “初等 "证 明 一 样 ， 我 们 无 法 据 供 证 明 中 
许多 步 又 的 想法 ; 然而 ， 一 步 一 步 地 跟着 证 明 前 进 还 是 完全 办 得 
到 的 . 
在 证 明之 前 必须 进行 两 项 考察 ， 第 一 个 涉及 函数 
f(z) = 


它 显然 满足 
0<f (2) < 对 于 0<z<1. 


通过 考虑 实际 又 开 条 人 一 四 所 得 的 式 子 ， 揭 示 出 函数 和 的 一 个 
重要 性 质 . 此 式 = 的 需 的 最 低 次 数 为 3 而 最 高 次 为 2%, 于 是 是 下 
可 以 写成 形式 . : . 


i 


其 中 c; 是 整数 ， 很 清楚 由 此 式 有 

(0) =0， 车 hm 或 人 > 加 
其 次 

Jr(z)= 二 [le 十 含 zx 的 各 项 ] 


fr (z)= 志 [Cn 二 1)1eawi+ 售 4 的 各 项 ] 


fim (zx) = 二 [C2n) 1 cz 


RS 


了 (0 = en 
fe ‘0; = (RR 二 1) enti 


je (0) = (2n) (24— 1) en 二 1) eany 
这 里 各 式 右 端 都 是 整数 于 是 


JS?(0) 对 于 所 有 天 都 是 整数 ， 
由 关系 式 
fa(2)= fll —w) 
可 推出 
用 2 一 (一 1 1; 
从 而 


fi0(1) 对 于 所 有 石 也 是 整数 
是 无 理 数 的 证 明 需要 一 项 进一步 的 考察 : 着 a 是 任意 数 ， 且 
e>>0 则 对 于 充分 大 的 # 我 们 将 有 


全 一， 
nl 
要 证 明 这 一 点 ， 失 锯 注意 ， 如 果 #% 之 29, 则 
etl 1 


Tit 十 1 “Rl 2. 1 | 
现在 设 m6 是 满足 mo 世 24 的 任意 自然 数 , 则 不 论 什 


入 


oy* 
《80 DT 
可 能 等 于 多 少 ， 接 下 去 的 各 值 都 满足” 
mt) - 1 .a 
Otay i. 1 人 ret+1 1 1 py 
TS En 2 "Gol 
& - tk 了 me 


CT 全 (CT 
了 8 = 


浇 大 到 满足 一 <2” 则 


Ce 7 
《十 
Te 

这 基 所 要 求 的 结果 .做 了 这 些 著 察 ， 我 们 就 为 本 章 的 定理 作 好 
谁 备 , 

定理 1 7 是 无 理 数 ;事实 上 , x: 是 无 理 数 . (注意 , 由 是 
无 理 数 可 推出 是 无 于 数 ， 久 为 如 果 赤 是 有 理 数 ， 则 x? 一定 也 是 
有 有理数, 》 

证 明 假设 x? 是 有 理 数 , 则 


Xt! 二 


ln 


对 某 整 数 a 和 5 成 立 令 
(1) Oz)= Ba nf Cr) — a f(T) tr ENC) 
(Dr (7)]. 
广 意 每 一 个 因子 


bratn-ss— bn) on( 人 六 _ 


都 是 整数 。 因 为 了 C0) 和 后 :1 都 是 整数 , 这 就 证 明 
Go 各 1) 都 是 整数 . 
将 9 微分 两 次 得 
(2) G(r)=B" tar (a)— f+ 
fens), 
其 中 最 后 一 项 (一 1 了 ”2) 为 零 区 此 , 将 人 17 和 (22 相 加 给 出 
(3) FT) TG = ba = fz). 
现在 令 
H(I}=G (7)sinnr— mG ) eo0s xr, 
多 由 (3) ; :| 
=- 


Hr)=aG(r)eos nm + (rT)sinng— a (reos ns 
+ GCr)sin a 
= [O° Cr) mG sinng 
= Rf ) sin nx. 
由 微 积分 第 二 基本 定理 ， 
worfolz)sinazds=H(1)—H(O) 


0' (stnr— xG(1)eosr 
0 (0)sin0t+ rsG(0) cos0 


=x[GC1)+e(0)]. 

因 市 

直 oz)ysinzzdzy 是 一 整数 ， 
荔 一 方面 

0<fokz)<17a1， 对 于 0<x<1, 
于 是 

Oa fa )sin ne, 对 于 0<w< 1， 

所 以 


o<x| of ) sin rzdz<c To 
9 | ! 
这 一 段 推理 与 # 的 值 完 全 无 关 ， 现 在 设 站 是 够 大 , 则 
o<a| orfels)sin nndv< E01. 

但 这 是 芒 课 的， 因为 这 个 积分 是 一 个 整数 ,而 在 6 和 1 之 问 不 存在 
整数 .因而 我 们 开始 的 假设 一 定 不 正确 : x! 是 无 理 数 ， 目 

这 个 证 明 是 公认 不 可 思议 的 ; 也 许 最 不 可 思议 的 是 + 进入 汪 
明 的 方式 一 一 租 看 好 象 我 们 在 根 李 没 引 用 + 的 定义 的 情况 下 就 证 


明了 x 是 无 理 数 . 对 证 明 再 次 仔细 的 审查 表 胃 , 恰好 是 * 的 一 个 性 
* 389 。 


质 起 了 主要 作用 一 一 
in 一心 
其 证 明确 实 依赖 于 函数 sin 的 一 些 性 质 , 而 且 表 明 使 得 sinz=0 
的 最 小 正 数 是 无 理 数 ， 事实 上 ， 只 需要 用 到 sin 的 很 少儿 条 性 
质 , 即 
STE 一 C03, 
cos 一 一 8iny 
sin (0)=0, 
cos(0) =1, 
其 至 此 才 世 可 简 缩 ; 就 证 明 所 涉及 到 的 而 诗 ，¢o0s 正好 可 定义 为 
sin'*。 证 骨 中 所 要 用 到 的 sin 的 性 质 从 而 可 写成 
sin7 二 .sin = 人 0, : 
sin (0) =0, 
sin’ {0)=1. 
当然 , 实际 这 一 点 也 不 奇怪 ， 因 为 ， 正 象 我 们 在 前 一 章 中 已 经 看 到 
的 ,这些 性 质 完整 地 麦 示 函数 sin 的 特征 . 
习 : 题 
1，fa) 证 明 图 1 中 三 角形 04B 和 042 的 而 积 有 如 十 关系 
面积 04c= LY OA 
提示 : 由 方程 路 一 2 (面积 
dB ,wr 十 六 二 1 中 解 出 # 
(pb) 设 Pm 为 内 接 于 单位 加 的 正 


摘 边 形 . 车 4 是 Ps 的 面积 ， 
证 明 


dan — TV 32 I CAT 


这 个 结果 可 使 我 们 得 到 4 的“ | 
( 越 来 越 复杂 的 ) 表 达 式 ,从 4。 。 .到 1 
+ 3 * 


‘hy 


《ec) 


一 2 开始 , 从 而 将 工 算 到 所 句 要 的 精确 庚 ( 按 习题 六，11)， 明 然 第 
十 九 章 会 有 更 好 的 方法 , 但 按 此 方法 作 一 点 微小 改动 就 可 得 到 的 
一 个 很 有 趣 的 站 达 式 : 


利用 
而 积 (04B) _ ps。 ， 
面积 (0AO) 一 03 
证 昭著 aw 为 点 0 到 Ps 的 一 过 的 距离 , 则 
4 _ 
下 
证 明 
六 ~ fe Pr 
利用 
am—= C08 T, 
+ 


及 公式 cosz/2 一 W 二 2osz( 习 是 十 五， 14) ,证 明 
au=y 
AVI 
WEEN 


竺 可. 
这 与 (b) 合 在 一 起 证 明 : 2/r 可 写成 “无穷 蓝 积 * 

BIER ET ENE EEN 
精确 地 说 , 这 个 式 于 次 示 , 选取 充分 大 的 其 前 % 个 因子 之 积 可 要 
多 接近 就 条 捷 近 于 2/x， 这 个 材积 是 在 1579 年 由 弗 朗 索 伊 斯 : 维 
转 (Francois Viete) 发 现 的 , 它 只 是 的 许 密 令 人 惊讶 的 表达 式 中 
的 一 个 ,这些 表述 式 中 的 有 些 在 以 后 要 提 到 . 


mii tr 


第 十 七 章 ”对 数 函 数 和 指数 函数 


在 第 十 五 章 里 ， 积 分 曾 为 函数 sin 和 cos 的 初步 定义 提供 了 
严格 的 公式 表示 ， 本 章 中 ， 积 分 起 更 重要 作用 .有些 函数 连 初 步 
定义 都 难 给 出 。 例 如 , 考虑 图 数 

FrKzy 一 10*， 
假设 诸 函 数 对 于 所 有 的 “有 定义 ,并 有 一 个 定义 于 正 # 的 反 函 数 ， 
这 个 友 隔 数 是 “以 10 为 底 的 对 数 ”， 
ff 12)= 10g10%. 

在 代数 中 ,10* 通常 只 定义 于 有 理 数 z, 而 对 于 无 理 数 x, 10* 的 定 
义 根本 不 予 考虑 ， 简 单 地 复习 一 下 当 x 为 有 理 数 时 107 的 定义 ， 
木 但 可 以 说 明之 所 以 不 予 考 虑 的 原因 ， 而 且 可 以 回想 起 一 条 支配 
10* 定义 的 重要 康 则 . 

符号 10* 最 初 只 对 自然 数 # 定 义 ， 这 个 符号 被 证 明 是 非 当 方 
便 的 ,特别 是 当 很 大 的 数 相 彝 时 更 为 明显 , 因为 

10°.10m=10"+m, 
为 了 保持 这 个 等 式 ,将 107 定义 扩充 到 有 理 数 2; 这 个 要 求 确实 迫 
使 我 们 采用 通常 的 定义 ， 由 于 我 们 要 求 等 式 
100.108 一 100+m 一 10r 
成 立 , 就 必须 定义 10=1; 由 于 要 等 式 
. 10-*.10" 一 10? 一 1 
成 立 , 就 须 定义 107"=1/10% 由 于 要 等 式 
10Us00010 = 10Umt + Ys = 101=10 
次 次 
上 成立, 就 须 定义 101"=V10; 由 于 要 等 式 
人 


10 0 一 0 一 10 
人 可 次 

成 立 , 就 须 定义 10™"= (10)", 

不 幸 , 就 这 一 问题 来 说 , 这 个 过 程 无 法 进行 下 去 ， 虽 然 我 们 有 
了 一 个 支配 定义 10 的 原则 , 即 须 将 10* 定义 得 使 它 满足 10**’ = 
10*10"; 但 对 于 无 理 数 zx, 这 个 原则 提 不 出 一 个 定义 10* 的 简单 的 
代数 方法 ， 由 于 这 个 缘故， 我 们 试用 某 种 更 隐 颖 的 方式 来 求 一 函 
数 ,使 它 满足 

(#) fr 二 = 二 2)- 了 (8)， 对 二 所 有 的 充 和 . 
当然 , 我 们 只 对 不 恒 为 等 的 函数 感 兴趣 , 故 需 加 条 件 C1) 到 0， 如 
果 我 们 加 上 更 特殊 的 条 件 f(1) 一 10， 则 (*) 将 意味 着 f(x)=105 
其 中 < 为 有 理 数 ， 并 可 对 干 其 余 的 x 将 107 定义 为 了 2); 一 般 地 
说 , 对 于 有 理 数 zr) 等 于 [了 (1)]7. 

如 果 我 们 试 一 下 去 解决 下 列 显然 更 难 的 问题 : 求 一 可 微 函 数 
了 ,使 它 满足 

f(z 二 站 二 OF)f(y)， 对 于 所 有 的 x 和 y， 
f(1)}=10, 
就 可 以 给 我 们 提示 一 条 求 这 样 函数 的 途径 , 假设 这 样 的 函数 存在 ， 
我 们 可 以 试 求 产 一 一 众 子 的 导数 中 可 以 找 出 定义 了 本身 的 线索 . 
出 于 
f(r) lim s+) f(r) 


Jimf (ff) 
Ld 大 


及- 办 
于 是 其 答案 取决 于 
六 (0 = iim 刀 名 一 1; 
Ma40 由 


= 了 了 = 


现在 假设 这 个 极限 存在 , 并 以 «表示 ， 则 
了 (2z)=a7z7)， 对 于 所 有 的 和 
于 的 导数 又 用 了 来 表示 了 。 因 此 , 即使 4 龙 饮 求 出 , 这 种 方法 看 来 
也 会 自动 失效 . 
如 果 我 们 考察 反 函 数 广 := ioglo: 整个 情 况 就 会 改观 : 
pk 1 
19g (2 一 玉 0 
-1 
-RF ox 
六 的 导数 几乎 达到 尽 可 能 的 简单 更 有 趣 的 是 ， 在 先前 所 研究 
的 积分 | x"dz 中 ， 只 有 积分 | -ae 无 法 求 出 ， 因 为 logol 一 0， 
我 们 有 
| lognw— log0l= Yogux, 


由 上 式 可 以 想到 , 应 将 loguuz 定义 为 (La [1-'d4、 这 里 的 困难 
是 x 为 未 知 .为 了 避免 这 个 国难 , 我们 定义 
begz=| 3 it, 
并 希望 这 个 积分 是 以 革 数 为 底 的 对 数 , 而 这 个 底 可 以 以 后 确定 .总 
之 ， 从 数学 观点 来 者， 用 这 种 方式 定义 的 函数 比 logwo 更 合理 . 
log' 之 所 以 有 用 是 因为 在 阿拉 伯 记 数 法 中 , 数 10 起 重要 作用 ( 根 
本 的 原因 是 由 于 我 们 有 十 个 手指 ), 箱 函数 log 为 一 个 非常 简单 但 
又 无 法 用 我 们 已 知 的 任何 函数 来 表示 的 积分 提供 了 一 个 记号 . 
定义 


| 若 x>0， | 
.， 2 
| 则 ， 10gz=| Tat | 


二 了 生生 


log 的 图 形 如 图 1 所 示 ， 广 痪 ,车 z>>1 则 logz>>0 车 0<z 
<1 则 logr<0, 为 为 , 根据 我 们 的 约定 


站 2= 一 | Far<o. 
1 i E93 t 


.图 1 
对 于 所 0 用 这 种 方法 无 法 求 出 数 logs, 因为 Ft)=11t 在 [x,1] 
上 无 界 ， 
由 下 列 定理 可 以 看 出 ， 我 们 采用 记号 "198 "是 有 进 理 的 
”定理 1 车 mgx0 则 
， log tx) 一 1agz 直 logy. - 
证 明 首先 福 意 ， 根据 做 和 分 抽 基 本 定 到 log’ (7)= Hs. 
在 任 取 一 数 y>0, 并 令 “ 
~ f(z) 1og (dy), 
fz)=le8 GD 二 
于 是 于 二 1og'， 这 意味 着 有 一 数 c 满足 ' 
及 Y) 二 log# 二 ce， 对 于 所 有 的 x0， 人 
即 ee 
log (zy)= logx+e, 至于 饭 有 掏 x 尖 0， i : 
鞭 中 心 可 如 下 求 得 当 z=1 时 ;我们 有 “ 
lI9gt1 :=ogliTe0 : 以. .i.. 
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于 是 
1og (zg) 二 logz 十 logy， 对 于 所 有 的 z>>0 

因 该 式 对 于 所 有 的 90 成立, 于 是 定理 得 证 ， 

推论 1 车 ?为 一 自然 数 , 且 Y>0, 则 

log (2") =Hloge,. 
证 明 和 留 给 你 们 做 (用 归纳 法 )， 
推论 2 ”车 #,g>0, 则 
og (2)= logt— logy, 
证 明 本 推论 可 由 下 式 得 到 
log*#= bs(Z9)= log( 到 ) logy, 

定理 1 提供 了 关于 log 的 图 形 的 重要 信息 、 函 数 log 显然 是 
上 升 的 , 但 因 1log"(*)=1/s, 故 当 z 变 大 时 ,其 导数 变 得 非常 小 , 从 
而 log 之 增长 越 来 越 慢 ， 不 易 马 上 看 出 ,在 RR 上 log 是 有 界 的 
还 是 无 界 的 。 但 注意 到 , 对 于 任 一 自然 数 必 

log (2*} =n log 2 (有 log2»>0):; 

由 此 可 见 ,事实 上 log 没有 上 界 ， 同 样 地 


bs( 去 )= logl—log2* = —nlog2; 


因此 ,在 (0, DD 上 lo8g 没有 王 界 .因为 log 是 连续 的 ， 它 实际 上 可 
取 所 有 的 值 ， 因 此 ， 函 数 log-: 的 定义 域 是 良 ， 这 个 重要 函数 有 
一 专门 的 名 称 , 很 快 就 可 以 看 到 , 这 个 名 称 是 取得 恰如其分 的 . 


| “指数 函数 "exp 就 是 由 log-! 定义 的 函数 | 


exP 的 图 形 如 图 2 所 基因 海 logx 只 当 2>0 时 有 定 交 ， 故 
恒 有 exptz)>0， 函数 ,exp 的 导数 容易 求 出 , 
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定理 2 ”对 于 所 有 的 数 凶 
exp'Z) 一 6XP(Z)。 | [xp 
证 明 exp't7)= (log 7) 
加 1 
~ log'(log “7)) ] 
1 


1 
Jog ry) 图 2 


=1log (7)—exptr), 
exp 的 第 二 个 重要 性 质 是 定理 1 的 一 个 简单 的 推论 ， 
定理 3 车 z 与 ?为 任意 两 数 , 则 
6XD( 十 纺 = erp) expN). 
证 明 设 2*=exp(z) 和 六 =exP( 扩 ; 则 


多 一 IogZ 
y= logy'. 
于 是 | 
w+y=logw’ + logy = 10g (zy ), 
上 式 意 味 着 


exp{2+ DD=2y =exp(7)-expty). . 
这 定理 和 本 章 开头 的 讨论 都 暗示 了 exp(1) 是 特别 重要 的 . 事 
实 上 , 对 于 这 个 数 有 一 专门 记号 ， 


定义 z 
| e=EXxp(1) | 
该 定义 等 价 于 下 列 方程 


1= 1oge= 上 | la 
1 * 


如 图 3 所 示 , 因为 1(2 一 了 D 是 了 (4)=1/4 在 [1,2] 上 的 一 个 上 和 ， 
: * 97 ， 


| 1 2 3 4 
图 3 
| 21 7 
所 以 | | 
1. 


面 因为 二 (2 一 2 十 于 (4 一 2)=1 是 f( 引 二 序 在 FI，4] 上 的 一 个 下 
和 , 所 以 | 


| 3at<f 4a<| Lg, 
由 此 可 见 ' 


2 之 6 之 4 

在 第 十 九 章 里 ， 我 们 将 求 e 的 更 好 的 近似 值 ， 并 证 明 。 为 无 理 数 
( 比 证 明 < 为 无 理 数 容易 得 多 ! ). 

注意 到 本 章 开 头 的 内 容 , 方程 
| exp (z+ =exp(r} erp() 
意味 着 和 
. exp(z) 一 [exp(1)] 

二 e”, ,对 于 所 有 的 有 理 数 *. 

因 exp 定义 于 所 有 的 x， 目 对 于 有 还 数 zs，exp(z) 一 cz， 故 对 于 所 
有 的 之 将 ef 定 驻 淘 sxp(27 与 我 们 污 戎 采用 指数 记号 是 一 致 的 : 
和 


' . . “etexp(r}. | 
现在 也 许 弄 清 了 “ 指数 盖 数 "这 个 术语 .， ,我 们 已 经 成 功 地 定义 
了 对 于 任意 《甚至 是 无 理 教 ) 指数 «的 er 虽然 我 们 尚未 给 G 二 8 


时 的 a* 下 定义 ， 但 下 其 定义 时 有 有 一 合理 的 原则 可 往 。 .车 = 为 有 理 
数 , 则 


A 


a 一 《ee 一 eg 
因 最 后 而 的 式 予 定义 于 所 有 的 ， 如 族 可 用 来 定义 。 oT. 
定 流 
游 2>>0, 则 对 于 任意 实数 必 ， 


7= one 四 加 
(者 a= 。, 则 此 定义 显然 与 前 一 定义 相 局 , ) 。 ，， 


为 了 使 loga 有 定义 ， 须 令 o>0 这 个展 制 并 不 多 余 ， 因为， 

| 
一 Di 二 /了 本: . 
有 定 交 . (当然 ， Res 竺 于 站 此 有 六 符号 a* 是 省 
意义 的 ; 例如 . i 四 
CD yi 人 
我 们 对 wr 所 下 的 定义 满足 
(2 )!= er, .对 于 所 有 的 < 入) 

正如 我 们 所 期 望 的 那样 ， 当 e 用 任何 数 a>0 来 代替 时 ， 上 式 仍 能 
成 立 ， ,其 证 明 包 合适 当地 解释 术语 : 同时 我 们 将 证 明 的 其 他 重 

定理 4 尖 a0， my 本 

《1) 《am 一 全 对 于 所 有 的 :De 


4 #99 # 


《注意 到 o* 自然 是 正 的 , 故 (as)* 有 定义 ); 

{2) or=a 和 =or+:， 对 于 所 有 的 4, 
《注意 , (2) 意 昧 着 or 的 定义 与 我 们 过 去 对 子 有 理 数 xz 所 下 的 or 的 
定义 相 一 致 . ) 

证 明 (1) (et) 一 ee 一 eee ee) 

一 ep) 一 orblgo — gat, 

《这 一 申 等 式 的 每 一 步 都 是 由 我 们 刚 下 的 定义 或 exp= log 这 个 
事实 得 出 的 . ) 

(2) 4 一 eloge 一 eloga 一 全 

本 一 如 《+ Poga 一 erlvEat #Ieogy 一 To 。 WeEd 
二 他 

图 4 显示 了 对 于 用 种 不 同 4 的 作 x)=e: 的 图 形 ， 这 种 函数 
的 图 形 依 ga 过 1,4=1 或 o>1 而 定 . 车 4=1, 则 玉 X)=1'=1, 想 
设 o>1， 在 此 情况 下 loga>0、 于 是 ,车 


PY, 
则 zjogG<<gylogo 
于 是 elite grog 
即 OF < 


AD= 1 


* OH 


因此 , 函数 妃 z)= 人 是 递增 的 ， 另 一 方面 ， 若 0<<a<1 则 loge 
<<0, 同 理 可 证 函数 用 +)=a" 是 递减 的 ， 无 论 在 那 一 种 情形 中 , 若 
a>0 且 二 1, 则 f(z) 王储 是 一 一 的 . 因为 exp 取 所 有 的 正 值 , 故 亦 
容易 看 到 sr 取 所 有 的 正 值 ， 于 是 它 的 反 次 数 定义 于 所 有 的 正 数 ， 
并 取 所 有 的 值 ， 设 所 7)=er， 则 扯 ! 就 是 通常 用 log。 表示 的 函 
数 (图 5). | 


Jl) = Jogx 


ft) = ]0gi 


A =lgax la<t) 


图 5 
正 象 号 可 用 exp 表示 那样 ，log。 也 可 用 log 宪 示 ， 实 际 土 ， 


y= logat, 
则 [ == en 
是 logr= yloga, 


_ logx 
或 2 aog 人 


a log% 
换言之 ， logoz 一 到 2 


f(7) 二 97 和 (7)= 1ogor 的 导数 也 都 容易 求 出 : 


sa O01 * 


fr)=e 0 于 是 fz) = 1ogGeesoga 一 [0o 放 Go， 
i logs 

| (7)= oto 于 是 (x rr 
象 下 列 更 复杂 的 函数 


= re) 
也 容易 求 其 微分 , 如 果 你 记得 ， 根据 定义 ， 
f(x)= eatrlogo(7; 


由 链 式 法 则 
f(z)= ome, | we J1ogg(2) + Me) | 
gay W(x )loggtz yr as) | 
把 这 个 公式 记 住 是 毫 无 意义 的 一 一 只 要 将 上 述 原理 应 用 干 各 具体 
癌 是 即 可 , 但 记 住 该 导数 的 头 一 个 因子 为 g(x)* 中 确 是 有 用 的 . 
上 式 中 有 一 特殊 情形 值得 记 住 ， 函 数 f(z)=x* 先 前 只 对 于 
有 理 数 e 定义 ， 我 们 现在 可 将 函数 f(x) 二 x* 对 任意 数 a 定义 , 并 
求 其 导数 ; 其 结果 正如 我 们 所 期 望 的 ; 
不 z) 一 如一 ee 
于 是 


f(s)=2. aogs Gre 一 Co -1, 
Fr 


指数 苞 数 的 代数 运算 稍 加 练 可 ， 就 成 为 人 们 的 第 二 本 性 一 -一 
只 要 记得 应 当 洁 守 的 全 部 规则 实际 上 也 就 条 守 了 , ex 的 基本 性 
质 仍 然 是 定理 2 和 3 中 所 述 的 ; 
exp GD 一 expkz)， 
exp(z 十 殷 = = eXPTC 立 )， “eXP(2)， 
事实 上 ， 这 两 性 质 中 的 任何 一 个 都 接 扩 于 卫 数 ¢xp 的 特征 . 当 
然 , exp 不 是 满足 六 = 了 的 唯一 函数 二 因 基 =ve*, 则 Prz)= cer 
» 40 * 


三 九 z7 然而 , 只 有 这 些 函 数 具有 这 种 性 质 ， 
定理 5 ”车 了 是 可 微 的 , 且 
了 2) 一 天 72. 对 于 所 有 的 加 
则 有 一 数 。 使 得 
f(z)=ce*， 对 于 所 有 的 
可 证 明 设 ge) = LE, 


《可 以 这 样 假 设 , 因 对 于 所 有 的 me 二 0.) 财 
g! ef'r)— fr)er 
WT 0 


因此 ， 有 一 数 e 使 得 
8(z) 一 人 = 


“对 于 所 有 的 和 


对 于 exp 前 第 一 个 站 本 任 夺 讨论 起 来 更 复杂 .函数 exp 显 
然 不 是 满足 下 式 的 唯一 函数 了 
了 (十 殷 一 下 了 六 7。 
“事实 上 上， 了 (z)=0 或 具有 f(z)=ar 形式 的 任何 前 数 也 满足 上 式 . 
但 其 真相 比 这 复杂 得 多 一 一 明 有 无 穷 多 个 其 他 函数 满足 这 个 性 
质 , 但 若 不 用 更 高 深 的 数学 , 起 证 明 在 已 经 提 到 的 函数 之 外 即使 还 
有 一 个 满足 上 式 的 函数 ,也 是 不 可 能 的 ! 由 于 这 个 缘故 ，10z 的 定 
义 是 很 蕉 下 的 : 有 无 旁 罗 信函 数 了 满足 
fety = fn), 
ft(1)=10, 
但 它们 都 不 是 函数 f(z)=10"! 但 有 -- 件 事 是 真 的 一 -任何 满足 
fot =f(r). Fy) 
的 连续 函数 了 必定 具有 扩 z)==o" 或 f(z)==0 的 形式 (第 27 题 指 
出 证 明 的 途径 ,并 对 其 有 这 种 性 质 的 不 连续 函数 也 略 提 一 下 .) 
除 定理 2 与 3 中 所 述 的 两 个 基本 人 性质 之 外 ， 函数 exp 有 一 个 
» 4003» 


非常 重要 的 更 深 一 层 的 性 质 一 exp 比 任何 多 项 式 增 大 得 快 . ” 换 . 
言 之 ， 
定理 6 对 于 任何 自然 数 ，， 


证 明 证 明 分 下 询 几 步 ， 

第 一 步 . 对 于 所 有 的 %，e 22 从 而 lime 二 已 ( 读 式 可 以 看 
成 为 4%=0 的 情形 )， 

为 了 证 明 这 一 论断 { 对 于 z 守 0, 该 论 断 显 然 成 立 ), 只 须 证 明 

>1log#， 对 于 所 有 的 x 站 

, 荐 zx< 1 上 式 显 然 成 立 , 因为 logz<0，、 若 xs>>1 则 {图 的 x 一 1 是 
所 =17t 在 [1,xJ 上 的 一 个 上 和 , 故 
log% < — 1 

第 二 步 . lime = eo. 


为 了 证 明 上 式 , 注意 到 


er Et tt 1 NA ez 
EF 渴 。9 2| Zz . 


2 
根据 第 一步 ， 括 号 内 的 表达 式 比 1 大 ， 且 timer4= oo; 可 见 


注意 到 Se -全 人) 


根据 第 二 步 , 括号 内 的 天 达 式 可 以 任意 增 大 , 放 其 %#* 次 敌 当 热 可 以 
任意 增 大 , 
s A044» 


现在 可 以 仔细 研究 下 列 很 有 趣 的 函数 ; f(z)=e-"* ,x 地 0. 我 
们 有 


f(r)= er 


因此 人 (x)<<0， 对 于 zx<0， 

f(z)>>0， 对 于 x>0， 
于 是 对 于 负 的 zx, 了 是 递减 的 , 而 对 于 正 的 x, 了 是 递增 的 ， 另 外 . 车 
ze| 很 大 ， 则 巡 很 大 于 是 一 1/ 宅 接近 0， 从 而 es 接近 1 
《图 7). 


图 7 


了 在 0 附近 的 情况 更 为 有 趣 ， 如 果 2 很 小 , 则 1/2? 很 大 ,于 是 
< 很 大 ,从 而 e 一 11(0e 人 很 小 ， 这 一 论证 , 车 用 e 和 #5 适 
当 陈 述 , 就 能 证 明 


lime -一 0. 
,因此 , 如 果 我 们 定 交 、 
e100 
f= 2 
则 该 函 丈 了 是 连续 的 (图 87， 其 实 ， 了 在 0 处 实际 上 是 可 微 的 : 事 


站 可 作 5 


i A tb a mi ili hp 


实 上 


一 和 
f° (0) 一 lim 一 有 
工 
=lim Em 
—lim FEETY 
我 们 已 经 知道 
lim = 00; 
i 并 3 四 
下 式 更 能 成 立 
{I 2) 
i 
a 和 
这 意味 着 
| lim—— = 站 


于 是 


我 们 现在 可 以 求 


* #06 。 


1 一 | 


昨 同 前 面 一 样 的 方法 可 证 产 (0) =0， 于 是 


-i 一 6 -ud 
ro 未 a 
0 


二 0， 


+ 


这 个 论证 过 程 可 以 继续 下 去 ， 事 实 上 , 用 归纳 法 可 证 (第 29 题 ? 对 
任意 有 了 0XM0) 一 0 省 数 了 在 9 好 极 其 平坦 ， 而 且 很 快 趋 于 小 
这 使 它 能 掩 旋 许 多 其 他 函数 的 不 规则 性 ， 人 鲍 如 (图 外, 假设 


- :1 
€ ln, gin x Fl 


ro 
0 


站 多 一 0， 
ianliixx 0 
/人 一 人 0 


可 以 证 明 ( 第 30 题 ) 这 个 函数 对 所 有 天 也 有 fx**(0) 一 0。 这 个 例子 
大 概 比 任 向 共 他 例子 都 更 令 人 惊异 地 表明 , 一 全 很 不 好 的 钞 孝 ,也 
能 无 限 次 可 徽 ， 在 第 四 部 分 中 ， 我 们 将 研究 对 一 个 国 数 所 要 加 的 
更 多 的 限制 条 件 , 这 些 条 件 将 终于 排除 这 种 性 态 ， 


习 题 
1， 微 分 下 列 各 函数 ( 记 住 or" 总 是 表示 ad)， 
(i) f(r)=ee 
C1) f(r)= bg (+ hg (+ bg Gten"” ))), 
| + 407 。 


nti i nt i i 


Aiiiy f(xy= Cine) sindion}, 
《iv) f(r)=e tl, 
{v) f(r)= gin teinsns, 


(ViD) fr)= lg (7) BIN 7. 
《vi fa)=[aresn( 汪 | . 


cviii) Nz)= (og (G+e)) er (are 全 es, 
(ix)y f(7)= (ogo) oe, 
{XY FOC) 
2， 挫 出 下 列 各 菠 数 的 图 形 . 
(ay Fr)=er?1. 
(hb) f(r)=esine, 
(ce) f(z)=es+ es, ' (将 这 两 个 图 形 和 ezxp 及 1/exp 的 图 形 相 比 
(d) f(z)=er 一 e-"，}) 较 ,) 


BB el 
0) f= 和 1 


3， 用 罗 必 塔 法 则 求 下 列 各 是 的 极限 ， 


。 ， ez 一] 一世 一 2 /2 
i) lim i -: 


er te ent mk td 


<) lim ms 
一 
《ii im 
; Jog( 二 从 一 4 十 并 /2 
iv) lm 
log (+) —z2+22/2 
Cv) lim 有 * 
og (1+2) —7+# /2 一 售 /3 
CD lm mn ~ 
4， 丽 数 
einhz 一 纪 一 ， 
_ 6 十 6 
toshx 3 


OP 


1 

分 别称 为 洪 曲 正弦 ， 允 曲 余 弦 和 双 伪 正 功 (通常 读 作 sinch，cosh 和 
taneh)，、 这 些 函 数 和 相应 的 状 通 三 角 函 数 有 许多 相似 之 处 ， 头 一 个 相 
似 之 处 如 图 10 所 示 ; 关于 图 10(b) 所 承 的 区 域 的 面积 确实 竺 于 #4/2 之 
证 明 ， 最 好 推 过 到 下 一 富 进 行 ， 那 时 我 们 将 讨论 计算 积分 的 方法 ， 共 
余 相 似 之 处 将 在 下 列 三 题 中 讨论 ， 但 那些 更 深刻 的 相似 之 处 要 等 到 第 
二 十 六 章 讨论 。 如 果 你 未 做 第 2 题 ， 绽 出 函数 sinh, cosh, 和 tanh 的 
图 形 . 


{8 


tanhx 二 


区 中 : 好 一 加 二 于 


5， 


(Cay hb) 


. 十 盟 

ta) cosh?—sinht=1.- 

(b) tanh:+1/cosh’=1. 

‘€) sinh{s-Fa) =sinhreoghy+ coshrsinhy. 
{d) cosh(s+y) =—=coshacoshy-t sinhzsinhy. 
te) sinh’ =cosh, 

(f) cosh' =sinh. 


站 | 
{g) Tanh 一 


， 范 和 换 sinh 和 tanh 是 一 一 的 5 它们 的 反 函 数 ， 用 argsinh 和 arg tanh 

{又 曲 正 束 和 正切 的 "自发 数 ”) 表 示 ， 各 在 耻 和 (一 1，1) 上 定义 ， 若 将 

cosh 限制 在 [0，%%) 上 ， 它 就 有 一 个 定义 于 [1，59) 上 的 后 函数 ， 用 
s 409 » 


1 


argcosh 表示 .下 第 5 题 的 公式 证 明 
{a) sinh (cosh- lt) 一/ 妇 一 TI， 
{b) eoshtsinhrix ) 一 wwT 干 天， 


1 
(ee) {sinh~) "(zy -TT 


td) eT ;对 于 #1 


(e) Ctanh-)! (rz)= Tz' 对 于 |*|<1, 


?。(a) 求 sinh-;， oa， 和 tanh-: 的 显 式 公式 (对 用 # 吉 示 的 zx 解 方程 
8 一 sinh-tz, 都 竺 )， : 
tb) 孙 


s 1 4 
| yr 一 
-i 1 . 
| 7 对 于 81 三 bl 


[ea 对 于 |a|, 15| 志 1. 
将 你 的 第 三 个 积分 的 答案 和 和 写成 


T= = 着 二 z+ 和 了 


证 得 到 前 积分 管 案 相 比 较 ， 
8， 求 


(a) limo*, 对 于 0< 9<1, 《回忆 共 定 交 [ 
(b) limrpgn™ 
(e) tim Ce 区 


本 mwl) 


工 
全 


(d) lime{ logw)™, 提示 : #( lg "= 


和 


(ey 1irnzs。 


To" 


9， 绘 出 f(z)= x (对 于 4 站) 的 图 形 ，( 用 第 8 岂 (e).) 
10，(a) 求 玉 Y)=e7jart 对 于 #2>0) 的 最 小 值 ， 状 推 敌 出， 对 于 x># 有 
-A410 。 


11, 
12., 


13. 
14, 


15, 
*16. 
*17. 


下 了) 人， 
(b) 用 式 子 所 (8) 二 er (3 一 各 1x1 证 明 ， 对 于 z>># 十 1 有 了 (> 
ext+lfd(R 和 十 1)*"+1,， 并 由 此 得 出 limf(*)= co 的 另 一 证 法 . 


绘 出 (7)=e* /xw* 的 图 形 . 
(a) 求 lim lg (1 十 扩 1 { 虽 然 你 能 用 罗 必 拭 法 则 ， 但 那样 做 是 思 尼 


的 ,》 
tb 求 limxlog (1 十 1I7z)， 


Cc) 证 明 e=lim(1+1/4)*. 
{d) 证 鹃 0 =lim(l+a/s)®, 《只 要 做 一 些 代 数 运 算 , 即 可 由 ( 疏 得 出 


这 个 结果 . ) 
*(e) 证 明 logb =lims (bs— 1). 


给 出 天 7)= (1 十 112) "(对 千 or 四 的 图 形 ，{ 用 第 12 题 (ec),) 

车 银行 每 年 付 息 百 分 之 入 则 最 初 的 投资 工 过 一 年 后 可 得 I(1 十 a/100). 

车 银行 用 复 利 (即将 所 此 的 利息 作为 第 二 年 计 息 的 本 金 的 一 部 分 ), 则 

最 初 的 投资 过 # 年 后 可 得 了 (1+a/100)*， 现 在 假设 餐 年 付 息 两 次 ， 

过 有 % 年 后 最 终 的 数额 ， 哄 呀 ， 不 是 Ili 十 81100)*， 而 只 有 I(t 二 + 

ea/200)2 一 最 然 利息 每 年 村 两 次 , 但 因 每 半年 的 利息 为 rf2， 改 在 每 

次 计算 时 利息 必须 减 半 。 这 个 数额 虽 比 TC1+e/100)* 大 , 但 并 不 是 大 

得 那样 多 ， 假 设 现在 银行 实行 连续 复 利 , 即 银行 考虑 , 当 一 年 计 息 五 演 

时 共 投 资 将 产生 参 少 ， 然 后 取 所 有 这 些 数 的 最 小 上 界 ，1 元 的 量 初 投 

次 过 一 年 后 可 得 多 少 ? 

设 fz) 二 log 1w|, 对 于 zm 二 0。 证 明 所 (5)=1/x, 对 于 2 关 0. 

证 现 : 若 如 一 cf 其中。 为 其 个 数 , 则 fz) 一 kerr 其 中 用 为 某 个 数 ， 

放射 性 物质 以 与 现存 的 数量 成 正比 的 速率 缩 三 《因为 所 有 原子 有 相 营 

的 衰变 研 率 ， 总 的 囊 变 与 尚 存 的 原子 数目 成 正比 )， 设 4(t) 为 在 时 刻 

# 的 数量 , 这 意味 着 对 于 某 个 e( 它 表示 一 个 原子 将 衰变 的 概率 ) 4'(t) 

=¢tACt), 

Ca) 求 以 在 时 刻 0 存在 的 数量 4,= (0) 表 东 的 ACF). 

(b) 证 明 : 存在 一 个 具有 4(t 二 7f) 一 A(t)/2 性 颖 的 数 *( 帮 射 性 元 素 的 
“半衰期 ”)， 


。 AI 。 


和 


18. 


*19. 


*20, 
21, 


22, 


*23. 


牛顿 净 却 害 律 称 ， 物 体 冷却 速度 与 其 温度 及 周 图 介 乒 的 温度 之 差 成 正 
比 ， 乱 设 周 加 介 所 的 温度 为 一 常数 M， 求 此 物体 在 时 刻 0 的 温度 Yu 
表示 的 物体 在 时 记 .# 的 湿度， 提示 : 解 表示 牛顿 定律 的 徽 分 方程 时 , 记 
住 中 一 (人 一下) 

证 明 : 着 了 2)=| fat, 则 f=0 


来 所 有 满足 了 (4) 一 有 十 | 天 tdt 的 函 教 下 
(al 证 明 
2 WR 
ls 二 i 十 条 十 “十 语 所 6 对 于 zw 滨 0 


提示 : 对 用 归 塘 六 ,并 比较 其 导数 ， 
‘b) 给 出 一 个 关于 lime"/e* 一 00 的 新 证 法 ， 
应 用 适当 形式 的 田 必 展 法 则 (见习 是 十 一 ，3 纪 ) 疆 出 关于 这个 事 所 的 号 
一 种 证 法 ， 
一 点 也 灌 长 为 161 的 线段 4B 运动 ， 另 一 点 包 裕 一 条 无 穷 长 的 半 直 线 
运动 {图 11)， 因 的 速度 总 等 于 已 至 站 的 距离 { 换 言 之 , 车 P(E) 为 P 让 
时 乾 # 的 位 置 . 则 王 ( 旨 一 107 一 已 (7)， 型 怠 作 久违 旭 ( 人 = 107 运动 . 
经 过 时 间 后 ， 纺 所 经 过 的 距离 , 定义 为 在 时 刻 f，P 卫 至 BB 的 距离 的 纳 
皮尔 对 数 。 于 是 

i0't= Naplog [10'— P(E)], 


4 FP. 号 
一 


Q 
一 一 一 


图 11 
土 式 是 纳 皮 尔 (1550 一 1617) 在 1614 年 发 类 的 Nirifici logarithmeo- 
monis deseription(# 对 数 的 奇妙 规律 的 培 明 3) 中 给 出 的 对 数 
定 艾 ; 在 应 用 指数 之 前 发 表 了 这 篇 文章 ， 之 扬 以 选用 107 这 个 数 , 是 国 
为 纳 度 尔 表 { 供 天 文 与 航行 计算 使 用 ) 列 出 耳 角 的 正弦 的 对 数 ， 而 可 用 
的 最 好 的 表 列 出 七 位 数 , 提 且 纳 皮 尔 想 避 和 侈 分 数 。 证 明 


Naplogz= 10rlog2. 
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下 34。 


*25 


26. 


*27.。 


提示 : 用 与 第 18 题 相间 的 技巧 解 关于 卫 的 方程 ， 
{4) 给 出 ff)= (logx) /的 图 形 (特别 注意 接近 0 与 oo 时 前 性 态 ) 。 
”Cb) 上 与 本 哪 一 个 大 ? 
Ce) 证 明 ; 着 0 < 之 1 或 3 一 e， 则 满足 太一 拓 的 唯一 的 数 # 是 y= 二 加 
但 若 rr> lz 天 e 则 正好 有 一 妾 3#z 满足 zf 一 yg*} 另外 , 若 x 之 e， 
则 >z， 而 若 ze 则 yce. (用 (8) 中 的 图 形 来 解 怪 这 些 内 容 ! ) 
(d) 证 明 : 车 4 与 #3 为 涌 然 数 且 #7, 则 z= 或 2=2,y 二 4, 或 7 二 
4d, ¥ 2, 
(6 证明: 所 有 满 是 涪 一 护 的 数 姻 (x, 六 的 案 侣 , 由 一 条 曲线 和 一 条 同 
它 相交 的 直线 组 成 ; 求 共 次 点 并 给 出 其 草图 . 
+Y ff) 对 于 Tc<z<e 设 g(F) 为 满足 it 一 (zz 的 唯一 >e 的 数 ， 证 内 
9 可 微 , 《最 好 分 别 考虑 两 个 通 数 ， 
A (7) = 2， 0<<z<ce 


并 用 访 和 产 求 表示 炙 如 果 你 正确 地 做 了 这 一 部 分 , 你 应 能 证 明 


sr ,1—logx 
?Ts ar ~“ ) 


。 本 题 应 用 第 十 一 章 附 录 的 材料 . 
《ay 证 明 exp 是 同 的 , log 是 凹 的 。 


人 b) 证 明 : 着 了 p=1 并 且 所 有 的 Bi>0， 则 


t=i 
1 
《应 用 第 十 一 章 猎 录 中 的 第 8 题 . ) 
(ce) 推出 关于 G, 志 4, 的 另 一 证 法 {可 题 二 , 20)， 
假设 对 于 所 有 的 + 和 y, 了 满足 扩 二 了 并且 了 (zt 二 六 一 f(z)-fg)， 证明 
f=exp 或 f=0, 
证 明 : 者 对 于 所 有 的 * 和 殷 站 是 连续 的 并 且 f(z 十 拉 一 J(#)f(g)， 则 对 
于 所 有 的 x+， 或 者 f=0 或 者 f(z)=[f(1)]:， 提 示 : 对 有 理 数 z 证 明 
fr) 一 [Ef(1)]5, 然后 应 用 习题 八 , 6， 本 是 与 可 荐 八 , ? 密切 相关 ， 而 习 
题 八 ,7 末尾 提 到 的 信息 可 用 来 证 明 存在 不 韦 续 函数 满足 f(z 十 yy 
» 13 » 


=f(r)f (9). . 
*28， 证 其 ， 若 耳 为 定义 在 正 实数 上 前 连 续 函 数 ， 且 对 于 所 有 正 的 w 和 ¥ 和 
f(z) = 了 (5) 于 ( 扩 , 则 对 于 饭 有 的 x 守 0, 了 =0 或 了?) 一 fle)logx. 提 
示 : 考 虚 82)= 了 (6). 
*29. 证 明 ;， 若 fz)=e YF ， 其 中 2 关 0， 且 了 (0) 一 0， 则 对 于 上 志 有 的 有 
fH =0. 
*30， 证 明 : 车 六 7) 二 ew* gin1/w, 其 中 3 关 0, 且 了 (0) 一 0， 则 对 于 所 有 舶 名 
有 了 af0) 一 0， 
31，{a) 证 明 : 若 & 是 方程 
[he td 
的 根 , 则 函数 六 +)==e 和 袜 足 窒 分 方程 
Ct) Ga 0 
{5b》 证 用 ; 若 & 为 (*) 的 二 重 根 ， 则 六 4) 二 Te 也 满足 (++)。 提示: 记 
住 车 a 为 多 项 式 方程 所 +)=6 的 二 重 概 , 则 了 (a) =0. 
“CY 证 明 : 车 a 为 (+) 的 ? 重 根 ; 则 当 0<<b 才 7 一 1 时 闪 #) 一 wees* 是 解 . 
车 {有 % 个 实数 根 ( 计 及 根 的 重 数 ), 则 (0) 给 出 (#0) 的 % 个 解 yy， 
Yn 
(d) 证 明 在 此 情形 中 ,函数 0 十 十 eng 也 满足 (**)， 在 此 情形 中 ， 
只 有 这 些 才 是 (**) 的 解 , 这 是 一 个 定理 ， 第 16 题 和 下 面 两 题 还 明 
本 定理 藤 特 殊 情 形 ， 而 一 般 情 形 和 将 在 习题 十 九 ，17 中 浪 虚 。 在 第 
二 十 六 章 中 , 我 们 将 看 到 , 当 (*) 没 有 # 个 实数 根 时 该 怎么 办 . 
“32， 假 设 了 满足 产 一 0 和 了 0 一 六 (0 一 0. 证 明了 =0 如 下 . 
a) 证 明 所 一 (1: 二 0 
tp) 假设 对 于 某 区 间 (6 雄 内 所 有 的 x,#) 坟 0， 证 其 ， 对 于 (6, 加 内 
所 有 的 和 % 或 首开 7?) 一 ver 成 者 入 7)=ee-5, 其 中 c 为 基 一 常数 . 
(0 如果, 比方 说 ,对 于 zo>0 有 了 (x0) 关 人 则 将 有 一 数 4 使 得 0 所 a 过 
wa 和 站 的 一 0， 而 对 于 ay<oo 有 所 T) 了 0， 为 什么 ? 应 用 这 个 
事实 和 (人 b) 推出 一 个 矛盾 。 
*33.{a) 证 人 名; 车 了 满足 产 一 了 一 0, 则 真 2) 一 aez 二 be-*， 对 于 某 个 G 和 瑟 
《 先 求 出 用 70) 和 了 (0 表示 的 4 和 必然 后 应 用 第 32 题 ,) 
人) 还 要 证 明了 = sinh 二 3cosh, 对 于 某 个 ( 别 的 ) e 和 五 
34， 求 所 有 广 足 下 列 等 式 的 函数 下 
二 


(aY fn, 
(by fm 一 六 rr， 


*35。 本 题 和 习题 十 其, 28 成 对 , 简单 介绍 : 由 微分 方程 六 = 了 有 一 个 非 稚 的 


解 这 个 假设 出 发 , 米 论述 指数 函数 ， 


(a) 假设 有 一 国 数 了 0 满足 六 = 下 通过 考虑 函数 9(2) 二 了 (zo 十 攻 )。 


了 (mm 一 可 (其 中 了 (#0} 隆 人 ), 诈 明 对 于 每 个 s 有 其 2 地 小 


(b》 证明: 存在 一 函 狐 了 满足 了 一 了 和 了 (0) 一 上 


(c) 对 于 这 个 通过 考虑 国 数 95)= 了 (2 十 四 /fC#), 证 明 jz 二 扒 一 


Flr) fy). 
(d) 证 明 玫 是 一 一 的 以 及 (中 2) 一 1/%. 


“36, 若 limf(z)/g(2) 二 00, 则 称 国 数 .了 比 9 增长 得 快 ， 例 如 , exp 比 任何 多 
项 式 函数 都 增长 得 抉 ， 假 设 Yu 94 9s"… 为 连续 函数 ， 证 明 : 存在 一 个 


比 每 个 9; 都 增长 得 快 的 连续 陪 数 下 
37， 证 明 ]0g ww2 为 无 理 数 ， 


选 题解 管 


省 ¥ 
1. (Ci) es et” see pr, 


Ciiiy Cainw) ?sinsinnf (og (sin%)). oo8 (C Sinw) + Cog 
+ Coos sinzl sin (sins) 1]. 


(Vv) sinasos ™[(ogt sing)). sinwsin 
{log (Csinw)): oo8nt (eos#/ sinv) + Hin 2 
+ (oogw/ Sin zx). sin ws int]. 


(vii) [aresin( 3 外 


uin wx. 


(a) 


Ior {Sine*). ee ， 
aresin( - 翅 _ -Vi 一 (二 ) :sn 
(Cix) {logaw) lr. [ig 【log 区 、 去 十 logz， Tz zl 


3. (Ci) 0, 


s 15 * 


一 

< 

rr 
ow ml 
4 


Et -F 
e 
cosh:z— sinh:x= (2 十 


) -3 
人 


{c) sinhxcoshyt+ coshrsinhy 


4 


可 


让 一 人 


(二 )+( 守 于 人 
2 2 2 
-[ 守 _ er 


2 ) 
-ity 在 
4 二 


4 + 入 | 
ety eT* 
二 4 


-| 
E+ pe-irts) . 
= 


一 Sinh (z+ 
(e) 四 


sinhz— ee 
我 们 有 


， 二 
sink' (zx)= 2 
人 B) 因 


一 CD0shy。 
tanhz 一 sinhs ， 
oshx 


我 们 有 


tanh’(z)= (coshz):— (sinhse): 


coshz: zw 


oh 《根据 (a))， 
6.，{a) 车 # 一 argcoshz, 则 2 二 0 后 且 


» 416 * 


x 二 coOshy 二 ~ 11 十 sinhiy (根据 第 5 题 (3))， 


?, 


于 是 
sinh {arg coshz) =sinhy 


二 Vz 一 1 (因为 对 于 J 二 0, sinhy 寺 0)。 


Cc) 
站 和 oo .1 
(argsinh) (2)= Tnpr ‘argsinh(C +:)) 
1 
“coshag snh(z)y 
-rps (根据 (b))， 
(e) 
zy T 
(arg tanh) 《了 7 一 RE {arg tanhtz)) 
一 coshafarg tanht 7)). 
现在 ， 
. 5 题 (b))， 
tanhzy 十 56shy 1 (根据 第 5 题 (7)) 
于 是 
1 
tanhz(aT tanhC£)) + “Cosh (arg tanh( ry)) 
一 二， 
或 
cosh*(arg tnthk 了 为 = 
(a) 若 y=argsinhx, 则 
wsinhy = “ 
于 是 
一 上 一 站 入 
ez 一 248 一 ] 一作 
fm 十 A +4 
于 是 


» A417 。 


《b) 


or 


(e 
{e) 
12. {a 
<b) 
(¢) 


Mr 


+ 


或 
zy 一 argsinhz 一 1og (z 十 /1 十 玉 ). 


同样 地 ， . 
argcoshz—log (r+~/22 —1), 
argtanhz— 二 108 (1+7#) ~ 三 log {1—x). 

PY. 1 

| a~v 1 十 了 dx 


一 argsinh5 一 argsinha {根据 第 6 题 (0)} 
一 log (8 十 /1 十 大 》 一 log (qtr 1+a), 


下 一 
| dz log (B+ DT—D)— og (atv a —1). 


a 一 


f Pp 


=3[log (1+D) —log(1—b) ~—log (1+ + log (1—a)]. 


fim 一 lime 1， 攀 log go<0， 我 们 有 lim xz log 6 一 一 c2， 于 是 


并 二 的 二 路 血 


limerlogs 一 0 
出 中 加 


.Copz)n ，。 
Lim 一 一 一 1im 


如 加 sw 
limz*— limerioer, 现在 根据 (4), 得 timzlogz 一 0， 于 是 limx“ 一 1]. 
limlog (1+#) /y= I0g'(1) =1. 
limzlog (1+1/2) ~=limlog (1 + /9=1. 
2~exp(1) ~exp (limzlog (1*1/7}) 

人 一 limexp (xlog {117)) 

=lim (lt 11) 

(用 * 号 标明 的 等 式 , 是 根据 exp 在 1 处 的 连续 性 得 出 的 , 可 证 明 如 
下 ， 对 于 任意 的 。>0, 存在 着 某 信 6>>0, 使 得 当 1g 一 1|<<6 时 就 有 


18 一 expz| <e。 另 外， 存在 某 个 丸 使 得 要 4> 克 时 就 有 lzng (1 十 
1/2) 一 11 必 6。 于 是 对 于 gr 有 je 一 exhziog(1 十 18 | <.) 


14。 


15. 


16. 


17. 


18, 


{d) aa 一 [limtl 十 1/z)s]s =lim{1+ 1/x)ar 
=lim(l+ l/r =lim(+ a 

1 元 的 最 初 投资 过 一 年 后 可 得 

lim(1 a/1002)*= eri1% 元 ， 
显然 对 于 mr0 有 站 (一 11z， 若 ze0 则 大 32)= lbg (一 加 D, 于 是 了 (3) 
一 (一 1) ,11 一 臣 一 17x， 
设 多 2 一 大 Je ， 则 | 

ny ef — fr)eees 
g(r) Te 


一 心 ， 
于 是 存在 菜 个 数 加 使 得 对 于 所 有 的 有 9(z) 一 
(a) 根据 第 16 题 ， 存 在 某 个 数 关 使得 AC#) 二 kes， 于 是 b 二 ber4= do 
因此 , A(7)= Aoer'. 
th) 车 4 十 7) 一 A212, 则 


ch ， 
hee md 


上 


于 是 ere 二 et/2 或 ez 一 去 ， 子 是 3 一 一 (1]og82)/*， 容 易于 证 这 


个 了 的 确 是 对 的 . 
牛顿 定律 称 , 对 于 某 一 ( 正 ) 数 6 
Tt)=0(T— NM), 
上 式 可 以 写成 : . 
(T— HM)'=0(T— NM). 
于 是 由 第 16 是 知 , 存在 某 个 数 上 使 得 
2 一 一 站 co， 
以 及 上 ==ke***= 了 也 (0) = 了 T,， 因 此 T(t)= 对 二 Toe 
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第 十 八 章 ”用 初等 函数 表示 的 积分 


根据 微 积分 第 二 基本 定理 ， 每 计算 一 个 导数 就 得 到 一 个 积分 
公式 .例如 ， 

车 F(z)=2z(log®) 一 2 则 PF'(2)= lo0g; 
二 是 ， 
| egzaz= Pd 一 PP(g) 一 8(log8) 一 5 一 [Falloga) —a], 0<a,5. 
如 果 我 们 采用 记 鞭 

Fz)| =F(GD) 一 Po)， 
这 种 公式 就 可 大 大 简化 , 而 写成 
[ logwdz = (rx(logx) —2) . 


这 里 | 1ogzdx 的 求 值 洁 了 健 幸 狂 中 1ogz 是 泡 数 F(z)= 


ztlogz) 一 4 的 导数 .一 般 而 言 , 满足 F=f 的 次 数 下 就 是 于 的 原 
函数 .当然 , 连续 函数 总 有 原 消 数 , 即 


但 是 在 本 章 中 我 们 将 试图 去 寻求 能 用 象 sin, log 等 熟悉 的 函数 表 
未 的 原 函 数 ， 能 用 这 种 方式 表示 的 男 数 叫 数 初等 国 数 ， 精 确 地 
说 ", 增 千 隐 数 就 是 能 由 有 理 函 数 .三角 函 数 及 其 反 函 数 , 以 及 函数 


* 我们 将 要 下 的 这 个 定义 是 明确 的 ,但 并 不 完全 准确 .或 者 说 至 少 不 很 标准 ， 通 
党 补 等 函 教 被 党 义 为 包括 * 朴 数 "函数 . 也 就 是 满足 方程 

i 
的 函数 9 在 内 ,这 里 f4 是 有 再 男 数 .但 是 对 于 我 们 的 目的 来 说 , 这 些 函 数 可 以 咯 去 - 
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log 和 exp 通过 加 , 乘 , 除 和 复合 得 到 的 函数 . 

从 一 开始 就 必须 指出 , 初等 的 原子 数 通 常 不 可 能 拒 到 ， 例 如 ， 
就 不 存在 一 个 初等 函数 下 使 

(7)=e"*， 对 于 所 有 . 

《这 不 只 是 说 明 我 们 目前 对 数学 知之 其 少 ,没有 这 桩 的 函数 这 件 事 
本 身 是 一 个 (很 难 的 ) 定 理 . ) 而 且 , 更 精 的 是 , 你 无 法 知道 能 否 找到 
初等 原 函 数 ( 你 只 好 希望 本 章 的 习题 印 囊 上 没 错 . ) 因为 找寻 初等 
原 函 数 是 这 样 的 不 确定 ， 所 以 找到 一 个 就 令 人 竺 别 注意 如 果 我 
们 观察 到 函数 


F(z) waretane— LE (te) 


满足 
FX}= arctan % 
《至 于 我 们 是 怎样 进行 这 个 观察 的 , 那 完全 是 另 一 回 事 ), 就 有 
arctanzdxt = € arotane— LE te ) ， ， 


于 是 我 们 可 以 认为 , “实际 上 "已 经 求 得 | arctanzdz 的 值 了 , 


本 章 除 包括 部 求 给 定 初等 函数 的 初等 原 函数 的 方法 (简称 为 
“积分 "的 过 程 ), 还 有 一 些 简 化 这 个 过 程 的 记 法 , 统 写 和 约定 , 为 什 
么 限于 初等 函数 , 其 原因 可 由 下 述 三 方面 的 考虑 来 说 明 : 

《1) 积分 是 微 积分 的 标 淮 论题 , 每 个 人 都 应 知道 它 . 

《2) 偶尔 你 可 能 在 不 充 许 查 标准 积分 表 的 条 件 下 ， 需 要 实际 
去 求 积分 的 值 (例如 , 你 可 能 学 一 门 (物理 ) 课 程 ， 其 中 就 有 要 你 去 
算 的 积分 ).。 

《3) 最 有 用 的 积分 “方法 " 实际 上 是 一 些 十 分 重要 的 定理 【〈 它 
能 用 于 所 有 匡 数 , 而 不 只 限于 初等 函数 ). 

自然 ， 最 后 的 一 条 理由 是 关键 性 的 . 即使 你 打算 忘记 如 何 积 
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分 (或 许 学 完 头 一 遍 时 你 会 忘掉 一 些 细节 )， 但 你 决 不 能 忘 了 基本 
方法 ， 

这 些 基本 方法 就 是 一 些 定理 ， 它 使 我 们 能 用 其 他 函数 的 原 函 
数 来 表示 一 个 函数 的 原 函 数 ， 因 而 一 开始 积分 我 们 就 需要 一 个 若 
干 个 函数 的 原 函 数 表 ; 这 个 表 可 直接 由 对 各 种 热 知 的 函数 微分 得 
到 ， 下 面 的 表 用 到 一 个 标准 符号 , 在 此 需 作 些 解释 ， 符 号 

人 或 [fz 
表示 “f 的 原 函 数 "或 者 更 精确 些 , 表示 “ 的 所 有 原 函 数 的 集合 "。 
符号 | 了 将 常用 在 定理 的 叙述 中 , 而 | f(z)as 在 象 下 面 的 公式 中 用 
得 最 多 : 

. [az -条 . 
这 个 “等 式 "的 意思 是 函数 FCI) 一 2'/4 满足 F(z) 二 x?， 因 为 右 湛 
是 数 , 而 不 是 函 炎 ,所 以 按 字面 这 是 无 法 解释 的 ， 但 用 在 这 种 情况 
时 我 们 将 允许 这 种 不 一 致 ， 我 们 的 目的 是 要 使 积分 过 程 尽 可 能 机 
械 一 些 ， 而 将 求助 于 任何 可 能 的 方法 。 这 个 等 式 有 另 一 件 束 值得 
提出 ， 多 数 人 号 


Taz= 守 +o， 


着 重 表示 丸 z)= 巡 的 原 函 数 正好 是 形式 为 PCz)= 守 十 C(C 为 某 


个 数 ) 的 函数 ， 虽 然 , 不 注意 这 一 点 可 能 ( 见 第 11 题 ) 得 到 矛盾 , 但 
实际 上 不 会 出 现 这 种 困难 , 而 关心 这 个 常数 只 是 增加 麻烦 . 
伴随 这 个 记 法 有 一 个 重要 的 约定 :等 式 右边 出 现 的 字母 必须 
与 等 式 左边 “4” 后 面 出 现 的 字母 一 致 一 即 
| em- 所 


* 22 » 


2 
ea- 所 


E44 直 
aa 一 


[六 za 中 的 函数 ， 即 了 的 原 函数 ， 常 称 为 了 的 “不 定 积分 "， 


而 对 比 之 下 ，|】 Cz)aw 就 称 为 “ 定 积分 "， 这 个 提示 性 记号 在 实 
践 中 很 好 用 , 而 雪 要 的 是 不 被 引 和 人 迷途 ， 不 怕 你 厌烦 ,再 次 强调 以 
下 事实 ; 积分 | f(z)az 不 能 定义 为 :F(8) 一 F(a) (其 中 也 是 了 的 
不 定 积分 )” (如 果 你 没有 发 现 这 个 说 明 是 重复 的 , 就 该 重读 第 十 三 


章 ). 


我 们 只 需 将 下 列 各 式 右 端的 通 数 简单 地 可 以 微分 ， 就 能 验证 
下 面 不 定 积分 简 表 中 的 公式 . 


CE 


fo 

[Bs = nz 一 1 

人 me= logz( 全 ae 为 简便 起 见 常 写成 | 这 本 表 中 
最 后 两 个 例子 用 了 同样 的 编写. ) 

| BEW 一 62 


sazar= 一 593 风 
seenar= Si 多 

| eeeeac= tany 

| eeztanra=eeez 


* 过 了 3 也， 


上 92 二 ATctan 玫 
Ez Aartrcsinw 
下 面 两 个 同样 性 质 的 一 般 公 式 , 是 关于 微分 的 定理 的 推论 : 
JtfCs)r gC) lar= (fCs)ae+t ear 


{ of(r)dr=0. | flz yas. 


这 些 等 式 的 意思 是 , 了 十 9 的 原 函 数 可 由 了 的 原 函 数 加 上 g 的 原 函 
数 得 到 ,而 ce* 了 的 原 函 数 可 由 了 的 原 函数 乘 以 。 得 到 . 
注意 这 些 公 式 对 于 定 积分 的 推论 : 若 了 和 9 连续 , 则 
[tf +96) de) Feat+| gdz, 
[ierf(s ar=ef f(s)g. 
它们 可 由 以 前 的 公式 导出 ， 因 为 每 个 定 积分 可 以 写成 相应 原 函 数 
在 ea 和 开 的 值 之 差 、 要 求 连续 性 是 为 了 要 知道 这 些 原 国 数 看 在 . 


(当然 , 了 和 ?9 只 是 可 积 时 这 些 公式 也 是 对 的 ， 但 这 时 证 明 将 更 加 
困难 . ) 


导数 的 葬 法 公式 产生 一 个 更 有 趣 的 定理 ， 它 可 用 多 种 不 同方 
式 写 出 . 


定理 1 (分 部 积分 ) 设 户 和 9' 连续 , 则 
|f9=f0 -ro 
reg(eaz=fz)gGz) 一 rz)r(z)am 
{fg a= fa)oCz| -Preg(oam 


《注意 在 第 二 个 等 式 中 用 z)g(x) 表 示 函 数 了 ,9.) 
让 本 了 学 


(0 一 P 十 8 
fr =(g)"'—fg. 


全 =| gy -Po 
而 f9 可 以 选 为 | (fg9) 所 表示 的 函数 之 一 ， 这 就 证 明了 第 一 个 公 
式 . 
第 二 个 公式 只 是 第 一 个 的 重 述 ， 而 第 三 个 公式 可 由 前 两 个 中 
之 尾 一 个 立即 得 出 ， 
正如 下 面 的 例子 所 说 明 的 ， 当 被 积分 函数 可 当 作 函 数 了 和 咽 
一 函数 的 乘积 ， 函 数 了 的 导数 比 了 简单 ,而 另 一 函数 明显 地 是 9 
的 形式 , 这 时 分 部 积分 法 是 很 有 用 的 . 
|Pecaz=zer 一 上 ea 


中 4 vy 
fg fg fy 
=we"—e”, 


|esinzdr=a(— cosw) 一 *{— cosw)ar 


y+ 4 + 4 + 
fg 了 9 fr 9 
一 一 必 CD8 六 十 Sin 区。 


应 用 分 部 积分 法 时 常用 到 两 个 特殊 的 技巧 .第 一 个 是 把 因子 
工 当 作 肯 数 9, 而 积分 中 总 可 以 写 因子 1. 


egzar= [i ， logsdz 一 zlogz 一 | {1/2) dx 


J $y yy 
yf gf yf 
=T(logr} — 
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第 二 个 技巧 是 用 分 部 积分 法 去 求 出 用 局 表 示 的 有， 然后 解 出 | 
下 述 计 算是 个 简单 的 例子 
[fas ‘logrdr= ogz: logz 一 | Go ‘logwdz, 


yy 1 yy yy + 
so” ff 9 了 了 9 
由 它 推出 
2|S1ogrds= (logw)? 
或 


/10gvax= Coge). 
常常 需要 更 复杂 的 计算 : 
(ersinzar= eT(—eosx) -|e*(— cosw)dy 


二 + + + 4 
fy f g fF y 
=—ereosx | ostadx 
了 
i 计 


一 一 6Y605 作 十 [= sinx 一 | Cinasz] 


vy + 4 
[7 
所 以 ， 
?je sinmdz = e*( sinm— cost) 
或 


fe Sin 必 二 如 (sing 一 coaz) 


。A26 


因为 分 部 积分 兰 的 是 确认 一 个 函数 具有 形式 多 ， 所 以 你 能 够 
积分 的 米 数 越 多 ， 成 功 的 机 会 就 越 多 ， 在 解决 主要 问题 之 前 先 求 
一 个 预备 积分 经 常 是 适当 的 ， 傅 如 , 如 果 我 们 记得 


jegzae=z(loga 一 作 


(这 个 公式 本 身 就 是 用 分 部 积分 导出 的 )， 我 们 就 可 以 用 分 部 来 积 
分 


[008e)’ dz = [aogm Qlogz)ar, 


+ + 
f 9 


我 们 有 
[og (logr)dr= logz[s(log%) 一 2] 
4 + + 4 
f 乡 了 了 9 
-|a Ag) [zs logx) —2* la 


+ 4 
fF g 


一 《1ogdY)LYClogz) —7] 
下 logx—1]adr 


= (loga) [x (log?) —£] —|iogadz 
+ 
=(logam)[s(logr) —%]—Lz(log%) 
—x] 十 #» 
=%(logw):—2w(logt) 十 2， 
最 重要 的 积分 方法 是 链 式 法 则 的 一 个 推论 .运用 这 个 方法 比 


用 分 部 积分 时 需要 更 多 的 技巧 ， 甚 至 方法 的 说 明 也 更 困难 ， 所 以 
. i 


我 们 将 分 儿 步 展开 这 个 方法 , 首先 叙述 关于 定 积分 的 定理 , 而 把 不 
定 积分 情形 的 论述 放 到 后 面 . 

定理 2 (替换 公式 ) 设 了 和 ?9 连续 , 则 
fp op 


EL 
人 repaw= fc) edz. 
ploy 和 


证 明 设 下 是 了 的 原 函 数 , 则 等 式 左边 是 Ftg(5)) 一 P(g (9))， 
另 一 方面 ， 
(Fog)'= (Feg) 9'= (f°9) 9 
所 以 Fog 是 (fe *9' 的 原 函 数 ,而 右边 是 
(Foo) 人) — {Fg) (9) =F(9(8)) —F(9(0)). 
应 用 赫 换 公式 的 最 简单 情形 是 认 出 已 知 函 数 上 共有 (f-9)9 的 
形式 ， 例 如 , 积分 


5 5 
| sin'weos zaz( 一 | (sin2)eos zdz) 


就 是 根据 因子 cosz 的 外 形 来 简化 ， 此 因子 将 作为 9《(z)(9Cz) 一 


sin2]; 余下 的 式 子 (aing)s 可 写 为 (9(z)5 一 Fr (C0) 二 5) 


因此 


| sinwooszds [20 in | 
” fw) = 
， ® . gy 
一 | fgg car = fen 
gn) 
-| du 一 2 加 si 


积分 | tanzdz 如 果 写 作 


» #28 


和 瑟 1 
| tanzd»= -| ny, 
a ja cosw 


也 可 用 类 似 的 方法 处 理 ， .在 此 情 现下 ， 因子 一 sinw 是 92), 这 里 
9(7) 二 cosw; 余下 的 因子 1/coaz 就 可 写作 fleos#), 这 里 (22) 一 
1/u。 人 的 此 


， = oosz 
| tanzar Jit | 


=-~ { ee)81 Cz)ao——| 


Fes) 
‘ 


fadu 
ptiay 
-全 Taw= log (cos0) — log (cosb), 
最 后 , 要 求 
| as 
aglogy - 
注意 1/z=Y(z) 这 里 8Z)=1ogY， 而 17logz= 放 9(z)7， 这 里 
了) 二 1/w， 因 此 - - 


» 1 g(x)=loger 
| a [pew 1 | 
= f(r) gry) fa 


logb 1 
-| —du=log (logh) — log (logo), 


loge 好 


幸好 , 震 换 公式 的 这 些 用 法 可 以 大 大 编 短 ， 中 间 步 台 , 很 容易 


取消 ， 其 中 包括 写 
|.fec))r(Gz)ae=| fade 


只 要 注意 从 左 到 右 
.e299 * 


全 4 替换 多 2 
用 du 替换 g'(z)adr 
(并 改 变 积分 限 ); 
可 站 接 按 原来 的 印 数 进行 替换 (说 明了 定理 名 称 的 由 来 )， 例 如 ， 
， 用 如 替换 sio 世 
| sin sooszds | oo 起 换 cos wax | 


Sio 和 贞 8 
一 号" 全 全 
sid 


类似 地 
一 sin 加 了 用 人 世 赫 摘 coszx 上 |- 1 
5 CosT 用 ds 替换 一 sinwadsx 
通常 我 们 把 这 个 方法 再 加 缩减 , 简单 地 说 ; 
“ 令 4=g(f) 
du = dr,” 


f 1 令 &= logx -la 
slogz dum dr 和 loga 时 


cosg 由 


因此 


本 齐 我 们 通常 对 原 函数 发 生 兴趣 , 而 不 是 对 定 积分 感 兴 趣 , 但 
若 能 对 一 切 5 和 5 都 能 来 得 | f(z)ax, 那 未 我 们 一 定 能 来 得 


[fe)as. 
例如 , 因为 
| sin'weoswdy -2 ig, 
则 有 
Jsinsweoenas = 过 . 
* 430» 


同样 
Jtanzaz= —log(cosr), 


人 一 =log (logr). 


从 替换 公 S 式 先 求 出 定 积分 再 得 到 成 图 数 是 很 不 经 济 的 ， 可 以 把 这 


两 步 合并 , 得 到 下 列 步 最 : 
(1) 令 
w= (7) 
du 一 gr)ds 
(这 步 进行 后 , 式 中 只 出 现 字母 %， 不 出 现 Z， 
(2) 求 出 原 函 数 (一 个 包含 芯 的 式 子 ). 
(3) 把 如 用 82) 替换 回来 . 
因此 , 要 求 | 
iiseeoszaw 
D3 
， 册 二 Bin 办 
du cosmdz, 
所 以 得 到 
， i au | 
《2) 求 值 . 
ms 二 村; 
fs du 


(3) 记 信 要 用 sinw 把 入 替换 回来 , 因此 得 到 


: | sineeeos 20Y 一 一 一 一 开工 < 


同样 , 若 1 . 


ce bien ire eh et en i 


FT > 


二 10g， 


did 
则 本 生变 成 且 ae=logw | 
因此 . lea 二 1og (108s). 
要 求 个 
邻 1 十， 
ed 
突然 出 现 的 因子 2 不 会 引起 什么 问题 一 一 积分 变 为 
到 人 可 = 于 logw 
所 以 
(Tf to). 
{这 个 结果 可 与 分 部 积分 配合 应 用 , 得 到 已 经 提 到 的 一 个 公式 : 


hi aretanmads= tarc tang— ez 


=warce tanx 一 二 log(1 +x2}. ) 


若 换 公式 “的 这 些 用 法 说 明了 最 直接 且 最 乏味 的 类 型 一 -一 


* 知 换 公式 经 常 写作 人 下 列 形式 
fewasm {fegcr g's, ws 
这 个 公式 不 能 从 字面 来 理 解 (华帝 ,fw)au 应 指 的 大 函数 而 | f(9 (z) )g’ (z) wz 


应 指 (fog)'g' 的 原 函 数 , 它 们 一 定 不 相等)， 但 是 , 它 可 以 作为 我 们 已 进行 的 步 费 的 符 
号 上 的 概括 . 如 果 我 们 使 用 来 布 尼 获 的 记号 ， 而 且 青 含 济 一 于， 这 公 苇 读 起 来 就 特别 
顺 当 : 


[from= fr 和 gags 
32 


屋 适 当 的 因子 被 确认 为 9 (x), 回 个 问题 就 简单 得 可 以 用 心算 做 出 
来 . 下 面 的 三 个 问题 只 需要 本 章 开 头 的 不 定 积分 简 表 所 提供 的 公 
式 ， 以 及 正确 的 替换 (第 三 个 问题 通过 代数 技巧 做 了 一 些 伪装 ). 


[3 

je od, 

[7 5 x. 
如 果 你 没有 顺利 地 授 到 正确 的 替换 ， 可 从 其 答案 (tanez) 16，ers 
和 arc sine* 狂 得到， 起 初 你 可 能 感到 这 些 问题 做 起 来 赤 困难 而 
不 能 艇 ,但 是 至 少 当 9g 具有 很 简单 的 形式 gz 一 az 十 时 , 你 写 出 
兰 换 不 应 化 费 好 多 时 间 ， 下 面 的 积分 应 当 很 清楚 .、( 唯 一 的 麻烦 
是 将 常数 放 在 适当 的 位 置 ， 第 二 个 的 答案 是 es*/3 还 是 3eaxy 我 
总 是 这 样 地 来 注意 这 些 问 题 ， 很 清楚 | exdz=e*.( 某 个 东西 ). 如 
果 微 分 F(z) 二 en", 就 得 到 到 (z)= 3e**， 所 以 * 某 个 东西" 应 是 二， 
以 消去 3.) 四 四 


dx _ 
2 log (z+ 3), 
{ea = 
3° 


[eos La 
人 oz+Dez= 一 


[用 arctan 2 

1 2 . : . 
- 当 因 子 9(f) 不 出 现时 ， 桂 换 公式 的 使 用 比较 有 趣 ， 这 时 有 

闹 种 主要 的 替换 类 型 会 磁 到 ， 先 考虑 :.:，  ， 


[2 
i—e 


式 时 的 显眼 的 外 形 提示 出 简化 替换 
部 二 @7， 

dt = er dr, 

尽管 式 erez 没 出 现 , 但 总 可 以 加 进去 : 


1+e” l+e* 1 
[r= si = 二 一 672 


所 以 我 们 得 到 
人 
I 一 吉 
此 式 可 通过 慌 数 技巧 来 计算 
下 =| = —21og (1 一 说 十 toga 
所 以 


j 汪 所 3 一 21og(1— e7) 十 loger= 一 21og (1 一 es) 十 区 


有 -个 代 蕉 的 更 可 取 的 方法 来 处 理 这 个 问题 ， 它 不 需要 用 。” 
来 乘 和 除 ， 如 果 我 们 写 


如 一 6*， T= logs, 
dx— Ldy, 
如 . 
则 


[se dy 立即 变 成 人 as aa 


如 果 利 用 4 表示 xz， 用 dw 表示 dz 这 种 技巧 以 代替 相反 的 做 法 ， 
则 大 部 分 的 替换 问题 会 更 容易 一 些 ， 不 难 厦 出 为 什么 这 种 技巧 总 
是 可 行 的 (只 要 用 4 表示 4 的 沟 数 在 所 考虑 的 问题 中 对 所 有 的 2 


都 是 一 一 的 ); 如 果 我 们 用 替换 
,43 了。 


w=(72), 一 gt) 
dz (9 (wu) du 
于 积分 
{fC9c))az, 
得 到 站 
C1) 人 foo GD (eau. 


另 一 方面 , 如 果 我 们 应 用 直接 的 起 换 


4=(7) 
du= (TY 
于 同一 积分 ， 
[Fec?paz= f(g) vty" sa, 
我 们 得 到 


0) ff per 
因为 (gD "(wD) =170 (9 0)), 所 以 积分 (起 和 (2) 是 恒 等 的 . 
再 举 一 个 具体 的 例子 , 考虑 
四 2 
[yr 
在 此 情况 下 我 们 彻底 地 用 一 个 字母 代 换 整 个 式 子 Ve 十 1. 因此 
选取 替换 四 
.一 1 
we 二 1， 
W:—1=e”, we= log{w:—1), 
d= 
此 积分 就 变 成 
* 3 


Pe ie 


户 二 下 5 Da —2u. 


就 


因此 


ert+l1 
另 一 个 例子 说 明 可 能 出 现 芍 第 二 种 主要 的 替换 类 型 ， 它 是 


{= 


积分 四 
| wear 
在 此 情况 下 ， 不 是 用 一 个 简单 式 子 代 状 一 个 复杂 式 子 ， 而 是 用 sin% 
代替 x， 因为 VI 二 sin3 了 w= sost， 这 实际 上 表示 我 们 用 了 替换 
证 一 arCegsitt 加 ， 但 现在 是 用 公 表 示人 区 的 式 子 ， 它 有 助 了 我 们 求 出 蔡 换 
dz 的 表达 式 , : 菩 陛 - 
令 z=sing, [w=arcsin] 
dx = eosudu; 

此 积分 于 是 变 为 | 
人 ai 二 oo 二 oa 
求 这 个 积分 需 靠 公式 


1 + cos2t 
Coa Wa 


i 见 下 面 三 角 孙 工 的 讨论 ) 因此 
Jeosr wau= [Pau = 疙 十 血 2， 


而 


一 二 _ are sin% | sin (2arc sin?) 
_ arcsiiw 1 . ， ， 
一 一 了 十 却 sin {arc Si 从 ) 0O8Y BID 二 Si 元 )》 


» ?36 。 


-+ 到: [一半 


替换 和 分 部 积分 仅 是 我 们 必须 学 习 的 基本 方法 异 此 可 以 求 
出 许多 函数 的 原 商 数 ， 但 正如 我们 举 的 一 些 例子 所 示 ， 还 须 依 靠 
一 些 附带 的 技巧 才能 成 功 ， 其 最 重要 的 列举 在 下 面 ， 运 用 这 些 技 
巧 应 能 积分 习题 1 一 了 中 的 所 有 函数 ( 共 他 一 些 有 趣 的 技巧 在 其 会 
的 一 些 习题 中 解释 ). 


1， 三 角 函 数 
因为 
i ein tr 十 pos 扩 一 1 
且 
C082Y 一 co0s2m— sin?2w, 
我 们 得 色 


cos3r 一 os 和 一 (1 一 eoszz) = 200st4— 1, | 
cos2rt= (1— sin:w)— sin:%=1—2sin’2, 
sintz 一 一 co 人， 
cos3 一 于 凸 cos2r 
. : . - 2 
些 公式 可 用 于 积分 
eeam 


{eos"war, 


加 入 这 时 的 n 半 名 数 的 诺 ， 以 


— C082W m1 cos2m 
2 或 名 


代替 sin 吕 或 coatz 可 得 到 包含 cos 较 你 次 矫 的 项 的 和 ， 例 如 ， 


| 4203 一 js ma a 


+ 了 [oo 2 


四 fs ppdr [Ee 
如 果 是 奇数 ,n= 二 2 十 1 则 

| am"atz= sing — oo08s) dr; 
等 号 后 面 的 式 子 梯 出 后 , 包含 sinzecos'z 形式 的 项 , 所 有 这 些 项 都 
容易 积分 .cosrz 的 积分 以 类 似 的 方法 处 理 ， 积 分 

{sin "peos "weds , 

若 刀 或 徊 是 奇数 可 以 同 法 处 理 ， 和 如 # 和 姑 都 是 候 数 , 可 用 sintz 和 
cosw 的 公式 . 


最 后 的 一 个 重要 三 角 积 分 是 
_l dr= aer mdr= log{(secs| tanx). 
Cos 


尽管 随便 依靠 哪 种 已 有 的 方法 (第 10 题 ) 都 可 “推导 ”出 这 个 结 
但 是 把 右 端 微分 以 验证 这 个 公式 是 最 简单 的 ， 并 记 住 这 一 点 . 
2， 递 推 公式 

分 部 积分 得 到 (第 17 题 ) 


{si 9 40 一 一 工 3in" lweosw 十 ?一 
名 


in -ade, 


1 


| axdzr 一 工 toa" lzFsinw 十 其 一 
让 bi 


{eos "sre, 
1 ， 2 一 3 1 
[et = 丈 二 二 和 [ea rz, 


及 许多 类 似 的 公式 ， 反复 运用 头 两 个 公式 可 给 出 一 个 求 sn 成 
3 


sos"z 的 原 国 数 的 不 同方 法 ， 第 三 个 公式 对 于 积分 很 大 一 类 国 数 
是 很 重要 的 , 这 使 我 们 的 讨论 趋 于 完善 . 
3， 有 有 理 函 数 
讨论 有 理 函 数 pjg, 这 里 
PT) = Gm" Gn m1 十 + 二 0, 
Tr = br Ti bt" 1 bo, 
我 们 可 假定 694==1， 此外， 我 们 可 假定 #< 过 mm， 否则 我 们 就 可 
以 用 除法 把 p19 表示 为 一 个 多 项 式 国 数 加 上 一 个 这 种 形式 的 有 理 
函数 (例如 ; 
t+ ). 
任意 有 理 函 数 的 积分 依靠 两 个 事实 ; 第 一 个 从 “代数 基本 定理 ” 
(多 第 二 十 五 章 定理 2 和 习题 二 十 五 ， 3) 得 出 ， 但 第 二 个 将 不 在 本 
书证 明 ，, 
定理 每 个 多 项 式 函 数 
(T= Br" 十 "二 be 
能 写成 一 个 乘积 
qT) = (了 一 GD 一 一 
(22 十 月 和 十 和 
《这 里 让 十 十 75 十 2(81 十 二 #81) 二 mm》 1 
《在 此 式 中 , 相等 的 国 式 已 归并 在 一 起 , 所 以 ; 所 有 的 x 一 &, 和 
2 十 用 ;x 十 Y; 可 设 为 不 同 ， 另 外 ， 我 们 假定 等 个 一 次 因 式 不 能 再 分 
解 因 式 ， 这 表示 
Bi—dy,<0, 
否则 我 们 就 能 分 解 - 
巡 十 有 im 二 re=|[ 汪 = 人 和] | 一 = 有 = 他] 


为 线性 因子 )， 
» 439 . 


ri 一- a 


定理 设 %< 太 且 
PX)=0 + T+ 二 to 
T=4" 二 1 十 … 十 Bo 

= (0) (ERA Rt yp) mt Prt pt, 
则 2X)/q(#) 可 写 为 


P22 =| Gi + 


2 [tz—o) (人 一 GD 
Gps1 es His 
+| + 十 《人 一 如 二 | 
BE Cn bie C0, | 
+ “ttprtv 十 
| Byte 必 十 , Bat Coa, | 
ther py) ry 


此 式 称 为 KY)/atz) 的 “部 分 分 式 分 解 ”, 它 太 复 杂 , 看 下 面 的 
一 个 例子 比较 简单 一 些 ， 此 例 说 明了 这 种 分 解 式 及 其 求法 ， 按 此 
定理 , 可 写 出 


2x7 十 8xe 十 13o 十 20x4 -十 1523 十 16z2 寺 7 十 10 
和 z+ 1) (r+ 2x+2) (— TD 


+ + ew+d 十 一 extf gw 十 思 
rl) z+2r+2 mtr 二 i 十 7 到 十 2 十 条 2 


为 了 来 由 os be， 6,f, 9 和 所 各 数 , 要 把 右边 写成 公分 母 (2 十 % 
十 1)*(z 二 24 十 2) (% 一 1)? 上 的 一 个 多 项 式 , 分 子 为 
a(r—1) (2 二 22 寺 23 (2 十 wp 十 2)? 十 B08 十 22 二 2) (2 十 2 十 33 : 
+ (ext (rm—1) (rw+1):+ (ert (一 1)2(82 十 27 十 2) 
(22 十 他 十 二 7 十 ( 8 人 十 丙 )《 它 一 )2fz2 十 20 十 2)， 
真正 把 此 式 乘 出 来 (0 就 得 到 一 个 8 次 多 项 式 ， 其 各 项 系数 是 
9 …, 天 的 组 合 . 这 些 系数 应 与 2p7 十 8zs 十 13z5 十 20z4 十 1525 十 162s 
十 7z 十 10 的 各 系数 相等 (zs 的 系数 是 0)， 由 此 得 到 8 个 包含 八 个 
未 知 数 w …:, 瑟 的 方程 式 ， 经 过 不 厌 其 烦 的 计算 能 解 出 ， 
- A440 ， 


a=1,8=2, c=1,d4=3, 
e=0,f=0,9=0,=1. 
因此 


2m1 82 十 13z* 十 2024 十 15w3 十 16x2 十 7 必 十 和 4 
《2 十 人 十 1 十 28 十 2)( 人 一 1 
-est le orto jet ra 
‘在 较 简单 的 情况 下 , 这 种 必需 的 计算 是 实际 可 行 的 ， 我 是 从 部 分 
分 式 分 解 着 手 , 把 它 变 为 整个 分 式 才 得 到 这 个 特例 , ) 
我 们 已 能 租 求 上 式 申 的 每 个 积分 ; 这 些 计算 将 说 明 有 理 函 数 
求 积 分 时 出 现 的 各 种 国难 ， 


头 两 个 积分 很 简单 ; 


1 ， _ 
[ez=lgc-D. 

. .2 jw 二 一 2 

|e zl 


第 三 个 积分 要 上 党“ 配 平 方 ”; 


1\* 3_3 
?十 你 十 1 二 “+ 去) 十 本 = 本 一 一 


(者 我 们 得 到 一 生 而 不 是 3 那 就 不 能 取 平 方 根 ,但 在 此 情况 下 , 原 


二 次 因 式 已 经 能 够 分解 为 线性 因 式 之 积 .) 现 在 可 写作 


J 


(a 


四 


替换 


人 一 JJ 和 
了 . 
4 4 
| er Ed 
此 积分 吊 上 面 得 出 的 第 三 个 递 推 公式 可 以 计算 ， 


把 积分 变 为 


最 后 , 求 积 分 
省 十 了 
嫩 十 27 十 2 
我 们 写 
xz 十 3 1 2 十 2 2 
人 Dn 3+ | 
右边 的 第 一 个 积分 有 准 写 作 那 样 ,以 鲁 用 替换 
可 一 全 二 28 十 2 
du= (2¢+2) 6s 


来 求 积 分 ， 洗 边 的 第 二 个 积分 恰 是 另外 两 个 积分 之 差 ， 它 就 是 
2arctan (x 十 1)， 如 果 原 来 的 积分 是 


2x+2 2 
,+3 2 ,2+2 ao 2 
| 去 Tora 于 | + rarnrrrm, 


右边 的 第 一 个 积分 仍旧 可 用 同样 的 替换 去 算 ， 第 二 个 积分 用 递 扒 
公式 去 计算 . 

比例 或 许 使 你 认为 有 理 函 数 的 积分 只 是 在 理论 上 塌 义 重 大， 
而 实际 难以 进行 , 特别 是 因为 ， 在 开始 之 前 就 需要 把 4(z) 分 解 因 


式 . 这 仅仅 是 部 分 正确 .我 们 已 经 看 到 有 了 时 会 出 现 简 单 的 有 娃 函 
.42 。 


ee 


数 , 如 在 积分 


l1+e” 
工 一 6 


之 中 } 另 一 个 重要 的 例子 是 积分 
1 1 


[Ew 上- eic- 一 ]) 一 去 1og (s+D. 
另外 ,如果 一 个 问题 已 归结 为 有 理 函 数 的 积分 , 那 末 一 定 存在 初等 


原 函 数 , 即使 分 母 的 因 式 分 解 有 困难 或 不 可 能 , 无 法 把 原 函 数 明 显 
地 写 出 来 时 也 是 这 样 ， 


习 题 


1、 环 题 所 包括 的 积分 主要 要 求 代数 运算 ， 因 而 只 是 检验 你 运用 代数 技巧 
的 能 力 ， 而 不 是 看 你 对 积分 过 程 理 解 得 如 何 ， 然 而 所 有 这 些 技巧 都 可 
能 是 真正 积分 中 一 个 重要 的 预备 步骤 . 另外 ， 对 于 哪些 积分 是 容易 的 ， 
你 要 有 所 感觉 ， 以 至 于 你 能 看 出 积分 过 枯 的 线 结 就 在 眼前 ， 答 案 部 分 
《如 你 想 参 考 它 ) 只 提示 你 应 当 使 用 秆 么 样 的 代数 技巧 。， 

Ci (Ha. 

, 民 

Ci) | 

(ii 人 tt a 


Civ) (a. 


(v) tanszar。 (三 角 积 分 总 是 很 难 办 的 ， 因 为 有 那么 多 的 三 角 拓 移 


式 , 使 本 来 是 很 容易 的 问题 看 起 来 很 难 , ) 

(vi (se 
《ii (zs 

s fF 


《vi 上 Ts 


cb [et 
{Xx) [aa 
2. 下 列 积分 含有 简单 的 替换 , 其 中 大 多 数 心 算 就 能 作出 来, 
0) Jer sinesas, 
(i) jze-”ax， 
iii》 (E24z，( 在 正文 内 曾 用 分 部 法 作出 .) 
Gv) js 
(vy) 站 ee 
ci | 
(vi (Sr. 
(viii) IrvIER de, 
{ix} jog (ost) tan zd 
(x) | dy, 


Elog+ 


3， 分 部 积分 : 
ti) 1zze2cor 


(fi) eraa. 

《iii) eos sin body 

(iv) f= in zdr, 

(v) Qogs) sax. 
二 型 礁 导 考 


(vi) ee Cogs gs 

(vii) secrzdz。 (这 是 经 常会 姓 到 的 淮 办 而 又 重要 的 积分 ， 如 无 
:车 计 算 , 可 参阅 符 案 .) 

《viiy (cos oogmax 

(ix) J/ Flogadz. 

(XxX) lx(tlogs)* dr. 


.下 烈 积分 金 可 用 替换 x*= sin#，z 二 c08g 竺 作出 。 作 有 些 顾 皮 时 , 必须 
记 住 
jsee rdr=log (sec + tan 2) 


和 - ， 
fese WHT = 一 log (cse s+ cot 3) ， 


后 者 用 机 分 即 可 验证 ， 另 外， 在 这 里 ， 各 种 三 角 函 数 的 导数 都 应 运用 
自如 . | 站 


人 | 经。 ( 休 已 经 知道 这 个 积分 了 ， 但 使 用 替换 2 一 sin# 作 一 
下 , 团 看 它 是 怎样 作出 来 的 .) 
《ii 亿 且 二 《 因 tanze 十 1=secttt, 绩 用 zy 一 tantt 替换 .) 


(im 信 且 (答案 是 本 书 提 得 很 少 的 某 个 区 函 孝 ,》 


中 
mm (mE 
; dx 
‘vl) EM 


cvib) fe ads. - 四 
(须要 回忆 sin 和 cos 的 奢 的 积分 方法 .) 
Cvii 人 /Iar， | 


人 


(ix) 人 于 ex 


(Cx) (aie. | 
5， 下 列 积分 包含 各 称 业 型 的 着 换 , 必须 灵活 运用 ， 不 过 有 一 艇 规律 可 循 : 
营 换 出 现 多 次 或 很 奕 出 的 式 子 ， 若 出 现 两 个 麻烦 的 式 子 ， 设 法 利用 菜 
个 新 式 子 表示 这 两 式 ， 不 要 忘记 直接 用 4 表示 x, 来 出 dz 的 适当 的 天 
换 式 常常 是 有 益 欧 . 
。 人 
0 | 1 十 ww3 
。， 可 
0) J7F+T 
。 三 
(im | 和 汪 ，( 梦 换 #= 6* 导致 一 个 还 需要 另 一 痊 换 的 积分 : 这 完 
.全 是 正确 的 , 但 请 个 替换 可 以 一 次 完 友 . 》 
{V) er 


-+tans 


(人 党 条 (一 个 参 欣 可 以 硕 两 个 替换 用 的 又 一 副 ) 


,fds 十 1 
Cvily {ie 
(vii) 【evsas， 


(ix) ze。 (在 此 情况 下 最 好 连续 用 两 个 替换 ， 第 一 次 郝 换 可 


有 两 种 选择 , 哪个 都 行 , ) 


ooT 强 各 


§， 前 题 中 只 是 惕 然 出 现 一 些 有 理 函 数 的 积分 , 本 题 却 是 系统 选择 的 ， 


。 232 十 了 和 一 上 
名 | 
[241 
— id. 
Ci) | 有 机 
-446 。 


*7. 


7 

iD | GS— DTT1y 
2Xx1 十 人 十 1 

{iy 7) | 


0% Es 
za 二 xz 十 2 
(VY) | 二 
1 372 十 3x 十 1 
(vi 全 和 
(id) [eT 


。 2x 
(Ix) es Fs 


3x 
(x) [er 
杂 题 ，( 不 受 任何 限制. )} 下 列 积分 包含 前 面 溃 稻 所 有 方法 。 
0) | a. 


YaTC tan x tan x 
(i TE 


(iiiy 人 
(iv) frlogv TFs, 


rr? — 1 1 -| | * 
(人 iv 


{viy jare inw x qx, 


(vii) 上 Fm dx 
Cviih) Nene RD Sin eg, 


{ixy JR 


XX) ij 【要 把 .ze 十 1 分解 因 子 * 先 分 解 六 十 1, 用 习题 一 , 1.) 


5 
» 7 


38， 如 已 作 过 习 是 十 七 ,7 则 第 4 题 的 (说 和 (ii) 看 起 米 就 很 熟知 了 ， 一 
而 言 ， 蔡 换 *=cosha 对 包 侣 vw 一 1 的 积分 常 是 很 有 用 的 ， 同时 
Y= sinh ta 可 用 于 包含 vA 如 十 1 的 积分 ， 把 这 些 替 换 式 用 于 第 4 题 的 共 
他 炽 分 上 ，{ 叱 方 兴 其 实 并 不 受 欢 饼 , 用 三 角 替 换 较 易 处 理 ,) 

*9， 世 上 最 微妙 的 替换 无 异 是 


=tan3， t=2arotan#’ 


号 
Tt 
正如 我 们 在 习题 十 五 , 16 中 得 出 的 , 这 个 替换 导出 西式 
2 _ 1 让 
FR TIF 


于 是 此 将 换 把 只 包含 由 加 ， 汪 和 除法 联结 起 来 的 sin 和 cos 的 任何 积分 
变 为 一 个 有 理 冰 数 的 积分 ， 求 


QD [二 ，( 和 和 题 1(vii) 的 答案 比较 .) 


(i 全 于 55，( 此 处 最 好 令 4 二 tan 为 什么 1) 


23x 


i) [mipcosz” (还 有 另 一 方法 可 作 此 感 ,用 习题 十 五 ,7.) 
(iv) (sin*zgz。( 此 练习 使 你 深信 这 种 替换 只 是 “ 没 办 法 中 的 办 法 ".》 
(Ww 3 于 mz 《 没 办 法 中 的 办 法 ”.， 
*10， 用 下 述 两 法 推导 | seosae 的 公式 : 

{a) 通过 部 分 分 式 分 解 显然 可 得 下 式 


1 oosy 
88 COST 

COS 

了 一 sin:w 

__ 1 coosr | 
2|1+snz 1—sinzy 


须要 注意 [eosz/(1 一 sinz) dz 一 一 log (1 一 sinz); 负 号 是 很 重要 的 ， 记 


住 方 log a 二 log MV， 此 局 , 继续 作 代 数 迁 算 , 孝 就 要 靠 技巧 . 
时 村， 


(b) 通过 使 用 替换 t=tan s/2. 再 次 需要 少量 的 运算 指 答 案 散 成 所 要 
求 的 形式 ; 式 tamz 可 利用 习题 十 五 ，8 来 着 手 进行 ， 或 者 两 个 答案 都 


用 + 来 表示 .对 于 secsdzx 还 有 一 个 式 于 , 它 没有 log (seez-Htanz) 那 
样 麻烦 ; 利用 习题 十 五 , 8, 我 们 得到 
1+tan* 


se Xx log | 引 一 logftan( 他 + 于 让 


最 后 的 这 个 式 子 实际 上 是 先 发 现 的 , 它 不 是 由 于 数学 家 的 聪敏 , 而 是 历 
中 上 的 碍 遇 : 1599 年 菜 特 (Wright) 计 算 过 航海 用 表 , 它 相当 see 的 定 
积分 表 ， 当 第 一 个 正切 对 数 表 产生 后 ， 这 两 个 表 的 对 应 关系 立即 被 注 
意 到 了 (但 直到 微 积分 发 现 后 才 得 到 解释 ). 

1， 正 文中 所 给 出 的 |e* sinzdz 的 推导 似乎 证 明了 f(z)=e*sin4 的 唯一 的 
原 函 数 是 卫 (+) 二 et (sinz 一 co092)/2， 煞 而 了 (7)=e*(sinz— coo) /2 
十 C 对 于 任 半 数 CG 也 是 一 个 原 阔 数 . CG 是 从 哪里 来 的 ? (等 式 

erginsdx=e* sinz-.ercosz— fer sinzds 
是 什么 意思 ?) 
12.，(a) 使 用 在 解决 log 和 sretan 的 者 分 问题 中 用 过 的 同 祥 的 技巧 来 求 


fare Sin sar, 


1—tan 


一 


*(b) 推广 这 个 技巧: 用 |T(z)dz 求 | 了 -KKz)az。， 与 习题 十 二 , 15 和 十 四 ， 
10 做 比较 . 
13，(a) 用 两 种 不 同 的 方法 求 | sn zdz。 先 用 过 推 公式 ， 然 后 用 sinx 的 
公式 ， 
(b) 把 两 个 解答 结合 起 来 得 出 一 个 令 人 印象 深刻 的 三 角 恒等式 ， 
4， 用 | 0oga) -ar 表示 | iog (logz) dx、，( 两 者 部 不 能 用 初等 函数 表示 . ) 


Pe] 


15. 用 | ea 表示 (areax. 
16， 证 明 函 数 成 z) 一 wz/fesz 十 和 十 芒 有 一 个 初 移 原 国 数 ， (不 要 企图 二 求 
出 它 !》 i 
9 


i 


i?, 


18. 


#19. 


20. 


21. 


22, 


33， 


24. 


证 明正 文中 的 递 推 公式 ， 第 三 个 递 推 公式 写作 
| 
人 1 十 中)” NT) ta)" 
并 把 这 最 后 的 积分 继续 算 下 去 ，( 也 可 以 应 用 替换 w=tan 4. 》 
求 出 下 列 两 个 积分 的 递 推 公式 ; 


(a) (ererar. 


(b) | {og®) ndr, 


证 明 
— sheen 4 
全 AAA 了 二 1 ~ 
(这 个 计算 的 意 艾 见 林 题 十 -已 ,4.) 
证 外 


fz)ae=[ fot da dr. 


(几何 解 驮 可 使 打 显 然 , 但 对 于 在 替换 时 积分 限 的 处 理 也 是 一 个 极 节 的 
练 避 : ) 

证 明 半 径 为 >* 揭 区 的 面积 为 rr 《自然 你 必须 记 住 z 定义 为 单位 圆 的 
面积 .) 

用 归纳 社 和 分 部 积分 社 推 广 习 题 十 四 , 6: 


人 0 "ty -人 (六 (人 全 fet Yat Yan 让 Ja 


[9 
设 产 在 fa, 杂 上 是 连续 的 ， 用 分 部 积分 法 汪 明 歼 县- 贡 由 格 引 理 ， 对 于 
了 有 


生 
Tim| KGt)sin (A dt—0. 


此 结果 正好 是 习题 十 五 , 25 的 壬 殊 情况 ,但 可 用 来 证 明 将 交情 况 { 获 曼 
- 勒 贝 格 引 理 在 习题 十 五 , 25 中 曾 由 了 是 阶梯 函数 的 特殊 情况 旱 出 ,这 
里 . 用 与 此 见 乎 模 同 的 方法 ). 

证 明 下 列 对 二 广义 积分 的 分 部 积分 的 表示 式 


{Cara uo {vv yas. 
省 边 第 一 项 的 记号 自然 是 措 


4 学 5 人 0 。 


a 


+25.。 


426. 


Tmu(z)o( £)—uta) 站 (0 。 
在 分 析 中 基 重 要 的 函数 之 一 是 本 函数 ， 
Tz) 一 | ed 


{a) 证 明 若 £0 是 广 六 积分 (TI) 是 确定 的 . 
tb》 用 分 部 积分 {更 确切 些 , 前 是 中 广义 积分 的 形式 ) 证 了 明 
T(st+D) =aT (7). 

(ce) 证明 本 (1)=1, 由 此 推论 对 于 所 有 自然 数 号 T(x) 一 (n 一 由 1 
因此 十 活 数据 供 了 一 个 “插入 ” 诸 信 #1 (5 为 自然 数 ) 的 过 续 函数 的 

简单 例子 ， 当 然 有 无 限 多 个 连续 邱 数 了 满足 了 (一 人 # 一 1 全 甚至 有 

无 恨 多 个 连续 国 数 了 了 对 于 所 有 yz0 席 是 了 (z 十 四 一 zz) 但 是 ， 工 

函数 有 重要 的 附加 性 质 , 即 log 。 术 是 西 的 ， 这 是 表示 这 个 函数 极端 光 

谓 的 一 个 条 件 ， 由 贻 若 德 获 尔 (Harala Bohr) 和 琼 尼斯 ' 莫 来 鲁 普 

(Johannes Mollerup) 推出 的 一 个 美妙 定理 指出 : 本 是 具有 log of 四 

的 .1)=1 和 fz 十 1) =zf(Y) 的 唯一 函数 见 殿 参 考 的 建议 读物 ， 


(a) 用 | sin*zdz 的 递 推 公式 来 证 申 


#1 , | 
| sin nadr=2 | SIN"™ rar, 
0 Jp 


tb) 接着 证 明 
Eien ds 2 4.6. 2 
jm YT 
3 1 3 5 2n—1i 
立 凡 一 一 ,一 ,二 ， 二 .+ 
snmwdr- 子 ' 诗 '3 6 
由 此 得 到 


(cj 证 明 这 式 中 两 个 积分 之 商 在 1 与 1 十 1/2# 之 阅 , 由 不 净 式 
» 451. 


EE A dn 


0 Sin it1XsE Na Sin NN Om 
开始 进行 ， 
此 结果 证 明了 这 个 鸳 积 

2 


1 


2 外 2 

2%—1 2n+1 
可 尾 意 接近 /2， 它 通常 写作 无 穷 委 积 ， 即 熟知 的 瑟 利 斯 (Wallis) 
梁 积 : 


2.4,.4.6.6.. 
3 85 5 7 


《9d) 井 证 明 飞 积 
1 4 
NR 1.3-5. (28 一 1 


可 任意 接近 /元 ，( 此 事实 用 于 下 一 古 和 习题 二 十 关 , 18.) 
**27. 这 是 个 惊人 的 事实 , 即 : 普通 积分 | fz)dz 不 能 计算 的 情况 下 广义 积 
分 | 7)az 却 经 党 能 计算 . 对 于 | ”da 没有 初等 公式 , 但 我 们 却 能 


准确 地 求 出 | eax 的 值 ! 有 许多 求 这 个 积分 值 的 方 涯 ,但 大 多 数 需 


要 商 竺 技巧， 下列 方法 包含 了 相当 的 工作 量 ， 但 是 没 育 你 相知 道 的 
事实 ， 


(a) 广 明 
"a1. 2 4.,. 2n 
TT 
» 1 _x 1 3 2n—$ 
| oo 于 2n—2" 
(这 可 用 递 推 公 式 或 适当 替换 , 结 # 合 前 题 即 可 作出 . ) 
(b) 用 导数 证 明 
1 一 ai<e-n， 0sx 二 1， 
-es 1 
.更 TT Or. ， 
《c) 对 这 些 不 千 式 的 次 畴 分 别 从 0 到 1 和 其 0 到 忆 求 积分 名 后 用 
， 赫 换 # 一 mr 证明， : . - 


452 。 


{d) 现在 用 习题 站 (5 证 明 
- A 
foe y ‘dy= ee 


**328. (4) 用 分 部 积分 证 其 
[We — 0s rt “saz, 


并 推论 | (ainz) /zds 存在 . 《用 去 边 来 研 究 go->0*+ 时 的 极限 ， 用 


有 边 求 3 一 co 的 极限 ,) 
《b) 用 习题 十 五 31 来 证 明 , 对 任何 自然 数 有 


(c) 证 曙 
加 1 2 1 
eh) 

提示 : 根据 习题 十 五 ,2(vD， 括号 中 的 式 于 是 有 界 的 热 后 应 用 歼 受 - 


新 贝 格 引 理 ， 
(d) 用 着 换 = 一 ( 4 十 记 ]t 和 (bb) 来 证 明 


fs 一 世 . 


可 2 
29.。 ta) 用 禁 换 + 一 磋 来 证 明 
TCD 二 | ar 
{b) 求 [{( 去 ) 


了 


Fe rep ,BF 产生， 一 一 下 人 He 


选 题解 答 
1l. (i) CR AT 十 拉 Ha 
Do! Nt 
Va i 2 
(ii) (ees*e*) /ee e te-n, 
(iv) ar/b’— (a/ DerlogeD, 


(Vv) ti 和 = geoiz—1, 


1 
2 
人 vi) oo 
Ft (TY 
1 
， 1 a 
CD Ves Vi (2Y 
. 店 ， 
(viii) nr 1 me 2 — gee rtans. 
Tans I cgi 一 
,Barort4 oo, $6 
(ix) 一 2 二 2 十 5 


1 1 
M2r— 2 1— (sO—1)?" 
2. (i) —oose’, 《 令 #=67.) 


iiiy eg2 ( 令 4=logx.) 


(WV) er 【全 人 一) 
(vii) 2evs， (从 ww TY.) 


(ix) 一 Seo ( 令 #=log (coszy 


(x) 


3， 柱 》 eraz=se 一 | azerdz=zre< 一 [2ze 一 21e*ax] 
=Te* De | 
(iiiy 我 们 有 
je sinbzdr = Ss Deescogbrds 
各 如 


全 人 9 了 。 


eSinbe bie”ocosbr Se eer(— sinbs)de| 
并 如 二 | 
所 以 
gf oat — 性 ol CE 
fe sin brde = 十 更 sinbr 冯 e+ oO8br, 


《vw) 用 正文 中 结果 
| Oogs) ?dr—#(logs)? -25 (logs) + 22, 
我 人 有 


| (jegz)agz 一 [zflogga* 一 2(logzy) 十 2z]logz 


-| 二 [x(loga):— 32(10g7) + 2r]dr 
=x{(logz)?— 2r(logr)?+2rlogr 
~| (ogs) dr+2[zlogz—z]— 2% 
=x(logr)?—25rlogz) ?+2rlory 
. —[z(logz)?—2rlogrt+2r] 
+2[slogs—# —27 
一 2(1og23 一 3e(logzjz 十 6zlogz 一 bz。 


{vii) |seosrar= {see2% (see) de, 
~=iantseor— |(an «) (secex tan a) dr 
—tanssecs— [secwtsee's—1) dx 


= anzgecz— [aee: sdr+ {se Tax, 
所 以 


{see xdz = [an ters log (Cgee xs- tan 好]。 


和 
(ix) 人 Jogzdz logz- 全 sd 


435 


ee 


4 《ii) 仿 = BD dr 一 06845， 原 积 分 变 为 
COGWAY 

~ Sin:u 

ii) 人 z= se6tt GT 一 see stangds, 原 积 分 变 为 


Seeitanaitgas 
A aee2 可 一 】 


-es=s<aresnz 


=| se sat = log (secttan 入 


=log (f+vV2 —1), 
CV) 令 5 二 S00 dr 二 008wdw， 原 积分 变 为 
| .Coody 


Er er Csc Hdy= 一 log (csc + Cot u) 


: -—ve(4+ EE) 
(viiy 令 #== sing, dr 一 0084dt， 原 积分 变 为 . 
[sinssco0w) ooowdu— { sin*ucosrmadu 

=| (gin sg) (1 — CO8:Y) Co8 4du 


=|(sinw (Co — O08 ‘0) 


3 5 
也 斑 
= -QQ 
了 


{iz)》 令 一 tan WW dr 一 sendg, 振 积 分 变 为 ， 
Jseousee? udu= see du 
= 六 [tan usees 十 log (sees 十 tan #) ] 
《 控 习 大 3fviiy)》 
一 了 [zsvi 干 下 十 log (s+ TT )], 


5 (fi) 令 &= MFTI，z= 久 一 1, 一 2udu, 厌 积分 变 为 
» 


e210 


=24—2log (I+ =2v #1—2l0g (lv rt 1). 
《ii 全 革 = 必 1 客 二 6, 9 一 Gu du. 人 


| 一 了 
| oe riety 


一 20z 一 3 好 十 6 一 6log (wt+1) 
| -6log (8 二 +T， 


(VY) 令 g 二 tan ww 二 aretan 4, dr 二 一 ， 原 积分 变 为 


ty 

me 2 

(二) 2 二 1 十 拓 
Gu 1 2udi 


2+ IJ 十 让 


| 
1+u: 


1 
= G+ 一 一 10108 {1+w» 十 号 aretang 


一 言 log (2+tans) 一 -二 18 {i 十 tan? EE + 


(vid 入 # 一 22， «= bog/ bes. dr= Meiea . 原 积 分 变 为 


ly wal{! 4+—l—" 
log2 WT ~ log2 me 


i) 
sat"+ loew—2log 如 十 力 ] 
jail? + rlsg2— 2 (27+41)1. 


(tx) 令 4 一 V4 dr dd 原 积分 变 为 


ea 
一 怪 


现 及 令 4 二 siny, du— co8ydy. 上 面积 分 碍 为 
C08# in yooay = (1— tn :sy) siny 
上 1— gny wy al 1— smny “dy 
“=2 (+eing) sinydy. 
"4SF » 


=2| singdy+ | (1—coe2y) dy 


=—2009y+y— sinycosy 
= —2V1w +arenny— tv 1 下 
=—2vV a+arc sinv wy 一 ww 了 1 一 下 
替换 4 = ww 一 ”wz= 1 一 4, dz 一 一 28d4 导致 
| 一 282 Ou 
1 一 1 
名 则 由 答 兴 4 omy . 


1 一 co 

一 一 2 一 are ghd 一 Hm/ 一 本 

一 一 2 一 3 一 arcsin 一 少 

一 AT 一 zw se 
:因为 ， 
Are Sin 一 子 一 Aare sn/ 1—a, 

因此 这 两 个 解答 是 一 致 的 {通过 对 比 它们 的 导数 及 +=0 时 之 值 即 
可 验证 ). 


6。 在 下 列 和 解答 中 了 表示 原来 的 积分 
ti) > 
{=|s+ EE 


=2log {F— D 一 二 . 


Ciii) 


1 4 |. 
i= -ti 


《VD 
Pt + 


.= og (x2 +1) 十 4aretanz。 


= 


st 和 


《vii) 
ed Pe Pee 


xz 十 1 1 dr 
一 [oz ti” = -|= 十 十 1 


dB) 
= 2 arotnn(- 庆 (e+) 
所 以 


J=\log (z+ D+log (wr: +r+1) _2Y3 3 5 (z+ 序 )) 
(ix) 、 “ : 


et Se 
-| "UR [EET ey 
因为 替换 
“= -三 (e+ 让 uv 
把 第 二 个 积分 变 成 
-区 mr - 


用 递 推 公式 , 上 式 可 写 为 


一 [a+ 本 Tr 


sr + 
9 4 


十 吝 are taiws . 


+» 459 « 


所 以 


og dm : 
I RTs 9 Woe(§ (tet ) 


Tg etan( 入 (+) 
11, 等 式 je* sinade 一 esinz 一 ecosw 一 |e* sinzdz 是 措 满足 F'(2) =—e*siny 
的 任意 函数 了 可 写作 P(X)=er sinz 一 roo08x 一 G(x》, 此 处 个 是 另 一 个 
请 是 (2)=#7 sinz 的 消 数 ， 自然 于 基数 中 站 = 下 十 必 , 而 下 = 如 不 一 


定 虑 立 , 
12。 {a1 


|are indr = fi iT Sinaidz 二 arn sin +— | 
=ATC Bins+ I. 
13. (a) | 
sw- -| sinixdr 
4 44 . - 
_ Sinxc0ss 3 SinzxcosT ，1 
4 + 让 - 2 tes] 
“ginizrc08r $ihzco8r | 3 


一 "et 


fe O02 jo 


dog2x DOG 22 了 
Is 2 十 2 jd 
和 
2 + 地 sa 
三 于 了 dx 
-至 2 Sin dx 
A, | 
3 gin2¢ , Sin dz 
8 4 32 “ 
(b) 这 两 全 解答 是 相同 的 , 因为 3 一 0 时 它们 的 值 也 相同 . 
17, (3)》 


fmmsaaz= [ma (net) as 


“460 。 


a — 008XSina -1 十 (一 了 f (cos2 (Sin"-t5) (C08x) ds 
一 一 COS HII" ts 十 (一 1) 人 sin 一 sin"z) ar, 


Jan "gdz= 一 去 coszsin + Ginw-zzdlx， 
《b) 
{eos"waz=| (eeo) (cogw-12) dx 


= gin xo0g*- z+ (~— 1) Jsinz(ooe"™:s) sin rd 


一 和 nzco8Sn 次 十 (一 二 cos DEAD) dr, 


所 以 
jem na 一 土 simsecse-2g 十 2】 cos ea 
# 


{ce) 
| -|{ Xr 
UF Ti (1 十 423) 
dx Ey 
TaD -f= CT 
[df 
1+! 2(1—m) (1 二 wi) "+ 


Ly ] 
201—1) (le) 
所 以 
0 1 此 《2 全 一 了 


1 
1 二 的 ”1 2 (2 十 179 
我 们 也 可 用 替换 x=tan 4, dx== ec’wdw, 它 可 把 原 积 分 变 为 


| 党 2 =)coe™sudy 
BEGIn 相 
2 填 一 人 
-m3 ‘COg2 weinw+3 2 一 5 co oq 
”2 一 2 C/I 7 
2 一 8 Re 
十 下 (1 二 rnt 
= 1 Ea + 他 汪 
20n—1) 入 十 营 ) 十 到 一 3 《1 十 232) 
| i “A6l* 


有 人 ee 一 | 


第 四 部 分 ”无穷 序列 和 
无 穷 级 数 


代数 分 析 中 最 值得 注 圳 的 弘 数 之 一 有 是: 


mm Oo 1) ,mm 1) 0m— 2) 
1 十 1 十 一 + 一 1 人 pos ps 


m1) [一 -一 1)] 。 
1 


号 内 是 基数 时 该 级 数 是 有 祁 的 | 旭 所 周知 ， 它 的 和 可 以 
表示 为 {1 十 5)"， 当 mn 不 是 非 负 整 数 时 ,该 级 数 变 成 无 究 
并 且 它 将 随 荐 数 亿 和 了 取 这 个 或 那个 值 而 收 襄 总 发明， 
在 这 种 情形 下 ,人们 入 出 月 一 等 式 


(1+2)"=1+ + 


… 这 是 假定 ， 共 当 级 数 收 站 时 总 会 出 现 这 个 数值 等 式 ， 
可 是 这 一 点 还 从 来 泊 有 被 证 明达， 


， 而 尔 斯 。 阐 瑞 克 。 阿 贝 耳 


P| 


第 十 九 章 “用 多 项 式 函 数 的 近似 


在 某 种 意义 上 讲 “ 初 等 国 数 "一 点 也 不 初等 .如果 卫 是 一 个 多 
项 式 函 数 ， 
A hi 
那么 对 于 任何 数 x, PC(z) 都 能 够 容易 地 计算 出 来 ， 对 于 象 sin, log 
或 exp 这 样 的 函数 ， 情 况 就 完全 不 是 这 样 。 目前 为 了 近似 地 求 出 


logz= 二 174a65 我 们 必用 计算 某 个 上 和 或 下 和 ， 还 必须 弄 确实 把 


这 样 一 个 和 作为 logx 了 时 所 包含 的 误差 不 太 大 ， 计 算 e” 二 log (XY) 
会 更 轩 淮 : 我 们 必须 对 于 a 的 许多 值 算出 loga, 直到 找 出 一 个 数 
a, 使 loga 近似 地 等 于 z 为止 一 一 那么 6 就 近似 地 等 于 。7. 
在 这 一 章 中 , 我 们 将 得 出 一 些 重要 的 理论 结果 , 对 于 许多 函数 
f 而 言 , 这 些 结果 将 把 所 2 的 计算 简化 为 多 项 式 函 数 的 计算 , 这 种 
方法 依赖 于 求 册 密切 近似 于 子 的 多 项 式 函 数 。 为 了 推测 一 个 恰当 
的 多 项 式 ， 首先 对 多 项 式 国 数 本 身 进 行 比 较 彻底 的 考察 ， 是 有 者 
助 的 . | 
假设 
中 了 一 人 十 GX 十 十 Go 和 ， 
-注意 到 系数 a; 能 用 了 及 其 各 阶 导 数 在 0 处 的 值 来 表示 是 有 趣 的 ， 
并 且 对 于 我 们 的 目的 是 很 重要 的 ， 首 党 ,注意 到 
Pt0) 一人， 
微分 p(z) 的 原 式 ,得 
全 (2 一 的 十 2024 十 … 十 FrGa2m 1 
所 以 
有 全 站 


P{0} =p (0) =4. 


下 次 微分 , 我们 得 
pT) = 2 十 3 2.60s 风 十 … “二 aa 一 1 人 2 
所 以 “i ， 
pr (0) =—p(0) = 24,, 1 
一 般 地 , 我 们 有 


p90) ktas 或 a 了 


如果 我 们 约定 0! 一 1， 并 问 想起 记号 pop, 那么 这 个 公式 对 于 
一 0 也 成 立 。 
如 果 我 们 从 一 个 被 写 为 “(z 一 四 的 多 项 式 " 的 函数 p 
到 一 6 十 如 (2 一 的 十 十 在 (9 
开始 , 那么 同 梯 的 讨论 将 证 明 - 
~ 


讽 在 很 定 是 这 要 的 一 个 本 数 ( 不 一 定 是 多 项 式 ) 使 得 
下 (Ge 
都 存在 ， 设 
mu = 六 ,0<t<nw， 


并 规定 
Peas)=00t {ro + ta (to— a 
多 项 式 P,,s 称 为 f 在 4 处 的 n 阶 康 勒 奉 项 式 ，( 严 格 地 讲 ， 我 们 
应 当 用 更 复杂 的 符号 , 如 Ps,a,s, 以 便 指 出 它 与 了 的 信赖 关系 ;这 个 
更 严谨 的 记号 有 时 是 有 用 的 , ) 素 勒 多 项 式 被 定义 为 使 得 
| PES = 了 FO(0), 对 于 0 hen; 

事实 上 ， 它 显然 是 具有 这 种 性 质 的 次 数 扫 纪 的 唯一 的 多 项 式 ， 

虽然 已 的 系数 似乎 以 一 种 相当 复杂 的 方式 依 入 于 下 但 是 

* 465 。 


.一 些 最 重要 的 初等 函数 却 有 极 简单 的 泰勒 多 项 式 ， 首 先 考虑 函数 
sin 。 我 们 有 
sin (0) =0, 
sin'(0)=c080=1, - 心 
sin" (0) = — sin0=0, 
sin' (0) =—c0s0= —1, 
sin AD) = sin0d =0, 
从 此 继续 下 去 , 导数 以 4 为 周 期 重复 出 现 ， 数 


一 sin‘ 0) 
Kl 


0,1,0, — 0 


1 1 1 
31’ 0， Br 0， 了 
记忆 sin 在 个 处 的 2% 填 1 阶 泰勒 多 项 式 Ps ,1,0 是 


m+} 


Pyn +1,0(#)—=%— 守 二 条 一 + 十 (一 1 TD 


《当然 , Pa。 +is0 =P,, +2,0)。 
cos 在 0 处 的 2% 和 Ps 是 (计算 留 给 你 们 ) 


Pose( 一 1 一 条 + 一生 十 …… 十 (一 D* 人 1 


exp 的 内 勒 多 项 式 特 别 容易 计算 ， 因 为 对 于 所 有 的 办 
exp™ (0) =exp(0)=1, 
所 以 它 在 0 处 的 有 R 阶 大 勒 多 项 式 是 


Ponlz)=1+ 备 + 和 + 和 十 生 十 … 十 直 


log 的 泰勒 多 项 式 必须 在 某 个 4 二 0 处 计算 , 因为 log 在 0 处 
甚至 连 定义 都 没有 .标准 的 选择 是 4 二 1， 于 是 
“466+ 


log'(s)=T, 1o8'(1)=1; 
log"(z)= 一 襄 ，108"(1) 一 一 l; 


log' 7(z) 一 与 ,log''"(1)—2; 


log 5) = DD ED i 


log (1)={—1)"1E—1)1. 
所 以 log 在 1 处 的 # 阶 泰勒 多 项 式 是 


(ZJ) 一 他 一 D3-+ (el : 


十 ,十 人 一 了 > 人 一切 7 。 
我 


斌 究 函 数 几 z)= log(1 十 四) 往往 是 更 方便 的 . 在 这 种 情况 下 ， 
我 们 可 以 取 一 0。 我 们 有 
六 (0z) 一 loge(1 十 ZJ 
于 是 
FO =log DD=(— DL)!. 
国 此 ,了 在 6 姓 的 % 阶 泰勒 多 项 式 是 
Pn)=e- 全 4 时 人 CD 


还 有 一 个 其 夫 革 多 项 式 也 很 重要 的 初等 函 歼 一 arctan， 其 
导数 计算 加 下 


Te tan'(z) 一 和 ate tan'(0) 一 1 


Are tan’” (2) = are tan’ (0})=0; 


外 李 


"GoJ= 包 十 (一 2 二 2201 十 2 :ae 
【了 十 区 3 
art tan (0) = —2. 
这 种 费力 的 计算 显然 是 不 行 的 然而 ， 在 我 们 更 仔细 地 考察 
过 泰勒 多 项 式 的 性 质 之 后 ，are tan 的 泰坦 多 项 式 将 会 容 易 求 
出 一 一 虽然 泰勒 多 项 式 P。,。y 只 是 被 定义 得 使 它 与 了 在 4 处 具有 
相同 的 前 * 阶 导数 , 但 了 和 Pr 之 间 的 关系 实际 上 要 深 得 多 . 
关于 了 和 了 的 泰勒 多 项 式 之 间 的 一 种 更 密切 关系 的 一 丝 形 
迹 , 可 通过 考察 一 阶 泰 勒 多 项 式 
Pualt)=f (a) +f (a)(z—a) 
揭示 出 米 ， 注 意 到 . 
jz) 一 Po(z) Fe-f0) 
a a i 


光一 


现在 按 了 (四 的 定义 , 我 们 有 
lim 1 PiatT) 


| 一 好 
换言之 , 当 % 趋 近 于 4 时 , 差 5) Pale) 不 仅 妆 小 而 县 实际 上 
甚至 与 ?一 4 相 比 也 是 谈 小 的 .图 奔 绘 出 f(z) 一 ez 和 于 在 0 处 的 
一 阶 泰勒 多 项 式 
已:o(z) 一 大 0 十 站 (0) 和 一 1 直人 
的 图 形 。 图 上 还 综 出 了 在 0 处 的 二 阶 秦 勒 多 项 式 


Pa ofz) 一 =-fO+7(Oa+Po。 0 ?一 1 十 


arc tan 


{Coa). 


=0. 


的 图 形 , 当 % 趋 近 0 了 时 , 差 x) 一 Po(z) 似 平 比 关 f(t) P07) 
变 小 得 更 快 . 照 这 样 叙 述 ， 这 个 断言 是 很 不 严谨 的 ， 我 们 现在 难 
入 给 它 一 个 确定 的 意思 .我们 刚才 已 经 注意 到 , 一 般 说 来 

im 太一 二 - 


lim 


= 一 1。 
[4 


图 1 


对 于 fz)=e< 和 = 一 0 这 意味 着 
Ti Pm)_ 1 一 1 一 0， 
平 对 


Cm 正字 站 


另 一 方面 , 不 费力 地 两 次 应 用 罗 必 塔 法 则 就 能 证 明 


因此 , 当 z 趋 近 于 0 时 ,虽然 及 7T) 一 Pi,n(z) 与 x 相 比 在 变 小 , 但 它 
与 他 相 比 却 不 变 小 ， 对 于 Po,ol*)， 情 况 就 完全 不 同 ; 额外 的 一 项 
2 /2 正好 提供 恰当 的 补偿 : 

= 从 2 


6 天 一] 一 六 一 一 
1i 2 1 8 一 二 一 他 
m= lm 
襄 呈 四 人 工 当 机 2 


上 


一 1jime 一 0. 
3 2 
如 果 扩 (9) 和 产 (q) 存 在 ， 


这 个 结果 对 于 一 般 情形 仍然 是 对 的 
则 . 


1 fC) — Poalo) 0, 
a 0 


"A469 + 


Et 


事实 上 , 对 于 P。,。 类 似 的 断言 也 是 正确 的 
定理 1 假定 f 是 一 个 


四 f(a), we, fo) 
都 存在 的 函数 ， 设 
全 上 -人 (9, OE, 
并 定 久 
Pi,a(T)=00+ os—a) + + a, (2 一 GD) 
则 


Jim fH) Ps ow) 
sa (ra)” 


证 明 盟 确 地 写 出 PP,,,(z), 我 们 得 到 


一 0， 


- 
Nz)— Oe Fr— 人 0) 
7) Poelz) 研 
(wD ET 


引入 新 前 数 


_fv(o) 
TE 


QT) 
ti=0 


和 g2)= (s—a)" 
是 有 帮助 的 ，、 现 在 我 们 必须 证 明 


四 {ny 
ee- 
注意 到 
OND FN kn~l, 
OCF) pt a)" nh), 
于 是 


z lin[f(z)~Q(z)]=f(9) ~Q(0) =0, 
a 470 » 


lim[P(z) 一 0 一 疡 (一 人 (9 一 0， 
Him[fe -5a(z) 一 99 -2(z) 
一 (全 一 989(g 一 0， 
而 且 
limg(s) lng) = = ling" 2) 一 人 
因此 我 们 可 以 应 用 罗 必 塔 法 则 一 1 次 ,得 到 
jm)— 9) - fs) 
z+g 《TF— lim Rl (TO—) 
因为 &@ 是 一 个 na--1 区 所 以 它 的 w 一 1 阶 导数 是 一 个 常数 
事实 上 ,ge 5(z)= 了 -0(o)， 因 此 
{7)— 0) - jz 一 fa 
lim (x— lim Nl) 
而 按 fre) 的 定义 ， 这 个 有 fo/ni. 国 
定理 工 的 一 个 简单 推论 使 我 们 能 况 把 第 十 一 章 所 讨 的 关于 局 
部 最 大 和 最 小 的 判别 法 完善 起 来 ， 如 果 a 是 了 的 一 个 临界 点 ， 则 
根据 十 一 章 定理 5, 函数 了 当 户 (q)>0 时 在 4 处 有 一 个 局 部 最 小 
值 , 而 当 产 (@)< 一 0 时 在 “处 有 一 个 局 部 最 大 值 ， 如 果 六 (a) =0， 
则 得 不 出 任何 结论 , 但 可 以 想到 ，f"”"(q) 的 符号 也 许 会 给 出 更 进 一 
步 的 信息 ; 而 当 了 "(0)==0 时 ,f0(9) 的 符号 也 许 是 重要 的 ， 更 一 
般 地 , 我 们 可 以 疝 , 当 
(#) PO OD= 0 =0, 
fra)@0 
时 会 出 现 什 么 状况 ， 假 使 这 样 的 话 , 其 状况 可 通过 考察 满 足 (*) 的 
函数 
f(s)= (2™0)", 
s+ 


92 一 一 (z 一 加， 
推 涡 出 来 ， 注 意 到 (图 2), 和 如果 是 奇数， 则 站 对 于 或 9g 胎 不 是 


一 个 局 部 最 大 点 也 不 是 一 个 局 部 最 小 点 、 另 一 方面 ， 如 困 % 是 偶 
教 , 则 具有 正 的 ” 阶 导 数 的 了 在 4 处 有 一 个 局 部 最 小 值 , 而 具有 六 
的 % 阶 导数 的 9g 在 4 处 有 一 个 局 部 最 大 值 ， 在 所 有 满 是 (*) 的 函 
数 中 , 这些 大 概 是 最 简单 而 有 用 的 ; 然而 它们 仍然 正确 地 表示 出 一 
般 的 情况 ， 事 实 上 , 下 面 的 证 明 的 企 部 要 点 是 , 在 由 定理 1 说 清楚 
了 的 部 种 意义 上 说 ， 满 是 (*) 的 任何 函数 非常 象 这 些 函 数 中 的 
一 个 ， 


定理 2 假定 
: 天 (全 一 光一 了 "(9)= 0, 
f(D A0, 

(1) 如 果 * 是 偶数 且 f(a)>0, 则 在 4 处 有 一 个 局 部 最 
小 值 。 

(2) 如 果 记 是 偶数 且 关 "CG) <0, 则 了 在 6 处 有 一 个 局 部 最 
大 值 . 

(3) 和 如果? 是 奇数 ， 则 了 在。 处 用 无 局 部 最 大 信也 无 局 部 最 
小 值 ， 


证 明 不 失 一 般 性 , :我 们 可 以 很 定 f(a)=0, 因为 当 以 了 一 
“A4729 | 


To) 代替 了 时 , 定理 的 假设 和 结论 都 不 受 影 响 、 这 样 ， 因为 了 在 a 
处 的 前 # 一 1 阶 导数 为 0, 所 以 了 的 泰勒 多 项 式 Po。 是 


Pra?)= 4 (0) + (eo) + D(a) 
-ea). 


于 是 ,定理 1 指出 
， fr) — Pr) 下 fet{a) 
0=lim (人 一 各) -lin| :~ nt | 
因此 , 当 z 充分 接近 4 了 时, 则 


(生生 (全 有 相同 的 符号 ， 


现在 假定 % 是 侦 数 ， 在 此 情形 中 , 对 于 所 有 的 4 到 a 有 
(zt—0)">>0, 

因为 对 于 充分 接近 a 的 zz)/(x 一 )" 和 f(a) /ni 有 相同 的 

符号 , 记 以 对 于 充分 接近 4 的 zx, 了 (7z) 本 身 和 了 (C9) /rn! 有 相同 的 

符号 ， 如 果 9(a)>>0, 这 就 意味 着 对 于 接近 4 的 x 有 
rz)>0=f (0). 

因此 ,了 在 a 处 有 一 局 部 最 小 ， 对 于 f(a) <0 的 情形 , 可 用 类 似 

的 证 明 . 

更 在 假定 # 是 奇数 。 和 前 面相 同 的 论证 证 明 ， 若 > 充分 接近 


a 则 


区 .总 具有 同一 的 符号 . 


但 是 对 于 zw>e 有 (一 四 0 而 对 于 < 有 (zz 一 的 *<0， 所 以 

fT) 对 于 x->a 和 2z<a 有 着 不 同 的 符号 ， 这 就 证 明了 在 处 度 没 

”有 局 部 最 大 , 也 没有 局 部 最 小 . 量 

虽然 定理 2 将 解决 几乎 所 有 在 实践 中 出 现 的 函数 的 局 部 最 大 
. e793 


和 最小 的 问题 ， 但 在 理论 上 确 有 它 的 局 限 性 , 因为 "(9) 对 于 所 
有 的 站 可 以 都 等 于 0， 圣 于 在 0 处 有 最 小 值 的 函数 (图 3(a)) 


-hi 六 闻 0 
f(2)=1 


”和 对 于 在 0 处 有 最 大 值 的 这 个 函数 的 负 函 数 (图 3(b)), 都 会 发 生 
这 种 情况 ， 另 外 (图 3(c)), 如 果 


ei XO 
f(z)= 0, w=0 


一 el < 人 


= 位 ”28 

下 = 

4 esseO 
ey 

国 8 


“fT 


则 对 于 所 有 的 都 有 了 500) 二 0, 但 了 在 0 处 既 没 有 局 部 最 小 也 
没有 局 部 最 大 . 
定理 1 的 结论 经 常用 一 个 重要 的 概念 “相等 阶 ” 来 表示 ， 如 果 


1 7 .0, 
完 一 


ra (Fo)” 

则 称 这 两 个 函数 了 和 #8 在 4 处 相等 到 x 阶 ， 用 这 个 定义 的 语言 ， 
定理 工 断 定 素 勒 多 项 式 Pa 与 在 4 处 相等 到 ## 阶 ， 泰勒 多 项 
式 也 许 正 是 为 了 使 这 个 事实 能 够 成 立 而 设计 的 ， 因 为 景 多 只 有 一 
个 次 数 所 ma 的 多 项 式 具 有 这 种 性 质 . 这 个 断言 是 下 述 基本 定 埋 的 
一 个 推论 . 

定理 3 设 P 和 4 是 两 个 用 x 一 4 表示 的 , 次 数 二 nm 的 多 项 
式 , 并 假定 呈 和 日 在 4 处 相等 到 # 阶 . 则 P=. 

证 了 设 五 = 已- 人 台 因为 刁 是 一 个 次 数 ww 的 多 项 式 , 所 以 
只 需 证 明 , 如 时 

Bs\=b0+ et bse—a)" 
洪 足 
i : 

则 吾 =0 现在 关于 五 的 假设 无 疑 含 有 


RG)  ，。 ， 
limr 0 一 0， 对 于 0<i<n 


的 意思 ， 对 于 = 一 0 这 个 条 件 就 是 limR(z)=0; 另 一 方面 ， 
limR(2)=limtd+b, (wD +b rj=b, 
RF)=b (to) db m+. 

所 以 
,475。 


BD bos on) + hat)"! 
TT 一 站 - 


以 及 
RO) _ 
lnmsa 
于 是 5,=0, 并 且 


R(T)=Pb,(2—0) :+ "十 bz— a)*, 
如 此 继续 下 去 , 我 们 得 


如 0 一 


0 
推论 设 f 在 a 处 是 2 次 可 微 的 , 并 假定 是 x 一 4 的 一 个 次 
数 < 的 多 项 式 ， 它 在 4 由 与 了 相等 到 % 阶 ， 则 P=P,,. 


证 明 因为 了 P 和 Ps 两 者 都 在 a 处 与 了 相等 到 %# 阶 ， 所 以 不 
难看 出 已 和 Po 在 a 处 相 竺 到 名 阶 ， 因此 ， 根据 定理 有 P=P,,0.B 


车 看 起 来 , 这 个 推论 似乎 不 必 有 那样 复杂 的 假设 ; 多 项 式 书 的 


存在 , 似乎 自动 地 意味 着 : 为 使 Ps,。 存 在 ,了 须 是 充分 可 徽 的 . 但 事 
实 上 并 非 如 此 ， 例 如 (图 必 , 设 


w+1,z 为 无 理 数 
fo 一 to z 为 有 理 数 


雷 
hd 
者 
二 
秋 
二 
ba 
三 
二 
bb 
声 
LD 
声 
中 


i 更 
| * 芳 光 理 数 


0， > 为 有 十 获 


图 站 
如 果 P(7)=0, 则 了 无 疑 是 一 个 在 0 处 与 了 相等 到 阶 的 交 数 <n 
7 


的 多 项 式 。 另 一 方面 , 子 (四 对 于 任何 a 入 0 都 不 存在 ， 因 此 六 (0) 
是 设 有 定 文 的 ， 

然而 , 当 了 在 a 处 的 确 有 ?个 导数 时 , 这 个 推论 却 能 提供 一 种 
求 了 的 泰 勤 多 项 式 的 有 用 的 方法 . 特别 是 , 回忆 一 下 我 们 求 aretan 
的 泰勒 多 项 式 的 初次 党 试 曾 以 失败 而 告终 ， 等 式 


are tanw 二 [es 
障 示 一 种 有 希望 的 寻求 允 近 于 aretaa 的 多 项 式 的 方法 一 一 用 
1 十 #4? 除 1, 得 到 一 个 附加 一 个 余 项 的 多 项 式 : 


TD 
《一 1?)a+142ats 
TF 
这 个 容易 通过 用 1 十 太 莱 其 黄 边 加 以 验证 的 公式 证 明 
arctanz 一 上 1 2 Et tg 


+ oom Ee 


_ 四 Ts ,, 加 nt 
-++( 1) "Tri 


5 
+1 2 
根据 我 们 的 推论 , 倘若 3 
2 at 这 
' lim \ i+ # 一 
下 中 四 m+! ’ 


则 这 里 所 出 现 的 多 项 式 将 是 arctan 在 0 处 的 2x 十 1 阶 泰 勒 包 项 
式 . 因为 


EE f+2 a jong EA 
| 二 <|| I |= 28 十 3 1 


和 省 77 


人 


所 以 这 个 条 件 显然 成 立 . 这 样 , 我 们 就 求 出 了 arctan 在 0 处 的 
2 十 1 阶 秦 勒 多 项 式 


3 5 
Ponsy1,0(2) =% 一 守 十 安 一 1) 


tl 
2% 十 1 

顺便 指出 , 琶 然 我 们 已 经 找到 了 arctan 的 过 勒 多 项 式 ， 就 可 以 倒 
过 来 进行 , 并 对 所 有 的 求 出 arctan 人 (0); 因为 

+1 


2n 二 1 


Ea EM 由 志 申 一 n 
Paonia(t) =t— 可 十 五 一 十 (一 1 
叉 因 为 这 个 多 项 式 按 定义 为 
arctan‘™ (0) 十 aretan dO)w + ean (0) oe 十 …: 
arctant*+ DO) n+ 
十 CATDT YY ， 
所 以 我 们 只 要 令 这 两 个 多 项 式 中 的 x* 的 系数 相等 即 可 求 出 


arctan‘*)(0). 


arctant*) (0) 


Ei =0, 当 站 是 侦 数 时 ， 
are tamttlgO) (—1)! 
(27 二 ++1)1 2f+1 
或 arctan t+ 0 = 1)!. (20)1. 
如 果 我 们 回 到 原来 的 等 式 


3 5 n+ 
arctan7 一 2 一 可 十 于 一 必 十 (一 1)” 3 


2n 二 1 


£3 Hn+2 


十 (CD It 


0 


并 回忆 估计 : 


此 二 | 人 | st+8 
ol 二 六 :|< 2% 十 37 


那么 一 个 更 有 趣 的 事实 就 会 出 现 。 当 |z| <1 时 ,这 个 式 子 最 多 等 
“478。 


于 17(28 十 3)， 闪 且 我 们 只 要 选取 足够 大 的 ?就 可 以 使 它 要 多 小 
就 有 多 小 ， 换 旬 话 说 ,对 于 |z| 专 1, 我 们 可 应 用 arctan 的 泰勒 多 


+ 


最 重要 的 定理 把 这 个 孤立 的 结果 推广 到 共 他 函数 ， 泰 勒 多 项 式 就 
马上 会 起 全 新 的 作用 ， 至 今 所 证 明 过 的 定理 总 是 对 于 固定 的 aa， 
沽 并 泰勒 多 项 式 Ps 在 z 趋 近 a 时 的 性 态 . 今后 我 们 将 对 于 国定 
的 < 和 不 同 的 ma 比较 各 泰勒 多 项 式 Puo， 在 期 待 就 要 到 来 的 定理 
时 , 我 们 引进 一个 新 的 记号 ， z | 
如 果 了 是 一 个 Puo(z) 存 在 的 函数 ， 我 们 用 下 式 确 定 祭 项 
Rs(z) 
HT)= PA TRA)I=f (0) +f (Cn) (x—0) + 
+ 0)*+R(e). 
我 们 希望 有 一 个 关于 妃 ,a(z) 的 容易 估计 大 小 的 式 子 . 正如 关 
于 wetan 的 情况 一 样 ,有 这 桩 一 个 包含 积分 的 式 子 ， 推 测 这 个 式 
子 的 一 种 方法 是 从 n=0 的 情况 开始 : 
1(z) 一 Fa) 上 Buo(z)， 
微 积分 基本 定理 使 我 们 能 写 出 
fo)=f(0 + | Fat. 
所 以 
Ron(2) 一 | Fat 
一 个 关于 Bue(z) 的 类 仆 的 式 子 , 可 以 以 一 种 有 点 巧妙 的 方式 
应 用 分 部 积分 法 由 上 述 公式 推导 由 来 : 令 
wt)=f (ot) -ts 
,注意 到 在 关于 ot) 的 式 子 中 ，% 代表 荣 个 固定 的 数 , 所 以 ot) 一 
DD; 则 
.479 。 


| Fat= | Fa: 
y + 
utyv (tt) 


=ut | -J —z)dt. 
4 4 
wt) out) 
因为 (x*)=0, 我 们 得 到 : 


fs)=f (0 + | Pt) 
Cf uo + Ps) 
| = 四 + ee) +[ PCD(z 一 Da 
所 以 
Rdz)= {F(t) (tat. 


要 说 出 之 所 以 选择 2st)=4 一 x 而 不 选取 以 划一 二 的 动机 是 
很 难 的 ， 这 只 是 碰 芒 能 够 解决 问题 的 选择 ， 通 过 多 次 类 似 的 但 是 
无 用 的 演算 ， 就 可 能 发 现 这 种 选 法 ， 然 而 ， 现 在 容易 推测 出 关于 
BaoZ) 的 公式 .如 果 


Kt)=f"(t) 和 v(t)= 二 (全 
则 w(t)=(z 一 !), 于 是 
fF) fr (=a 
-Oe 0 + eta. 
这 证 明 
Raz)={ Dt) a 
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你 现在 应 当 不 会 有 什么 困难 用 归纳 法 严格 地 证 明 : 如 果 加 7 
在 [6,“] 上 连续 , 则 


Ral7)= [et yrat. 


这 个 公式 称 为 余 项 的 积分 形式 , 由 这 个 公式 能 够 (第 13 题 ) 推 导出 
关于 Bs,a(*) 的 另外 酒 种 重要 的 表达 式 : 祭 项 的 柯 西 形式 


BB oz)= 全 这 (2 一 1)"(w 一 0), 对 于 (6 加 内 的 菜 个 


和 余 项 的 拉 格 朗 并 


Rose) 一 全 下 人 xz 一 0" 对 于 (o 四 内 的 某 个 直 。 


在 下 一 个 定理 (泰勒 定理 ) 的 证 明 中 ， 我 们 将 以 一 种 完全 不 同 
的 方式 推导 出 余 项 的 所 有 三 种 形式 、 这 种 证 法 的 一 个 优点 {除了 
它 的 巧妙 之 外 ) 在 于 ; 可 以 没有 f*' 是 连续 的 这 个 额外 的 前 提 而 
证 出 余 项 的 柯 西 形式 和 拉 格 半日 形式 ， 以 这 种 方式 ， 泰 勒 定理 作 
为 中 值 定理 的 一 个 直接 推广 而 出现 , 对 于 % 二 0， 它 就 简化 为 中 值 
定理 ,而 后 者 又 是 证 明 前 者 所 用 的 一 个 起 决定 作用 的 工具 . 

这 些 说 明 也 许可 以 暗示 一 种 证 明 泰 勒 定理 的 方案 ， 既 然 
有 Balq) 二 0, 我 们 就 可 试 着 将 中 值 定理 应 用 于 表示 式 

了 sz) _ Rwa(?)— Ruela) 
光一 全 TH . 

然而 ， 经 慎重 考虑 后 ， 这 种 想法 又 不 象 是 很 有 希望 的 ， 因 为 对 于 
feet 1 究竟 将 怎样 被 包含 在 解答 中 , 是 一 点 也 不 清 想 的 ， 的 确 ， 
如 果 我 们 选择 这 条 最 直 裁 了 当 的 途径 ,并 对 定义 BB,,a 的 等 式 的 两 
边 进行 微分 , 我 们 得 


far)= fe + C0) (Dt…+ 直 人 {zr— on™! 


二 ,a x), 


和 和。 


而 这 是 没 用 的 ， 中 值 定理 的 适当 的 应 用 与 上 述 用 分 部 积分 法 所 作 
的 证 明 , 有 许多 共同 之 处 .这 个 证 明 涉及 这 样 一 个 函数 的 导数 , 在 
这 个 国 数 中 ，“ 表示 一 个 周 定 的 数 ， 在 了 而 的 证 明 中 ， 正 是 这 样 
看 待 z 的. 

定理 4 (泰勒 定理 ) 假定 六 … f+ 在 [a,x] 上 有 定义 ， 并 
设 ,olz) 被 定 闵 为 


f(z)=F0) + 0 0+ tea) + Ras). 
则 
(D) Bros)=E CD (ws)" (~a), 
对 于 (6,w) 内 的 某 个 #. 
a (an 
{2) Ralt )= (HF 1)! (x—a) ? 
对 于 (w 2) 内 的 某 个 
另外 ,如果 fo? 在 [a 2] 上 是 可 积 的 , 则 
(3) Boo(z) 一 | 区 (z 一 有 "8 
(如 果 “<a, 则 在 假设 中 应 说 明了 在 [x,4]. 上 是 十 1 次 可 微 的 ;这 
时 (1) 和 (2) 中 的 数 将 在 (2, 内 ,而 著 fe? 在 [zy 拉 上 可 积 ， 则 


(3) 将 仍 保持 原状 . ) 
证 明 对 于 [a,2] 内 的 每 个 数 志 我 们 有 


fs)=FOHF) ED+C) +Rz). 


“让 我 们 以 S(#) 表 示 数 忆 ,(z), 则 函数 尽 在 [a, xz] 上 有 定义 ， 并 且 
我 们 有 


FIDHRCN SD Ft Dinat), 
对 于 [a 2] 内 的 一 切 t. 


“4B2。， 


TY 


我 们 现在 将 微分 这 个 等 式 的 两 边 ,这 个 等 式 断言 在 t 处 的 值 是 fz) 
的 函数 , 等 于 在 上 处 的 值 是 

FD+ tO et)" St) 
的 函数 ，( 照 一 般 的 说 法 , 我 们 是 把 (*) 的 两 边 都 看 作 所 的 函数 ”. ) 
- 只 要 确保 字母 4 不 臻 引起 混淆 , 就 可 以 注意 到 , 如 果 
g(t) 一 (zx), 对 于 所 有 的 #， 


则 
9"(t)==0, 对 于 所 有 的 上 
以 及 者 
9) = ee) 
则 


LR D+ Ds) 


FAD i FMD 
一 ie 直上 十 pg BD)*, 


将 这 些 公式 应 用 于 ( * ) 的 各 项 , 我 们 得 
0—f (t +| -7 +e) | 
+| = 0) + |+… 
0 
+S'(E), 


在 这 个 美妙 的 公式 中 , 看 得 见 的 各 项 差不多 都 互相 抵 销 , 从 而 我 们 
得 到 


* 83 


Oe oe Mehr mae ee i bn ar 


Sr( 拉 一 一 区 一 (ED (z 一 人 "， 


现在 我 们 可 以 在 tw x] 上 将 中 值 定理 应 用 于 函数 3: 在 {go, 7*) 内 有 
某 个 上 使 
S(T)—SC0) 


. 和 十 1) , 
4 gD (a—#)*. 
加 想到 
S(t)=R;,, (2), 
这 特别 意味 着 
- Sz)=Rr, (7)=0, 


Sta) —B,,e(2). 


0—B,,att) _ fmt) pn 
a 


避 
Ral)=— (st) (光一 的 了 
这 是 余 项 的 柯 西 形式 . 
为 了 推导 出 ( 余 项 的 ) 拉 格 六 日 形式 ， 我 们 把 柯 西 中 值 定理 应 
用 于 末 数 8 和 允 提 一 (z 一 全 *t 在 (e 区 内 有 某 个 上 使 得 
£9) ep 

Se) 一 S(a _ SF) (一人 

82-9(o 909 = TCD 


于 是 


Rols) fnct) 
(wx—o)nt! (nt1}t 


_ ferncry 和 
Bot) = mr ~ Ot, 
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这 是 { 余 项 的 ) 拉 格 朗 日 形式 . 
最 后 , 如 果 加 7 在 [% go 上 是 可 积 的 , 则 


Sz)—8 (0) =[ Cat= -ee 
fre) 
Bat)= | ee tat. 


虽然 余 项 的 拉 格 朗 日 和 柯 西 形式 不 只 是 具有 理论 上 的 奇妙 
(例如 , 见习 题 二 十 二 , 16)， 得 是 余 项 的 积分 形式 道 常 是 非常 合适 
的 , 如 果 对 于 4=0 和 将 这 种 形式 应 用 于 后 数 sin， cos 和 exp, 则 由 
泰勒 定理 可 得 下 列 公式 ; 
+ 
《28 十 1 


二 sin (2 二) BH+ i 
| Dr (Didt, 


i = ws z5 , 一 二 
sin 必 二 光 了 二 可 十 (一 二 


_ 更 加 x 
coswt 二 1 人 (一 1) tant 


cos nt hg) 四 
He (wo—t} "dt, 


e “一 1 十 xz 十 全 es “二 宪 十 [ca 


明确 地 计算 出 这 些 积分 中 的 任何 一 个 ， 都 是 很 章 的 一 一 答案 
当然 将 精确 地 等 于 左边 和 右边 所 有 其 余 各 项 的 差 : 然而 ， 估计 这 
些 积分 却 是 昭 容 易 而 又 值得 去 做 的 . 
头 两 个 积分 特别 容易 ， 因 为 对 于 所 有 的 所 
Lsinert2(#) | 1, 
所 以 我 们 有 


2 


(rt yatigt 


| 


EET 


| (wo— tt)+idt | 


< 
因为 
开 加 加 — (zs—t)int? ek 
[m2 dtd | 
Wt 
“2% 二 2 
所 以 我 们 断定 
3 Binttn+2f ty 2 、 | 和 | 25+ 
| CT (5 一 |< 


类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 


ostatd(t) 四 [zln*! 
I CT A 


这 些 舍 计 转 别 有 赵 ， 因 为 (正如 在 第 十 六 章 中 所 证 明 过 的 那样 ) 对 
于 任意 的 se>0, 我 们 都 可 以 通过 选取 足够 大 的 w(x 必须 多 大 ,将 依 
xz 而 定 ) 使 得 


ce. 
这 使 我 们 只 要 道 过 计算 适当 的 泰勒 多 项 式 Puo(z), 就 能 将 sinz 计 


自 到 所 要 求 的 任意 的 精确 度 ， 例 如 , 我 们 要 计算 sin2 使 其 误差 小 
于 10“， 因 为 


22a+3 
sin2 一 忆 :to(2) 十 已 其 中 [RITayv 
所 以 只 要 
DER+E < 一 10-4 
28 十 2)1 " 


我 们 就 可 以 用 Pew:1,o(2) 作为 我 们 的 答案 。 满足 上 列 不 等 式 的 数 

# 可 以 用 直接 寻找 的 办 法 求 出 一 一 准备 一 个 tt 和 入 的 数值 玫 旺 然 
是 有 帮助 的 ( 见 第 3 题 的 附 表 ). 在 此 情况 下 ,nm= 5 就 符合 要 求 , 于 是 
* 6。 


sin2= 1,0(2) 十 二 

23 2 27 2 2 

ET 
其 中 | 好 [<10“ 4 

近似 地 计算 sin1 甚至 更 为 容易 ， 因为 


sin1= Poussin 1)+B, ,其 中 1BR|<zasTFayT 
为 了 得 到 一 个 小 于 的 误差 ， | 一 个 这 样 的 % 使 得 


一 2 一 


< 
而 这 只 要 看 一 下 阶 怀 天 就 行 了 ，( 另 外 ， PP 的 各 项 将 是 更 
容易 处 理 的 . ) 
。 对 于 很 小 的 m 该 估计 将 更 加 容易 ， 例 如 ， 


1 1 I 
si 一 六 st (而 + 其 中 | 如 | Im 0ntaT 


要 使 | 有 | 过 10-"， 我们 显然 可 取 n=4( 我 们 甚至 取 ”一 3 也 能 达到 
由 的 )， 这 些 方法 实际 上 被 用 来 计算 sain 和 cos 的 表 ， 一 架 高 速 计 
算 机 几乎 可 以 立刻 算出 关于 许多 不 同 的 2 的 Parri,o(*) 的 值 . 
估计 关于 持 揭 余 项 只 是 稍微 难 些 ， 为 简单 起 见 ， 假定 xzz0 
《关于 xs0 时 的 估计 将 在 第 9 题 中 得 出 )，# 在 区 同 [0, wj 上 的 最 
大 值 是 e*, 这 基因 为 exp 是 递增 的 , 所 以 
| 邱 c 一 Deat< 所 | (i) ad ET 

因为 我 们 已 经 知道 e 过 4, 所 以 有 

era"+! 是 二 1 

(n+ D1 (n+) 
借助 于 选取 充分 大 的 % 就 可 以 使 该 式 的 值 要 多 小 就 有 多 小 .应 
该 多 大 , 将 依 z 的 值 而 定 ( 测 因 子 人 会 使 束 情 更 困 蕉 一 些 )。 对 于 
小 的 2 余 项 的 估计 又 会 容易 一 些 ， 设 0<x31, 则 

"7 


tes rviemeebiieitett i ree rr 4 ms ri 届 L .| 上 ，- 于 9 卫 ve 才 r ai、， 


6 一 1 十 z 十 末 i “二 + 其 中 0<R<TraT1TT 


(不 等 式 0<B 可 直接 由 卫 的 积分 形式 得 出 ，) 特 别 是 ,如果 # 二 4 
则 


0< 有 < 言 < 而 op 


所 入 
=& :一 1+1+ 章 却 十 芳 十 下 + (其中 0<R< 
65 
at 
2,117 
这 个 等 式 说 明 
2 一 

(这 容许 我 们 猫 许 改进 我 们 对 于 刁 的 估计 : 


3 人 幅 十 1 
0o<P<PHiT) 


取 #=7, 你 就 能 计算 出 。 的 前 三 位 小数 是 
加 6—=2.718.… 
《你 应 该 核对 一 下 ,m7 的 确 给 出 这 种 精确 度 , 不 过 ， 坚 持 要 你 真 
的 进行 这 种 计算 , 将 会 是 奇 刻 的 ). 
留 数 arctan 世 是 重要 的 ， 但 是 ， 你 可 以 回忆 一 下 ， 关 于 
arctantb(z) 的 表达 式 令 人 失望 地 复杂 , 所 以 ， 此 时 余 项 的 积分 形 
式 是 无 用 的 。 另 一 方面 , 我 们 关于 arevan 的 素 勒 多 项 式 的 推导 却 
自动 好 提供 了 一 个 关于 过 页 的 公式 


ws (— nw?*+L 了 (一 二 )nt1 2RT2 
arctanw 二 必 所 十 … 十 一 2 ， TT 


正如 我 们 已 经 信 计 过 的 那样 
‘ 


: 党- 一 上 2+1 942 T a [EA 
<| em 
| itt ‘| ,| dt| = nts 


赫 时 我 们 将 只 考虑 |z| 专 1 的 数 f， 在 这 种 情况 下 ， 选 取 充 分 天 的 
%， 显 然 可 使 该 余 项 要 多 小 就 有 多 小 ， 特 别 是 ， 


(—1)” 
22 十 了 


aretan1 一 1 一 言 十 二 一 … 十 + 五 ， 


其 中 | 至 <5 


用 这 个 估计 容易 求 出 一 个 m 这 个 二 能 使 余 项 小 于 任何 预先 指定 
的 数 ; 另 一 方面 , ”往往 要 取得 很 大 , 使 计算 长 得 令 人 生 情 .例如 ， 
为 了 得 到 一 个 <10 “的 余 项 , 我 们 就 必须 取 a>> (10 一 3)12， 这 实 
在 不 好 意思 , 因为 arctan1 二 zx/4, 所 以 我 们 由 arec tan 的 泰勒 多 项 
式 应 能 计算 x， 过 好， 有 些 巧 妙 的 办 法 能 使 我 们 克服 这 些 困 淮 . 
有 既然 


2 二 名 
[Renlz)| < 


那么 只 有 对 于 小 一 些 的 2, 才能 用 较 小 的 %， 计 算 z 的 技巧 是 用 较 
小 的 arctan7x 来 表示 arctanl; 第 5 题 说 明 怎样 才能 以 方便 的 方 
法 做 到 这 一 点 . 

对 于 函数 7) 一 log (x 十 1) 在 a 一 1 处 的 泰勒 多 项 式 最 好 用 
和 arctan 的 泰勒 多 项 式 同 样 的 方式 去 处 理 ， 明 然 了 的 余 项 的 积 
分 形式 不 难 写 出 , 但 余 项 的 估计 还 是 困难 的 ， 另 一 方面 , 如 果 我 们 
从 等 式 


一 多 _ R—l1n—l (—1)"t" 
= 1—#t+i 1) 1 t+ 


开始 ， 我 人格 和 到 一 个人 站 的 人 2 入 了 对 于 所 有 的 > 1 有 


89 ， 


a 


nm 人 站 
t(D™+(-D"| 话 e 


如 果 z 实 0, 刚 
| 去 t 十 1 直上 di 阁 十 1 
而 当 一 1<z<0 了 时， 有 一 个 稍微 复杂 些 的 估计 (第 10 题 )， 想 定 * 
一 1 二 x 人 1,， 和 将 取得 充分 大 , 就 能 使 这 个 函数 的 余 项 要 多 小 就 有 
多 小 . 
当 |o > 时，aretan 和 从 z*)= 1og 人 2 十 1 的 款项 的 性 态 就 完 ge: 
全 是 另外 一 回 率 . 在 这 种 情 襄 下 , 这 些 佑 计 


[Ban a )| 到 el ,对 于 arctan， 


[Ro ) | < 和 (x 半 0) 对 于 天 


是 无 用 的 ， 因为 当 |zx] 守 1 时 界限 s”/m 随 著 如 的 变 大 而 变 大 ， 这 
种 困境 是 不 可 避免 的 ， 而 这 实在 不 是 我 们 的 估计 本 身 的 缺 攀 ， 容 
易 从 另 一 方面 得 出 这 些 估 计 ， 证 明 余 项 确实 还 是 大 的 为 了 得 到 
对 于 arctan 的 这 样 的 一 种 估计 ， 注 意 到 ， 如 果 上 上 在 [0,z] 内 (或 当 
2Z<0 蛙 上 在 [z, 0 内 ), 则 ” 
十 训 生 1 十 袜 委 222 如 果 人 | 关 1， 
锯 以 | - 
时 妇 十 时 + 
二 ee 让 | = 必 
同样 地 , 如 果 Y>>0 则 对 于 [90,#] 内 的 1, 我 们 有 
1 和 1 二 z 二 2 和, 如 果 2 关 1， 


所 以 


三 zs 
二 ee> 支 | di 


这 些 估计 说 明 , 如 果 1x1>>1, 则 余 项 将 随 著 的 变 大 而 变 庆 ， 换 各 
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话说 , 对 于 lz|>1 来 说 , arctan 和 了 的 泰 勤 多 项 式 在 计算 arctanz 


和 


和 


函数 对 于 |z|<1 的 所 有 #3 的 值 ， 它们 对 于 尾音 “的 值 就 能 求 出 . 
上 述 情形 , 在 函数 
er1yz，。 区 二 站 


Fez)= to 汕 一 必 
中 , 将 以 引信 注 上 内 的 方式 出 现 ， 我 们 已 经 看 到 过 , 对 于 每 个 自然 数 
都 有 C0) 二 0。 这 意味 闭 卫 的 泰坦 多 项 式 P,,。 是 


Pos)=f (0 FF Os + + .ti 0) 0) 


换 句 话 说 ， 余 项 加 ,ol?) 总 是 等 于 f(z)， 且 除了 对 于 z=0 以 外 ， 
泰勒 多 项 式 对 于 计算 所 x?) 是 无 用 的 。 我 们 终 将 能 够 对 这 个 函数 
的 性 态 提 出 某 种 说 明 ， 这 是 一 个 使 泰 支 定 理 因 基 局限 和 而 困窘 的 
实例 . 

在 佑 计 余 项 时 营 经 常用 到 “计算 ?一 户 ， 致 使 泰勒 定理 的 意义 
可 能 被 误解 ， 泰 动 定理 确实 是 一 个 过于 理想 的 助 算 工具 (尽管 它 
在 前 一 例子 中 显得 无 能 为 力 )， 但 它 还 有 同样 重要 的 理论 上 的 结 
果 . 这 些 结果 中 的 大 部 分 将 在 以 后 章节 中 讨论 ， 但 有 两 个 证 明 将 
说 明 泰 勒 定理 可 以 应 用 的 某 些 途径 ， 关 一 个 例证 ， 对 于 那些 曾经 
哨 完 第 十 六 章 是 无 理 数 的 证 明 的 人 来 说 , 将 是 特别 难以 忘怀 的 ， 

定理 5 e 是 无 理 数 . 

证 明 我 们 知道 ， 对 全 站 %, 都 有 

e 一 6 1 一 1+ 击 十 襄 7 二 一 二 二 上 十 如 ,其 中 0<R, mT 

假定 e 是 有 理 教 ， 比 如 说 * 一 4/2p， 其 中 和 8 是正 整 数 ， 选取 
n> 并且 还 要 za>3， 则 


从 1 1 
=1+i+ar+" tT +t Rs, 


* #91 *» 


i 


从 而 


814_ Rl ，.。， 扫 1 
"一 ?1 十 #1 十 引 1 十 + +ntR,., 


除了 niR, 外 , 这 个 等 式 中 的 其 余 各 项 都 是 整数 ( 因 #>5， 所 以 寿 
边 是 一 个 整数 )。 因 此 ,ni 有 8。 也 必定 是 一 个 整数 ， 但 


3 
OB 


于 是 
Oc<nl Bi 
而 这 对 干 一 个 整数 是 不 可 能 的 . 蜡 
”第 二 个 例证 只 是 对 第 十 五 章 中 所 证 明 过 的 事实 作 一 个 直接 的 
证 萌 : 如 果 
f"+f=0, 
f(0)=0, 

四 f'(0)=0, z 
则 了 =0. 为 了 证 明 这 一 点 ， 首 先 注意 到 fo 对 于 每 个 天 都 存在 ; 束 
实 上 . : 
f= (0")'= —f, 

6 一 (7) 一 (一 站 一 一 形 一 上 

了 本 一 (f=, 

等 等 . 

这 不 仅 证 明 所 有 的 f" 都 存在 , 而 且 还 证 明 至 多 只 有 四 种 不 同 的 
fF 一 了 一 站 因为 0) = 了 00)=0， 所 以 上 所 有 的 00) 
都 等 于 0. 现 在, 泰勒 定理 说 明 , 对 于 任意 的 n, 都 有 


Fo 全 人 (一 nat. 


每 个 国 数 加 "都 是 连续 的 (因为 je“ 2 存在 )， 所 以 对 于 任何 特定 
"432 。 


的 之 都 存在 着 一 个 数 对 ,使得 
fer0(4)| 所 和 ,对 于 0<t<2 和 一 切 % 

(我 们 之 所 以 能 加 上 “和 一 切 % ”这 个 短 语 , 是 因为 只 有 四 种 不 同时 

fm). 于 是 


jm] ea Me 


十 1 

既 热 这 对 每 个 都 成 立 , 并 且 把 1% 取得 充分 大 ， 能 使 t* /n! 要 多 小 
就 有 多 小 , 这 就 证 明了 对 于 任意 的 e 半 0 都 有 1(z)| < 过 2; 因此 ,2) 
=0. 

| 在 挫 后 章节 中 ， 索 勒 定理 的 其 他 应 用 是 和 我 们 在 本 章 中 多 次 
讳 及 的 计算 上 的 考虑 密切 相关 的 ， 通 过 把 半 选 得 充分 大 ， 能 使 余 
项 豆 ,a(z) 要 多 小 就 有 多 小 ， 那 么 就 能 用 多 项 式 Po(z) 将 所 x) 计 
算 到 任意 要 求 的 精确 度 ， 我 们 所 要 求 的 精确 座 越 高 ， 所 要 加 上 的 
项 数 就 越 多 ， 如 果 我 们 愿意 加 到 无 穷 多 个 项 “(至 少 在 理论 上 !)， 
那么 我 们 应 该 能 够 完全 不 疗 余 项 . 应 恋 有 如 下 的 "无穷 和 ” 


ma 
sin 人 汉王 必 一 证 士 引 一 元 十 


31 
we 
osrT=1 一 人 十 钙 一 厨 


a 
x 
二 1 一 Eb 
2 当 4 
6 一 1 十 % 十 下 十 车 十 和 十 "4 
区 
arcian 必 二 2 一 守 二 健一 守土 “如果 |x| 志 1， 


log (1+2)} = 一 等 十 二 一 和 二 如果 一 1 二? 志 1。 

我 们 几乎 圆 沽 地 准备 好 了 这 一 步 晤 ， 只 剩 下 一 个 障碍 一 一 我 
们 从 未 定义 过 无 穷 和 .第 二 十 一 和 二 十 二 谷 包含 这 些 必须 的 
定义 . 


ss 必 有 对 。 


rs 0 且 汪 -ir 负 ar 一 4 um ri .可 == reire 一 Hiagrairr 癌 一 和 ri -二 四 本 二 va we 


习 题 


1。 求 下 列 函 数 ( 在 指定 点 的 ,指定 阶 数 ) 的 泰勒 多 项 式 . 


了. 


(iD 大 7)=e63 3 阶 ,在 0 处 
(让 灰 z? 一 ea 3 阶 ,在 0 处 . 
(iii ein 28 挤 ， 在 过 处 - 

fiv cosi 2 防 , 在 处. 

tv expi # 阶 ,在 1L 处 ， 


(vi) logs z 阶 ,在 2 处 . 
(yi ry 十 十 帮 了 ,在 0 处， 


vi A)= 丰 十 zw 十 4 阶 ,在 1 处 . 


(ix) fr) = Ten nt1 阶 ,在 0 处. 


Cx) 太一 三 # 阶 ,在 0 处 . 


将 下 列 z 的 多 项 式 写 成 2 一 3 的 多 项 式 , (只 需 计算 在 3 处 的 与 不 多 项 


式 次 数 相 同 的 泰勒 密 项 式 ， 为 什么 1) 

(DD dr 

Ci 12 二 44w7 浅 25 十. 

Ciii) as, 

{iyy or:+ br+e. 

写 虽 与 下 列 省 数 相 等 的 和 《应 用 记号 芯 )， 


佳 共 精确 度 在 指定 范围 


内 .为 了 最 天 限度 地 城 少 不 必要 的 计算 ， 可 查 本 古 后 面 2 和 al 的 


幢 . 
(gin1 误 差 之 10-. 
《ii sin2 误差 <10-9， 
(ii) sim 翅 误 着 <10-*% 
Civ) 6; 误 闫 达 10- 

(CY) es 误差 之 10-5. 


总 

只 
地 

车 


3 2 1 
2 4 2 
3 :4 [3 
由 1€ 24 
名 人 2 120 
6 石和 7 了 724 
了 128 5, 40 
8 256 40, 320 
9 512 62, 880 
10 1, O24 3,628, 800 
1 2,048 _ 39, 916, S00O 
12 4, 096 A479, 001, 600 
13 8 192 6,227, 020, 800 
14 16, 384 87,178,291, 200 
15 32, 768 1, 307,674,368, 000 
168 从 与 ,5 和 个 320， 922789 ， 884 000 
17 131., 072 355, 697, 428, 096; O00 
18& 262, 1 和 4 让 | 
19 24, 286 工业 1 ， 让 半生 1 和 尾 ， 和 各 站 站 和 2 DO 
20 1,048, 57€ PE 


*4、 除 了 所 要 求 的 误差 很 小 , 以 性 不 能 应 用 上 次 之 外 , 这 一 慎 和 前 一 十 是 
尖刀 的 ， 你 必 脐 稍 加 思索 ， 而 在 某 些 情况 下 ， 或 许 还 要 参考 第 十 六 童 
中 关于 把 # 取 得 很 大 时 能 使 x*/n! 很 小 的 证 明 一 这 个 证 明 实 际 上 
提供 了 一 种 求 台 适 的 的 方法 ， 在 前 一 题 中 ， 能 各 找到 相当 短 的 和 ; 
实际 上 ， 能 名 找到 最 小 的 ,使得 由 泰勒 定理 所 给 出 的 杂项 估计 小 于 
所 楼 求 的 误差 。 但 在 这 一 题 中 , 找到 和 性 何 明 确 的 和 ， 是 和 情 种 上 的 陈醋 
(只 要 你 能 证 实 这 个 和 行 得 通 )，  “” 
(i) a8in 1; 误 芝 <10-600 7 
(ii) ey 误 莽 过 10-t00%, . 
(i sini10; 误差 之 10-”， :了 
{iy) Pei 误差 <10~?， 3 
CY) arotanTs 误 益 天 10-69 
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5，《a》 应 用 习题 十 五 ,8 征明 


于 一 aretan 二 二 arctan-， 


1 1 
T= 4aretane 一 axctan53g- 


(b) 证 明 rz 一 3.14159…- 《每 个 年 轻 人 应 当 亲 自 验证 x 的 儿 位 小 数 ， 
但 本 练习 的 目的 不 是 要 你 进行 大 量 的 计算 ， 如 果 应 用 ta) 中 的 第 
二 个 式 子 , 的 前 王位 小 数 只要 少量 工作 就 能 算出 . ) 
6， 对 于 每 个 数 &, 和 每 个 非 负 整数 #, 我 们 定义 “二 项 式 系 数 ” 为 
(° ) -< (a—#tl) 


国 nt! 


如 困 & 不 是 整数 ， ui(°) 永 不 为 0, 划 当 R>a 时 其 符 号 将 交 赫 变更 , 
证 明 : 关 王 玉 *) = (1 二 9" 在 0 处 的 # 阶 泰勒 多 项 式 为 


Po 人 )=， 


且 其 人 项 的 柯 西 形式 和 拉客 朗 日 形式 如 下 : 
柯 西 形式 : 


Rds) ET 4)at1+ $Y -sl 


dma atD (St nn 


一 一 -一 -一 一 一 一- 一 万 一 一 一 
性 上 1 十 上 


og— 一 二 
osa( < ja (和 


# 在 [0, 好 或 {z, 0] 内 。 
控 格 朗 日 形式 : 


_a(a—1).(a—n) on 
RT 11 十 二 as 


一 性 证 二 -nn-l 
(. 全 二 有 ” 


i 在 [0, 有 或 [z, 0 内 . 
对 于 这 些 余 项 的 估计 较 难 处 理 , 将 留待 习题 二 十 二 , 16 中 去 解决 . 
?7， 根 设 6 和 太 分 别 是 了 和 在 4 处 的 泰勒 客 项 式 的 系数 ， 接 各 话说 , 
* F906 +* 


机 


10. 


*11. 


12- 


二 J /让 和 如 二 9 (9)/i1， 求 下 列 函 数 在 2 处 的 秦 款 儿 项 式 的 


以 诸 a; 及 记 表 东 的 系数 cr 
(iy f+y. 

(ii) fo. 

[1 


(iv Mz) 一 人 A 3 
(0 We)= ae. 


(a) 证明 所 2)= ain (zx) 在 0 处 的 44 十 2 阶 娄 勒 多 项 式 为 
2 i 
必 一 条 十 各 二 (一 全 [7 


提示 : 若 忆 为 sin 在 0 处 的 24 十 1 耻 察 勒 多 项 式 ， 则 sinz=P(+) 
十 R(z), 其 中 limR(z)1x2oyi 一 0. 对 于 limB(s2) /ztwes 这 意味 着 
升 必 ? 
(b) 对 所 有 的 有 求 所 (0). 
te 一 般 地 ， 如 果 zy)=g(z9， 求 出 以 9 在 0 处 的 导数 表示 的 
FO). 
证 明 : 若 zx 和 0, 则 
[fat 上 寺 
征伐 


Cn 十 17 
证 明 : 如 果 一 1<o<0, 删 
部 生计 w]e 
<a (nH 二 17 
{a) 证 明 : 如 此 对 于 |z 一 o| < 有 | 8(z) | 志 开 1x 一 a9]*， 则 对 于 
| 一 a3 有 | -gD EM sal"'ii (nt1). 


(5) 应 用 (a) 证 明 ， 如 果 lim(g9"(s)/ (一 9) =0, 则 


g(r)— g(a) 
lim (z 一 可 2 


{¢) 证明 ; 如 果 多 2 一 岂 2) 一 三 oz》 则 

gs)— x)— P10 C(t). 

(d) 不 用 罗 必 塔 站 则 , 给 出 定理 1 的 归纳 证 明 , 
用 余 于 的 任 一 形式 , 作为 泰 粉 定理 的 一 个 推论 导出 定理 1.〈 国 准 在 于 
* 197。 


一 修 


pp i didi er et i 


14. 


18, 


#6 


7 


必须 假定 比 定理 1 恨 设 中 所 村 求 的 多 一 阶 的 导数 .) . 
13. 


应 用 习题 十 三 , 27 和 十 三 ，28， 由 余 项 的 积分 形式 推导 余 项 移 柯 再 形 
式 和 拉 格 户 日 形式 ， 和 将 有 彰 第 12 题 中 那样 的 困难 . 
(3) 证明; 如 果 产 (9) 存 在 , 则 

pa) =lim fa 上 iD) 二 一 21(o) 


提示 ; 应 用 具有 2=4G 二 和 2 开 一 6 一 如 的 二 阶 替 蒜 多 项 式 . 

fb) 设 当 2 二 0 肝 玉 2)=45 而 当 z0 有 时 2)= 一 s+， 和 证明 : 即使 
产 (0) 不 看 在 ， 

lim + D+ —210) 


| 


也 存在 ， 
应 用 泰勒 多 项 式 P,,。y 及 其 余 项 ,证明 第 十 一 章 附 录 的 定理 2 的 弱 形 
式 : 如 果 产 >>0， 旭 除了 在 切 点 之 站， 了 的 图 形 总 是 在 y 的 切线 的 
上 方 ， 
习题 十 七 ，32 曾 提出 一 个 有 点 复杂 的 证 明 : 如 果 产 一 大 0 和 矶 0) 
一 产 (0) =0, 则 了 一 避 应 用 泰 勤 定理 给 出 另 一 证 明 . 《本 忻 实 际 上 基 对 
第 17 题 中 的 一 般 情 形 进行 会 战 前 的 预备 , 共用 意 是 右 使 你 珀 信 , 即使 
对 于 畦 殊 情 形 能 用 技巧 更 简练 地 解决 问题 ， 但 春 翘 定理 仍然 是 解决 这 
类 问题 的 良好 工具 , ) 
研究 满足 下 面 微分 方程 的 遂 数 了 


n-l 
Fa 一 Sf, 


414=0 

共 中 06，…，6。-1 为 某 些 确定 的 数 ， 儿 种 笑 殊 情形 已 在 课文 或 别 的 习 
是 中 详细 讨论 过 ; 特别 是 , 我 们 已 经 求 出 了 满足 疡 一 或 产 十 户 一 0 或 
产 一 /一 0 的 所 有 函数 ,习题 十 七, 3 中 的 技巧 使 得 我 们 能 参 来 出 这 种 
方程 的 许多 解 , 但 却 没 说 出 这 些 解 是 否 是 公有 的 解 ， 这 需 双 一 个 由 本 
题记 提供 的 除 一 性 结果 ， 在 本 周末 屁 你 将 着 到 对 通 解 所 作 的 某 些 ( 必 
然 是 粗略 的 ) 议 论 ， 

(a) 导出 下 面 关于 产 wt 的 公式 (让 我 们 约定 “0_i> 竺 于 0): 


fs +1)— > PP 


jm 


* 48 » 


(b) 导出 一 个 关于 f+ 的 公式 ， 

在 忆 ) 中 的 公式 是 不 打算 使 用 的 ; 把 它 写 在 这 里 , 只 是 为 了 使 你 确 谋 不 

可 能 于 出 了 的 一 般 公 式 ， 另 一 方面 ， 和 如 (5c) 新 示 ， 要 得 出 关于 

aotz) 的 大 小 的 估计 不 是 很 难 的 . 

te) 仿古 一 maxtl ia |a|)， 则 |ei 十 gs-ae| 安 2823 这 讲 
昧 著 


fen 二 本 10， 其 中 |B) [2N: 
一 站 
证 明 
Po 
Per 
并 生 , 更 一 般 地 ， 


sn- 
fe 一 本 的 1 其中 1B51<2r Nr 
1 二 必 


(9) 由 (0) 断 定 ,对 于 任何 特定 的 数 z, 都 存在 一 个 数 形 使 得 
[famar) | 2 Nr 对 于 所 有 有 的 Ek, 
(6) 现在 候 设 0 一 了 (0)=…= 二 Jf9-5300)=0。 证 明 
iA) Ne 


(sv 十 中 十 1) 3 


二 NM.]2Nr)"*t+! 
= 


并 断定 f=0. 
Cf) 证 明 : 如 果 态 和 产 是 微分 方程 


Li | 


Fm 一 af 
了 = 


的 解 , 并 且 对 于 0 之 j 委 9 一 1 有 访 人 (0) =f,. (0)7 ,其 六 =f,. 

换 铂 话说 ,这 个 微分 方程 的 解 由 “ 初 信条 件 ” (关于 0 守 j<<n 一 1 的 

语 信 200)) 确定 、 这 意味 着 ， ~- 瑟 我 们 能 如 为 效 得 插 音 给 定 的 
* 499» 


rp ee rei i a 


初 慎 条件 而 找到 足 筋 的 解 , 我 们 就 能 求 出 所 有 的 解 ， 如 果 方程 
be TE tt 
有 个 不 同 的 根 立 [， ts Xn, 则 县 有 形式 
HI) oerst et one 
的 任何 函数 是 一 个 解 , 并 且 
ft0) 一 ci 十 … 十 em 
FO = 二 tants 


ft0) =a -te taNten, 

事实 上 , 每 个 解 都 具有 这 种 形式 , 因为 我 们 适当 地 选取 省 个 5， 就 
能 得 到 虐 边 的 任 春 的 数组 ， 但 我 们 不 打 自 证明 这 个 最 后 的 断言 ， 
(这 纯 是 代数 .上 的 束 实 ， 你 不 蕉 对 #* 一 2 或 =3 验证 一 下 . 如果 
有 些 根 是 重 根 ， 甚 至 在 第 二 十 六 章 中 所 解 究 的 更 一 般 的 情形 下 ， 
这 些 议论 也 是 正确 的 . 

*18, (8) 讶 当 多半 0 时 (7) 一 wisin 1 而 了 0) 二 0 证 朋 在 0 处 产 0 直 
到 2 阶 ,即使 了 (0) 不 存在 . 
与 课文 中 前 例子 相 拷 较 , 这 个 例子 稍微 复杂 些 , 但 给 人 的 印象 也 
更 深刻 一 些 , 因为 对 于 Go0, 广 (和 产 (6) 都 存在 .于 足 ， 对 了 于 
每 个 数 m 有 另 一 个 数 嫩 (g) 使 得 
(*) Ho)= fa} + f(a (ro 


+ (eat+ RA(z), 


其 中 lim 吉 m7 = 0; 
即 当 4 六 0 时 类 (的 一 产 (9 而 条 ( 候 一 0. 注意 ， 用 这 种 方式 定义 
的 函数 m 不 连续 ， 

(by 设 了 为 可 徽 函数 , 嵌 设 有 一 个 印 数 各 使 (*) 对 所 有 的 数 a 都 成 立 ， 
并且 侣 是 连续 的 ， 证 明 : 产 (q) 对 于 所 有 的 a 都 存在 ， 并 且 等 于 
(4)， 提 示 P: 对 x 二 a 十 ha=G 写 出 (+)， 并 对 2% 一 4, 在 苇 丰 十 用 
写 册 (的 ， 


人 外” 至 注 提示 有 误 , 详 见 << 镁 积分 > 补充 转 解 +. 
4 00D + 


*##(e) 假设 有 二 个 连续 函 产 mm 使 得 


fry=f(0 + 0) Ce—a) + (sa)? 
+ (so)+ Rr), 
Bz) 


a 一 oo 


共 中 iim 一 心 


出 此 可 推出 疗 (9) = 加 (98) 凤 ? 


选 题解 答 


(DD Pur)=etertes:t (Se/31) es. 
31 1 {TD , fra) 
{111) P27)=1 al 十 41 
十 一 Dwr/ 
(2%e)! 


(V) Poi) metels—D) + 

vi) Piotr)=%+w?, 

Cn) Poni dT)=1—2t Tr) 

。 如 时 于 是 一 个 次 密 项 式 函 数 ， 则 产 "一作 从 而 由 泰勒 定理 推出 
BR AT) =0, Fl fF)= Pr a t). 

Ci) —12+2(r—3)+ (Cw—3):, 

(iii) 243 十 05(x 一 3) 十 270{z 一 8): 十 90(z 一 3)3 十 15(z 一 3)* 


十 (rz 一 3)5. 
1) 
-全 pa CE 2# 十 2 之 19 或 n>9 时 
te 
1 - 
CaF 让 


a —1y' 
Ci) Dr is 2n+2 之 18 或 wz 8 时 


1 


> -20 
Eerie ) 


+ S01 。 


rs 
a 


人 


1 网 
-6 

(Cv) (ms rt 十 1 这 12 或 #11 时 TI Ey ， 

t=O 


9， (i) 6 二 十 昌 ;: 
iii = 十 1) a 
oh fa 
C0 0 于。 | 


* SO2* 


“第 二 十 章 是 超越 的 


e 的 无 理性 已 经 很 容易 地 证 明 过 ， 使 得 我 们 在 这 选读 的 一 合 
中 可 以 尝 坛 完成 一 项 较 困难 的 工作 , 证 明 数 e 不 羽 是 无理 的 , 而 实 
际 上 还 要 坏 得 多 . 只 要 将 无 理 数 定义 的 措辞 稍微 改变 一 下 ,就 能 暗 
示 出 一 个 数 怎样 会 比 无 理 数 更 坏 ， 如 果 数 z 对 于 任何 整数 4 和 
bb 关中) 都 不 可 能 写成 “= 二 a/5, 则 读数 zx 是 无 理 数 ， 这 等 于 说 ,有 除 
了 对 于 6=0,8==0 之 外 , 对 干 整数 a 和 858, zx 不 满足 任 们 方程 
br —a=0. 
用 这 种 见解 来 观察 ，w 和 的 无 理性 似乎 不 存在 那么 严重 的 缺陷 ; 
更 确切 地 说 ，~/ 2 似乎 是 勉强 成 为 无 理 数 一 一 虽然 ~/ 2 不 是 方程 
人 多 十 加 一 必 
的 解 , 但 它 是 高 一 次 方程 
好 一 2 一 0 
的 解 ， 习 题 二 , 17 说 盟 如 何 产 上 生 满足 高 次 方程 
Gueron itn! 二 二 og 二 0 
的 许多 无 理 数 zx, 其 中 G6; 是 整数 并 且 oo 才 0 (这 个 条 件 排除 了 全 部 
qi 二 0 的 可 能 性 )， 满 足 这 种 “代数 "方程 的 数 叫 做 代数 数 ， 我 们 已 
经 迁 到 的 一 切 数 儿 乎 都 是 用 代数 方程 的 解 来 定义 的 (< 和 6 在 我 
们 有 限 的 数学 经 验 中 是 超 乎 寻 党 的 例外 ). 所 有 的 根 , 如 
M2, M3, 7, 
显然 都 是 代数 数 , 甚至 复杂 的 组 合 , 如 
sy/3 了 AT TAN ESG 
也 是 代 致 的 (尽管 我 们 不 打算 证 明 它 )， 不 能 通过 解 代数 方程 的 方 
法 得 到 的 数 叫做 超越 的 ， 这 一 章 的 主要 成 果 是 阐明 。 是 这 种 异样 
* S03 。 


的 数 ， 

证 明 。 是 超越 的 完全 是 我 们 力所能及 的 事 ， 甚 至 在 第 十 九 章 
以 前 , 从 理论 上 说 也 是 可 能 的 . 可 是 , 对 于 这 个 证 明 的 内 诅 来 说 , 我 
们 有 理由 将 自己 看 成 是 学 习 得 深 一 层 数学 的 初学 者 ; 虽然 许多 有 
关 无 理性 的 证 明 只 依 辕 数 的 初等 性 质 ， 但 是 证 明 一 个 数 是 超越 的 
划 往 往 包含 茶 些 真 正 有 大 效力 的 数学 ， 其 至 与 。 的 超越 性 有 关 宋 
的 日 期 也 是 相当 近 的 一 。 是 超越 数 的 第 一 个 证 明 是 埃 尔 米 特 于 
1873 年 做 出 的 。 我 们 将 要 给 出 的 证 明 是 由 希 尔 伯 特 简 化 了 的 。 

在 开始 证 明之 前 , 最 好 先 订 出 一 个 方案 , 它 依 赖 于 一 种 甚至 在 
证 明 e 是 无 理 数 时 已 经 用 到 的 概念 ， 下 式 


1 1 1 
€ 三 1 二 于 十 如 十 十 训 二 所 
的 两 个 特点 对 于 。 是 无 理 数 的 证 有 明 曾经 是 重要 的 : 一 方面 , 数 
1 1 
1 十 二 十 … 十 二 


可 以 写成 9g<n! 的 分 数 pf9( 于 是 &1(z12) 是 整数 ); 另 一 方面 ， 
0 二 R38 十 1)1 《于 是 %1B, 不 是 整数 ). 这 两 个 事实 说 明 e 可 
以 畦 别 好 地 由 有 理 数 来 近似 ， 当 然 ， 知 个 数 必 都 可 以 任意 精确 地 
用 有 理 数 来 近似 一 一 设 e 汪 0, 就 有 一 个 有 理 数 + 使 得 |f 一 ?| 之 e;} 
但 是 ,图 滩 在 于 , 也 许 必 须 让 + 有 一 个 很 大 的 分 母 , 或 许 要 象 1/s 一 
样 大 、 对 于 。 ,我 们 确信 共 情 况 不 是 这 样 ; 有 一 个 分 数 了 /9, 与 e 
的 误差 在 3/ (nw 十 D1 之 内 , 其 分 母 g 不 超过 ma4!， 你 要 是 仔细 地 看 
一 下 6 是 无 理 数 的 证 明 , 就 会 发 现 应 用 的 只 是 关于 。 的 这 个 事实 . 
就 下 面 这 一 点 来 说 , 数 e 决 不 是 独一无二 的 : 一 般 地 说 , 一 个 数 越 
是 能 更 好 地 用 有 理 数 来 近似 ， 它 就 越 坏 ( 关 于 这 个 论断 的 某 个 证 
据 在 第 3 是 中 提出 }。 e 是 超越 数 的 证 明 依 赖 于 这 种 概念 的 推广 ; 
不 单 是 8, 而 且 它 的 任 次 有 限 次 智 6 ，e 2 …，e *， 者 可 以 同时 村 
.504 。 


别 好 地 用 有 理 数 来 近似 ， 在 我 们 的 证 明 中 ， 我 们 将 由 假定 < 是 代 
数 数 开始 , 这 样 , 对 于 某 些 整数 go …， er 我 们 有 
{#) ones 十 十 GE 十 本 一 站 60 二 0 
为 了 得 出 一 个 矛盾 ， 我 们 特 找 出 一 些 整数 型 ， 弄 ，，… 型 。 和 一 些 
“小 的 " 数 sy … em 使 得 
1 有形 ; 十 er 
一 到 


e 


6 一 


和 :十 ex . 
NR + 


er Mri en 


这 些 e 应 该 多 小 , 只 有 把 这 些 表 达 式 代入 假设 的 等 式 (*) 时 才 会 显 
示 出 来 ， 用 有 对 追 葬 各 项 后 , 我 们 得 到 

[ee 开 十 如 型, 十 十 oj 十 [emt tt end = 0, 
第 一 个 方 括号 内 的 项 是 一 个 整数 , 并 且 .我 们 将 这 样 选择 这 些 必 ,使 
这 一 项 必定 是 一 个 非 零 整数 ， 我 们 还 将 设法 找 出 很 小 的 。 使 得 


| ea 十 … 十 eaon| < 


这 将 导致 所 要 求 的 矛盾 一 一 一 个 非 党 整 数 与 一 个 绝对 值 小 于 二 的 


数 的 和 不 可 能 等 于 等: 

作为 一 个 基本 方案 , 这 实在 是 非常 合理 和 十 分 直截了当 的 .证 
明 中 值得 注意 的 地 方 将 是 定义 于 和 。 的 方法 ， 要 看 懂 这 个 证 明 你 
将 需要 知道 下 函数 ! (这 个 函数 曾 在 习题 十 八 , 25 中 介绍 过 ,) 

定理 1 。 是 超越 的 . 

证 明 ”假设 有 整数 00,…, au 其 中 m% 坟 0, 使 得 

(+) Ge* 二 oe 十 十 的 一 0 
将 数 于 ,1，…， Ms 和 61，…, en 定义 如 下 ; 
* S03 +: 


“zr? [L(g 一 = 了 se 一 认 ) Pe ’ 
= -| (p— lt do 


a i fe” 
ee LC 5 (spe 

未 指定 的 数 了 代表 一 个 素数 ”， 我 们 将 在 以 后 选取 .尽管 这 三 式 的 
外 表 奸 起 来 很 讨厌 , 但 稍 加 变化 后 , 它 六 将 显得 合理 得 多 ， 我 们 先 
将 注意 力 集 中 在 下 上 证， 如 果 把 方 括号 内 的 式 子 

[2— D(z—n)] 
居然 乘 出 来 , 我 们 就 得 到 一 个 整数 系数 的 多 项 式 

他? 十 … 十 放 | 
当 增 高 到 沁 次 警 时 ， 这 个 式 子 就 变 为 更 加 复杂 的 多 项 式 

TY 

于 是 寻 可 以 号 成 如 下 形式 


_<" 1 1 
M2 Gr), ee 
其 中 Ce 是 一 些 整 堵 , 并且 Oo== 土 (n1)?.。 但 
| ?esar—nh, 
0 
因此 


Cp—l+ot 
Y= > “GD 


* 末 语 “素数 " 普 在 习 厨 二 ，16 中 定 六 过 ， 在 本 证 明 中 将 要 用 到 一 个 关于 素数 
的 事实 , 尽管 这 个 事实 在 本 书 中 没有 征明， 如 果 p 是 一 个 不 能 整除 班 数 a 也 不 能 整除 
整数 5 的 素 效 , 则 了 亦 不 能 整除 s5。 在 建议 读物 中 提 到 关于 这 个 定理 (在 证 明 整 数 的 
素数 因子 分 解 是 唯一 的 时 候 ， 读 定理 起 决定 性 的 作用 ) 的 参考 书 ， 我 们 过 将 用 到 习题 
二 ,16(0d) 的 结果 ， 到 存在 无 穷 多 个 来 数 _ 妥 本 读者 确定 ， 愉 好 在 什么 地 方 需要 这 个 
结果 . 
* S06 » 


现在 , 对 于 =0, 我 们 得 到 项 
《加 一 3)1 
+ (nD + 0D". 


我 们 现在 只 考虑 素数 2>m 那么 这 一 项 就 是 一 个 不 能 被 了 整除 的 
整数 。 另 一 方面 ,车 «>>0, 则 


CB Oopto—1) (p+o—2) .ep, 


龙 被 ? 整除， 所 以 好 本 身 是 不 能 被 ?2 整除 的 整数 . 
现在 研究 妈 :， 我 们 有 


wr (2—1): (on) ye 
ser| Nm) eg 
Me 中. (PC—1)1 


= “Don) eH, 
! " 


上 式 可 通过 替换 
铝 一 允 一 总 ， 
du =dr, 
变 成 一 个 很 象形 的 式 子 ， 其 积分 限 变 为 6 和 co, 并 且 


DT Ee) J]?e-* 
M.,= ft ea [J 疯 


读 式 与 表示 型 的 臣子 有 一 个 重要 的 差别 ， 方 括号 内 的 项 在 第 下 个 

因子 处 含有 因子 w. 因此 其 ?次 每 含有 因子 sz. 这 意味 着 整个 式 子 
(tb) (uk— 1) (ukn)]? 

是 整数 系数 的 多 项 式 ， 其 中 各 项 的 次 数 至 少 是 p， 困 此 


itag 一 此 一 (PP 一 1 十 oo 上 了 十 四) 1 
Moh du > Dr 


其 中 DD, 是 某 些 整 教 ， 注 意 到 求 和 从 a=1 开始 ; 在 此 情形 中 ， 和 
中 的 每 一 项 都 是 可 以 被 了 整除 的 ， 因 此 , 每 个 at 都 是 能 被 了 整除 
的 整数 . 

i 307 


RU 


显然 有 


er ， =1, …- 


代入 (*)》 并 用 形 去 乘 , 我 们 便 得 
[go oi 十 +o Mj]+ Eaie 二 +…+oenl=0. 
除 世 求 fm 外 , 让 我 们 再 约定 了 p 汪 |mw1。， 这 意味 着 对 和 om 都 不 能 
被 了 怠 除 ， 所 以 oo 如 也 不 能 被 了 整除 。 因 为 每 个 如 ,都 能 被 2 整 
除 , 故 
” M+aMt…ta Md 
不 能 被 ? 整除 . 特别 是 它 是 一 个 非 零 整数 ， 
为 了 得 出 与 假设 的 等 式 (*) 矛盾 的 结果 ， 从 而 证 明 “是 超越 
的 , 只 要 证 明 当 了 取得 足够 大 时 能 使 
ee 十 … 十 open| 
要 多 小 就 有 多 小 ; 显然 只 要 证 明 每 个 ]ex| 能 要 多 小 就 有 多 小 就 够 
了 . 这 只 要 做 些 简单 的 计算 . 对 于 剩 下 来 的 讨论 ,要 记 住 如 是 某 个 
男 定 的 数 ( 恨 定 的 和 多项式 方程 (要 的 次 数 )， 首 先 , 如 果 1< 委 zsse, 则 
sf* [xe [人 一 rn) ?rie ” 
ale CED 
af*nt'|l[Cr—1 多 一 各 ?| ey 
<e 下 i | 
现在 设 对 于 f0, #] 内 的 x, 44 是 | (2 一 DD 以 (x 一 2) | 的 景 大 值 . 则 


ene ld? [ 
[ez| 过 | dx 


< 和 | 
en? 1.43 
(人 一切 ! 
entraA? _ en(mA)? 
DD! wD 


从 
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但 中 和 4 都 是 男 定 的 ; 因此 了 取得 充分 大 , 部 能 使 444)77 (一 1)1 
要 多 小 就 有 多 小 . 目 

这 个 证 明 , 象 关 于 地 是 无 理 数 的 证 明 一 样 , 多 少 值得 冷静 地 回 
想 一 下 ， 年 看 起 来 ， 这 个 论证 似乎 是 很 "高 级 的 ?一 一 我 们 毕竟 用 
了 积分 ,而且 又 是 由 0 到 吕 的 积分 ， 实 际 上 , 象 许多 数学 家 已 经 注 
意 到 的 那样 ， 积 分 可 以 从 论证 中 全 部 去 掉 ; 读 和 证明 所 需要 的 积分 
都 是 具有 下 面 形式 的 积分 


| 2* -dw，( 对 于 整数 
而 这 些 积分 每 当 它 们 出 现时 都 可 用 t1 来 代替 ， 这样， 例如 型 一 开 
始 就 可 以 定义 为 


-0 CBE 一 1 十 四 ! 
M2 0 GD 


其 中 0. 是 多 项 式 
[wl (x—n) 计 
的 系数 .如 果 这 种 想法 从 头 到 尾 贯彻 下 来 , 那么 只 要 用 
e = 1 十 间 十 六 十 让 十 “ 
这 个 事实 ， 大 们 就 能 得 到 一 个 关于 。 是 超越 数 的 “完全 初等 的 "证 
明 ， 不 幸 ， 这 个 “初等 的 "证 明 比 原先 的 那个 证 明 难 理解 -一 只 是 
为 了 去 掉 几 个 积分 符号 ， 势必 会 隐没 整个 证 明 的 袍 因 ! 这 种 情 
误 决 不 仅 限 于 这 个 特殊 的 定理 一 一 “初等 的 ?论证 往往 比 “ 高 级 的 ” 
论证 难 ， 我 们 对 于 5 是 无 理 数 的 证 明 就 是 一 个 例证 ， 对 于 这 个 证 
明 ， 你 大 概 只 记得 它 包 含 了 不 少 复杂 的 函数 ,. 别 的 类 什 么 也 没 记 
住 ， 实 际 上 存在 一 个 较 高 级 的 但 更 概念 性 的 证 明 ， 证 明 x 是 超越 
教 这 一 具有 重大 历史 意义 和 本 质 意义 的 事实 。 希腊 数学 的 经 典 问 
是 之 一 是 , 只 用 圆规 和 直 尺 作 一 正方 形 , 使 其 面积 等 于 一 个 半径 为 
十 09 " 
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1 的 呵 的 面积 ， 庆 希 要 作 一 条 长 为 v” 的 线 展 ， 训 能 作出 长 为 了 
的 线 绒 ， 就 能 作出 前 者 希腊 人 完全 不 能 确定 能 否 作出 这 样 的 线 
段 , 甚至 在 1882 年 以 前 ， 近 代数 学 的 全 部 办 法 都 不 能 解决 这 个 问 
题 。 在 那 一 年 林 德 晕 证 明了 x 是 超越 的 ;因为 能 用 直 尺 和 图 规 作 
出 的 任何 线段 的 长 诬 , 都 能 用 十 ，: , 一 , 十 , 和 ~v” 写 出 来 ,因而 是 
代数 数 , 这 就 证 明 长 度 为 # 的 线段 作 不 出 来 . 1 
证 明 x 是 超越 的 村 用 到 大 是 的 数学 知识 , 这 些 内 容 很 高 级 , 起 
出 本 书 范围 ， 但 是 , 读 证 明 并 不 比 证 明 。 是 超越 的 更 难 ， 其实, 关 
玉 严 的 证 明和 关于 e 的 证 明 实 际 上 是 相同 的 ， 这 各 话 一 定 会 使 你 
感到 惊奇 ， 关 于 e 是 超越 数 的 证 明 似乎 完全 要 依赖 于 e 的 特殊 性 
质 , 几乎 不 能 想象 究竟 它 怎 样 变化 后 能 适用 于 3 e 和 + 到 底 有 有 什 
么 关系 ? 且 等 闭 看 ! 


习 题 
1 (a) 证 明 : 如 果 a>0 是 代数 数 , 则 ~ a 是 代数 数 . 
(b) 证 明 :; 如 果 & 是 代数 数 , 而 7 是 有 理 数 , 则 a 十 + 和 ar 是 长 数 数 . 
实际 二 (tb) 可 以 被 大 大 地 加 强 : 代数 数 的 和 , 积 及 商 是 代数 数 ， 对 
我 们 来 说 在 这 里 证 再 这 个 事实 太 难 了 , 但 对 于 某 些 特殊 衫 形 可 以 
考查 一 下 ; 
2， 用 实际 上 有 寻找 了 地 与 V3(ITw 了) 所 薄 足 的 代数 方程 (你 将 
需要 次 方程 ) 的 方法 , 来 证 明 它们 是 代数 教 ， 
*3，(a》 设 a 是 一 个 不 是 有 理 数 的 代数 数 ， 假 定 a 满足 多 项 式 方程 
NX)=0nr*+ qr" 十 :十 qo=0， 
并 且 设 有 较 替 次 的 多项式 国 数 上 共有 这 个 性 质 ， 证 明 对 于 任何 有 
理 数 Pj/y 都 有 (p19) 二 0， 提 示 : 应 用 习题 三 , 7{b)， 
tb》 现 在 证 盟 对 于 所 有 9>>0 的 有 理 数 pj4g 都 有 | 了 tp/ 四 | 二 114*. 所 
示 : 把 大 的 写成 公分 母 为 加 的 分 数 ， 
te) 设 下 =sup {I 产 (z)|: |z 一 ql 过 1}， 用 中 值 定理 证 曙 如 果 pjg 
» 要 了 人 = 


是 一 个 鸽 1a 一 9182| < 的 有 理 数 , 则 |a 一 2 人 >>1789 《由 此 
推出 当 e=imax(1l,172) 时 ,对 于 所 有 的 有 理 数 P/9 我 们 有 1a 一 
pigl>e/q",) 
#4。 设 
a=0.110001000000000000000001000.…， 
其 中 对 于 每 个 入 第 个 1 在 第 位 出 现 ， 应 用 第 3 题 证 明 e 是 超 
越 的 . 《对 于 每 个 加 证 明 a 不 是 次 方程 的 根 . ) 
虽然 第 4 是 只 提 到 一 个 特殊 的 超越 均 , 但 应 明确 我 们 可 以 容易 地 构造 出 
苑 穷 侈 个 对 于 任何 6 和 “都 不 满足 la 一 p/41 汪 cjg" 的 别 的 数 a。 这样 的 数 
首先 由 刘 维 尔 (1809 一 1882) 研 究 过 , 而 第 3 是 中药 不 等 式 常 称 为 刘 扒 尔 不 等 
式 ， 用 这 个 方法 构造 出 的 超越 数 没 有 一 个 会 是 恬 别 有 趣 的 ， 但 是 长 时 间 以 
来 ， 刘 扒 尔 的 超越 数 是 人 拉 世 知道 的 公有 的 超越 数 ， 这 种 情况 由 于 康 托 尔 
《1845 一 1918) 的 工作 才 被 彻 订 地 改变 了 过 来 ,他 在 没有 展示 出 一 个 单独 的 超 
越 歼 的 情况 下 证 明了 : 大 多 数 的 数 是 超越 的 ， 下 边 两 个 习 古 介绍 葛 因 路， 
使 我 们 大 情 这 个 陈述 的 意思 . 我 们 必须 用 到 的 基本 定义 如 下 : 一 个 所 有 4 当 
它 的 各 元 于 皮 够 排列 成 一 个 序列 


Gi Gr Os 
时 ， 则 人 散 可 数 的 ， 可 数 集 的 明显 的 (事实 上 、 凶 少 有 点 理想 化 的 ) 例 子 是 自然 
数 的 集合 NN; 主 然 偷 自然 数 的 集合 也 是 可 数 的 : 
2，4，56， 8 
稍微 有 点 使 人 尺 奇 的 是 , 听 到 所 有 整 获 ( 正 的 , 负 的 , 和 0) 的 集合 也 也 是 可 数 
的 , 慌 一 闭 后 就 明白 了 了 : 
站， 了 ， 一 1，2， 一 2，3， 一 可 
予 列 两 个 习题 概 赂 地 叙述 可 数 集 的 基本 内 征 , 实际 上 是 说 明 似 下 两 个 事实 的 
一 系列 欧 葬 子 : 《II) 比 大 们 可 以 想象 的 多 得志 的 集合 是 可 数 的 ， 《27 但 是 某 些 
集合 又 是 不 可 数 的 . 
*5，{2》 证 明 : 加 果 上 44 各 是 可 数 的 , 则 4UB{z:z 在 4 内 或 # 在 互 内 } 
也 是 可 数 的 。 担 示 : 应 用 曾 对 工 使 用 过 的 同一 技巧 ， 
(b) 证 明正 有 彰 数 的 集合 是 可 数 的 (这 确实 是 非常 令 人 吃惊 的 : 利 
用 下 面 的 现 察 法 证 期 : 


» S11* 


?6， 


和 
一 各- 


Ey 
pe 
3 
pe 
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《ec) 证 明 所 有 整数 仙 (mm， 全 的 集合 是 可 数 的 . 【这 实际 上 和 (b) 是 一 
样 的 , ) 
Cd) 如 果 4 如 , 坟 ,… 和 大 个 都 是 可 数 的 , 证 明 
dU 4 
也 是 可 数 的 . 《再 次 应 用 {b) 中 用 过 的 同一 技巧 , ) 
(Ce) 证 明 所 有 整数 的 3- 数 组 人，m， 训 的 集合 是 可 数 的 .，〈 一 个 3- 数 
组 (人 需 , 维 可 以 用 一 个 数 华 人, 0) 和 一 个 数 # 来 描述 . ) 
{f) 证 明 所 有 呈 数组 (al aa …, an) 的 集合 是 可 数 的 ，( 如 果 你 已 做 出 
(e), 你 就 能 用 归纳 法 做 出 这 一 题 , ) 
(8) 证 明 # 次 多 项 式 函 数 的 所 有 根 的 集合 是 可 数 移 ，(( 中 证 明 所 及 
次 多 项 式 函 数 的 集合 能 排 成 一 个 序列 , 而 这 些 函 数 中 的 每 一 函数 
至 多 有 令 根 .) | 
(Ch) 现在 用 (d) 和 tg) 来 证 明 所 有 代数 数 的 集合 是 可 数 的 ， 
既然 这 人 么 多 的 集合 原来 都 是 可 数 的 , 那么 注意 到 在 0 与 1 之 问 的 所 有 
实数 的 集合 是 不 可 数 的 ， 是 重要 的 、 换 句 话说， 没 法 把 所 有 这 些 实数 
列 成 一 个 序列 
人 一 个. 全 1 
tt 一 0.aiesaiai 
da =O.0 oad 


TTTTETTTTIETTITTS 


一 个 序列 , 并 考查 十 进 小数 

人 天 本 和， 
其 中 若 四 寺 5 期 5 二 5， 而 若 a3 一 5 则 下 一 6 证 明 这 个 数 交 不 可 能 
在 这 序列 内 , 从 而 得 出 一 个 矛盾 , 


= 2 = 


第 5 题 和 第 6 题 可 以 总 结 如 下 ， 代数 数 的 集合 是 可 数 的 ， 如 果 超 越 数 

的 集 台 也 是 可 数 的 , 那么 根据 第 5 是 (8), 所 有 实数 的 集合 必定 是 可 数 的 ， 从 

而 在 0 与 1 之 间 的 实数 集合 一 定 是 可 数 的 ， 但 这 是 假 的 ， 因 此 , 代数 数 的 集 

合 是 可 数 的 , 而 超越 数 的 集合 是 不 可 数 的 {" 超 越 数 比 代数 数 多 ")、 剩 下 的 两 
个 习题 进一步 说 明 区 分 可 数 集 和 不 可 数 集 是 多 么 重要 ， 

*7、 设 了 是 一 个 在 [0， 切 上 的 非 诚 函 数 ， 回忆 (习题 八 ，8) lim,fz) 和 


lim J(x) 都 存在 . 
(a) 对 于 任意 。>0, 证 明 在 [0, 有] 内 只 存在 有 限 多 个 数 a 能 使 


lim f(2)—lim f(z)>e. 


提示 :事实 上 , 这 些 数 至 多 有 [CD 一 A(O)31e 个 。 
(b) 证 明了 不 连续 的 那些 点 的 集合 是 可 数 的 .提示 ; 如果 lim f(z) 
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一 Ji f(z)>>0, 则 对 于 某 个 自然 数 所 它 是 > 178 的 ， 


本 是 说 明 非 由 有 国 数 在 天 多 数 的 点 上 自动 连续 。 对 于 可 微 性 , 情况 
较 蕉 分 析 并 且 也 是 较 有 趣 和 的 ， 非 沽 函数 可 以 在 不 可 数 的 点 集 上 
不 可 微 , 但 仍然 可 以 说 非 减 苗 数 在 大 多 数 的 点 上 是 可 徽 的 { 在 “大 
允 数 "一 词 的 不 同意 文 上 说 )。 建 议 读物 中 的 参考 书 [33] 应 用 习 
题 八 , 20 中 的 朝阳 引 理 ， 给 出 了 一 个 漂亮 的 证 明 ， 做 过 第 二 一 草 
附录 第 9 题 的 人 , 至 消 可 以 给 该 习题 中 所 狼 述 的 诸 概 念 提 供 一 个 
在 可 微 性 方面 的 应 用 : 如 果 了 了 是 上 丫 的， 则 除了 在 其 右 导 歼 产 不 
连续 的 那些 点 之 外 , f 是 可 微 的 ; 但 因 国 数 启 是 递增 的 ， 所 以 除 
了 在 一 个 可 数 的 点 集 之 外 , 则 函数 是 自动 可 微 的 ， 
习题 十 一 ，50 证 明 过 : 如 果 每 一 点 都 是 连续 函数 了 的 局 部 最 大 
点 , 则 了 是 常 值 函数 。 纲 在 假定 去 掉 连 续 庆 个 前 担 ， 证 明了 只 在 
一 个 可 数 集 上 取 值 ， 担 示 : 对 于 每 个 zy， 选取 有 理 数 ss 和 5。 使 
得 x6， 并 且 开 是 了 在 (gw bx) 上 的 最 大 上 点， 那么 每 个 信 
f(z) 都 是 后 在 某 个 区 间 (qo,B) 上 的 最 大 值 ， 有 多 少 个 这 样 的 
区 间 ? 
现在 作为 (a) 的 一 个 推论 导出 习 星 十 一 , 50. 
假设 每 一 点 或 者 是 了 的 局 部 最 大 或 者 是 局 部 最 小 点 . 证 明王 只 在 
一 个 可 数 氛 上 取 值 ，( 这 是 (a) 的 一 种 小 变形 . ) 

PES 


(8) 现在 假设 了 是 连续 的 , 并 且 每 一 点 或 者 是 了 的 局 者 最 大 点 或 者 是 
局 部 最 小 点 、 迹 明了 是 常 值 函数 . (尽管 这 个 陈述 只 是 习题 十 一 ， 
50 的 小 变形 , 但 就 我 所 知道 的 惟一 证 明 用 到 (c), 因而 依赖 与 第 十 
一 章 很 不 同 的 概念. ) 
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第 二 十 一 章 无 穷 序 绚 


无 穷 序 剂 的 概念 是 一 个 很 自然 的 概念 ， 以 致使 人 觉得 完全 可 
以 不 必 加 以 定义 ， 大 们 经 常 简单 地 写 * 无 穷 序列 
1s Ge 3, Gts Orgs "es 
这 三 个 点 表示 数 q 可 癌 右 “永远 " 炙 续 下 去 ， 但 是 不 难 正 式 提 出 
无 穷 序 列 的 严格 定义 ; 无穷 序列 的 要 点 是 ， 对 于 每 个 自然 数 m 都 
有 一 个 实数 m-。 这 类 对 应 怡 是 函数 所 意味 着 的 东西 ， 
定义 


实数 的 无 穷 序列 是 其 定义 域 为 N 的 函数 . 


由 这 个 定义 的 观点 来 看 ， 序 列 应 当 用 一 个 单独 的 象 # 这样 的 
字母 来 表示 , 而 其 特 萄 的 值 应 当 用 
ol1}, qa(2), a(3),* 
来 表示 , 但 实际 上 几乎 总 是 用 下 标记 法 
,Gs Ga 
来 代替 , 而 序列 本 身 通 常用 象 {9,} 这 样 的 记号 来 表示 ， 这 样 , {n}， 
{一 了" 和 /8%} 宸 示 由 


定义 的 序 齐 & 8 和 YY. 
象 任何 函数 一 样 ,序列 可 以 用 图 形 来 表示 (图 1), 但 因 这 种 阔 


* 


人 | 
{b) 


图 1 
数 中 的 大 多 数 不 好 给 ， 所 以 通常 宁可 不 给 它 ， 序 列 的 较 方 使 的 硼 
示 法 是， 简单 地 将 点 sy az, as,… 标 在 一 条 直线 上 (图 2)， 这 种 图 
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图 2 
形 显示 序列 的 "去 向 ”， 序列 {an} “走向 无 究 ”, 序列 1 “在 一 1 各 
1 之 间 来 回 跳 动 ”而 序列 {yw) 则 “ 收 就 到 0”， 在 引 续 内 的 三 个 短 


请 中 , 最 后 的 一 个 是 与 序列 有 关 前 决定 性 的 概念 , 将 又 严 格 地 加 以 
定 色 (该 定义 在 图 3 中 给 以 说 明 )， 


YT 


如 果 对 于 任意 *> 0, 都 有 一 个 自然 数 发, 使 得 对 于 所 | 
有 的 自然 数 &， 
当 w> 时 ,有 |@ 一 引 <e， 
则 称 序列 {aw} 收敛 到 用 符号 limes 一 ! 表 示 ). 


除了 在 本 定义 中 所 介绍 的 术语 之 外 ， 我 们 有 时 也 称 序列 {a} 
趋 于 1 或 具有 袖 限 1， 如 果 序 列 {9,} 对 于 某 个 1 收 鲁 到 就 称 它 
收 化; 如 果 疡 不 收 伍 , 就 称 它 发 获 . 

.要 证 明 序列 {ys} 收 误 到 0， 只 要 注意 到 下 面 的 就 碾子 ， 如 果 
e>>0 则 有 一 个 自然 数 久 使 得 1/N <e， 干 是 , 当 os>> 和 时 我 们 有 


向 一元 < 证 < 所 以 |ys 一 0] <e. 


稍 经 考虑 后 , 也 许 就 会 觉得 极限 
lim(V Bl nn)=0 


是 台 理 的 ( 它 正 说 明 , 对 于 很 大 的 % 来 说 ，~% 十 1 与 V% 几乎 是 
一 样 的 ), 但 数学 上 的 证 明 也 许 就 没 这 么 明显 ， 为 了 估计 Vn 十 
一 ~ 3% ,我 们 可 用 代数 上 的 技巧: 
eer A EE 
RR 二 1 


+l» 
NA 1 上 


1 
a 
在 区 漳 [mn # 十 1] 上 对 函数 f(z) 二 vw 应 用 中 值 定 埋 ， 也 能 估计 
MA 十 一 VR。 我 们 得 到 
Lt} Mp) 
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= 二 7， 对 于 在 (w,4 十 内 的 某 个 4 
1 
a 
这 两 个 估计 中 的 任何 一 个 都 可 以 用 来 证 明 上 面 的 极限 ; 详细 的 证 
明 留 作为 一 个 简单 但 有 价值 的 练习 给 你 们 来 做 . 
极限 
:32 十 ?7982 十 1 
nn 
好 人 象 也 应 该 是 合理 的 ， 因 为 当 % 很 大 时 包含 允 的 项 是 最 重要 的 . 
如 果 你 记得 第 七 章 定理 9 的 证 明 ， 你 将 能 猜 出 把 这 种 想法 变 为 证 
明 的 技巧 一 “把 上 下 都 用 扣除 可 得 


3 
4 


7 ，1 
312 二 782 十 1 3 十 有 十 机 
4 一 32 十 63 8 63 

nr 


利用 这 个 式 子 , 不 难 评 明 上 述 的 极限 ,特别 是 如 果 我 们 应 用 下 列 事 
实 的 话 : 四 
如 果 lim cn 和 lim ds 都 存在 ， 则 

lim {6,6b,) 一 和 im 0 limb., 

lim (GB,) 一 1ime limb,; 
另外 ， 如 果 lim 和 关 0,， 则 对 于 所 有 大 于 某 个 站 的 2 有 加 入 0 并且 

lim Gnd = lim tflim 6b.. 

《如 果 我 们 想 要 绝对 严格 ,那么 这 第 三 个 陈述 会 更 加 复杂 一 些 ， 以 
现在 之 情形 而 论 ， 我们 是 在 考虑 序列 (6,} = {ow/5,} 的 极限 ， 其 中 
数 c， 对 于 某 贱 nn< 入 甚至 可 以 是 没有 定义 的 ， 这 实际 上 无 基 紧 


要 一 一 对 于 这 样 的 # 我 们 可 以 用 任何 方式 来 定义 os 一 一 因为 当 我 
+ Sl» 


们 在 有 限 个 点 上 改变 一 个 序列 时 , 该 序列 的 极限 不 变 . ) 

虽然 这 些 事实 很 有 用 ， 但 我 们 不 想 费 心 将 它们 作为 定理 来 叙 
述 一 你 应 该 不 难 亲自 证 明 这 些 结果 , 因为 lim a = 的 定义 和 以 
前 的 极限 定义 ,特别 是 lim fz) 一 1 很 相似 . 

lim os= 和 lim 态 z)= 两 个 定义 之 间 的 相似， 实际 上 比划 
纯 的 类 似 要 密切 得 多 ; 可 以 用 第 二 个 来 定义 第 一 个 ， 如 果子 是 这 


样 的 一 个 图 数 , 其 图 形 ( 图 少 是 由 联结 序列 ta,} 的 图 形 中 的 各 点 的 
线段 所 组 成 , 于 是 


图 4 
FF) C0 — 0n) (ER) 十 Ga NE 十 1, 
这 样 , 当 且 仅 当 lim f(z)=i 人 时 


lim en 一 了 了. 
下 中 oo 


这 个 观察 结果 经 常 要 用 到 .例如 , 假设 0<s<<1， 则 


lim aa =0. 
基地 


为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 注意 到 


lim ez 二 Tin ezl9g9 
下 路 四 区 


. =0, 
因为 1ogas<0， 所 以 对 于 很 大 的 z 而 言 zlogea 是 绝对 值 很 大 的 全 
数 . 注意 , 我 们 实际 上 有 

* 学。 


a ajiangypagaa 杞 ,四 二， a 
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Lim 二 0， 如 时 lal 二 1; 
因为 当 a<0 时 我 们 可 以 写 


lim a*=lim {(—1)*|s|*=0. 


对 数 函 数 欧 性 质 还 表明 ， 如 果 #9>1, 则 or 随 着 的 变 大 而 任 
意 地 变 大 .这 个 断言 往往 写成 


lim 9” = ooy 在 > 


下 中 到 


并 且 有 了 时 其 至 说 to 中 趋 于 oo。 我 们 也 写 象 
lim(—o’) 一 一 Co 
这 样 的 等 式 ,并 且说 {一 a 中 趋 于 一 00, 但 是 应 该 注音, 如 果 6 过 一 1， 
则 即使 在 这 种 推广 了 的 意义 上 说 , lim or 也 不 存在 ， 
且 不 管 它 和 热 悉 的 概念 的 关系 , 更 重要 的 是 , 用 作为 直线 上 的 
点 的 序列 图 形 来 描述 收 伍 性 (图 3)。 在 函数 的 极限 和 序列 的 极限 
之 间 还 在 在 另 一 种 与 这 种 图 形 有 关 的 关系 ， 昌 然 这 个 关系 不 大 明 
证， 但 较 之 以 前 所 提 的 那个 关系 有 趣 得 多 一 一 不 用 函数 的 极限 来 
定义 序列 的 极限 , 而 可 以 反 过 来 进行 , “ 
定理 1 设 了 是 一 个 定义 在 一 个 包含 * {但 c 本 身 也 许 要 除 
外 ) 的 开 区 间 上 的 函数 , 并且 
lim f(z)=1. 
摄 设 避 ) 是 一 个 满足 
《1) 每 个 es 都 在 于 的 定义 域内 ， 
(2) 每 个 a 三 6， 
3) lim Gas 一 已 


拉 二 部 


的 序列 ， 则 序列 好 (ea)) 满足 
lim fan) = 
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反之 , 如 果 上 趟 对 于 每 一 个 满足 上 述 条 件 的 序列 {as} 都 能 成 立 , 则 
lim fz)=E, 
证 明 人 先 假设 lim f(z)==1、 风 对 于 任意 。>0， 在 在 一 个 
6>0, 使 得 当 0 达 jz 一 e|<6 时 有 
|F(2) it] <e, 
如 果 序 列 {an} 满足 lim as 一 ce。 则 (图 8) 存在 一 个 自然 数 叉 使 得 
当 %> 太 时 就 有 lw 一 "1<6. 
根据 我 们 所 选 的 5 ,这 就 意味 着 
[fa,) —{ | 过 a, 
这 就 证 明了 
lim f (0) =L. 

反 过 来 ， 假 设 对 于 每 个 满足 lim o。=c 的 序列 fos) 都 有 lim 
f(an) 一 1， 如 果 lim fz)=1 不 成 立 , 就 会 有 某 个 *>0, 使 得 对 于 
每 个 6>0 都 有 一 个 2 满足 

0<|z 一 上 < 但 |f(2)—!|>e. 
特别 是 , 对 于 每 个 ”都 会 有 一 个 数 x 使 得 
0<lzs 一 c| < 二 但 |fGzo) 一 ! | > e。 
现在 序列 位,} 显 然 收 敛 到 。， 伸 因 对 于 所 有 的 都 有 |f(z,) 一 1 
守 e， 所 以 序列 好 (zw)) 不 收 钱 到 7 这 与 原 假设 相 小 盾 ， 因 此 
lim Fiz)= 必定 成 立国 


定理 1 提供 许多 收 敏 序列 的 例子 例如, 由 


m=sin( 13+ 志 】 
一 cos(sin (+ (一 TD Ey 
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定义 的 序列 {as} 和 人 也。} 显然 分 别 牧 做 到 sin (13) 和 cos (ain (1)), 
然而 重要 的 是 , 对 于 那些 不 明显 地 属于 这 种 类 型 的 序列 , 要 有 基 些 
能 保证 其 收敛 的 淮 则 .有 一 个 很 容易 证 明 的 重要 准则 ， 但 它 却 是 
所 有 其 他 结果 前 基础 。 这 个 礁 则 是 用 那些 为 消 数 而 定义 的 因而 也 
适用 于 序列 的 概念 来 叙述 的 :如果 对 于 所 有 的 %n 有 a41 汪 qs， 则 
序列 {ow} 是 道 增 的 ， 如果 对 于 所 有 的 4 有 we 则 是 非 减 的 ， 
如 果 存 在 一 个 数 江 使 得 对 于 所 有 的 +#* 有 a, 志 刘 ， 则 是 上 有 界 的 : 
对 于 递减 的 , 非 增 的 和 下 有 界 的 序列 , 有 类 似 的 定义 . 

定理 2 如 果 {an} 是 非 减 的 和 上 有 界 的 ， 则 -fo 收 航 (如果 
ts} 是 非 增 的 和 下 有 界 的 , 划 类 俯 的 陈述 也 成 立 )， 

证 明 ”根据 假设 ， 由 所 有 的 数 w 组 成 的 集合 4 是 上 有 界 的 ， 
所 以 4 有 最 小 上 界 a 我 们 断定 lim mw 一 o( 图 8)。 实 际 上 , 因为 < 
是 4 的 最 小 上 界 ,所 以 如 果 e>0, 则 有 基 个 mv 清 足 ec_av<e 于 
是 车 “> 六 , 我 们 有 

ost 所 以 oa Sa—ay<e. 


这 证 明 lim | 

在 定理 2 中 ， tas} 是 上 有 界 的 很 设 显然 是 必 不 可 少 的 ， 如 果 
{m} 不 是 上 有 界 的 ， 则 (不论 ta.} 是 否 非 减 的 ) to,) 显然 发 散 ， 在 
开始 考虑 的 时 候 , 判定 一 个 已 知 的 非 减 序列 {o.} 是 否 上 有 界 , 从 而 
判定 fen} 是 否 收 合 , 好 象 不 会 有 多 少 困难 ， 在 下 一 章 中 , 这 样 的 序 
列 和 将 很 自然 地 出 现 , 并 且 正 如 我 们 将 要 看 济 的 那样, 要 判定 它们 是 
否 收 敏 , 不 象 是 一 件 无 足 轻 重 前 素 ， 你 此 刻 可 以 试 着 判断 下 面 ( 显 


然 是 递增 ) 的 序列 
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是 否 是 上 有 界 的 . 
虽然 定理 2 只 论述 一 类 非常 特殊 的 序列 ， 但 它 比 它 开始 出 现 
时 有 用 得 多 , 因为 从 任意 一 个 序列 tw 中 , 总 能 取出 另外 一 个 或 者 
非 增 或 者 非 减 的 序列 ， 确 切 地 说 ， 让 我 们 定义 序列 {6;} 的 子 序列 
为 形 如 
Gn Cn ss 
前 一 个 序列 , 其 中 ni 是 满足 
RI 
的 自然 数 ， 那 么 每 一 个 序列 都 包含 一 个 或 者 非 减 或 者 非 增 的 子 序 
列 ， 试 图 证 明 这 个 论断 可 能 会 使 人 迷惑 莫 解 ， 虽 然 如 果 你 想 出 俗 
当 的 办 法 的 话 , 这 个 证 明 就 会 非常 短 ; 它 值 得 作为 一 个 引 理 记 
下 来 ， 
引 理 ”任何 序列 (4.} 都 包含 一 个 或 者 非 减 或 者 非 增 的 子 
序列 ， 
证 明 ”如 果 对 于 所 有 的 名 ># 有 6m 二 ow， 则 称 此 自然 数 % 关 
序列 ta 的 一 个 “ 峰 点 ”( 图 6). 


信人 ~ 六 


2 有 和 6 其 峰 虚 


本 
加 6 
情形 1， 该 序列 有 无 穷 多 个 峰 起 ， 在 此 情形 中 ， 如 果 入 < 
1 一 一 是 峰 后 ; 则 Gan >>o 盖 e 人 > 因此 {695,} 就 是 所 要 求 的 ( 非 
* S23 « 


增 的 ) 子 序列 ， 

情形 2。 该 序列 只 有 有 限 个 峰 点 ， 在 此 情形 中 , 设 x 比 记 有 
话 点 都 大 ， 因 为 % 不 是 峰 点 ,页 有 某 个 和 4 守 1 使 得 6,, 守 9%.。 国 
为 ms 不 是 峰 点 ( 它 大 于 zu 因而 大 于 所 有 的 峰 点 )， 故 有 某 个 二 
ze 使 得 a,, 守 qo,， 照 此 方式 继续 向 下 去 我们 得 到 所 要 求 的 ( 非 碱 
的 ) 子 序列 目 

如 果 我 们 假设 我 们 的 原 序列 {aw} 是 有 界 的 ， 我 们 可 以 由 此 得 
到 一 个 额外 的 推论 . 

推论 ( 波 尔 罕 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) 每 个 有 办 序列 都 有 一 个 
站 敏 的 子 序列 . 

如果 没有 某 些 附加 假设 ， 我 们 就 只 能 达到 : 容易 构造 出 一 些 
具有 许多 直至 无 穷 多 个 收 伍 到 不 同 数 的 子 序列 的 序列 ( 见 第 2 
题 ). 要 加 一 个 合理 的 假设 ， 使 能 得 到 任 僻 序列 收敛 性 的 必要 和 充 
分 的 条 件 , 尽管 这 个 条 件 对 我 们 的 工作 不 起 决定 性 的 作用 , 但 它 的 
确 能 简化 许多 证 明 。 另 外 ， 这 个 条 件 在 更 高 深 的 研究 中 起 着 重要 
的 作用 , 光 任 这 个 理由 , 就 值得 现在 来 叙述 它 ， 

如 果 一 个 序列 收 化 ， 从 而 其 单个 的 项 航 终 全 都 接近 于 同一 
个 数 ， 那 么 任何 两 个 这 样 的 单个 项 之 差 将 会 非常 小 .确切 地 讲 ， 
如 果 对 于 某 个 了 有 lim 6 二 4 则 对 于 任意 >0, 存在 一 个 驴 ， 使 
得 对 于 %> 有 |a 一 上 <e/3 现在 如 果 同 时 有 n>>N 各 之， 
则 


1 一 Cr| S|omn—? | 十 上 一 和 | < 二 十 下 一 e， 


这 个 最 后 的 消除 了 极限 [的 不 等 式 |a, 一 Gm| <e, 可 用 来 表述 一 个 

条 件 ( 柯 西 条 件 ), 它 对 于 序列 的 收 敏 性 来 说 显然 是 必要 的 ， 
定义 ， 
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设 {q} 是 一 个 序列 ， 如 果 对 于 任意 6>0, 都 有 一 个 自 | 
然 数 广 , 使 得 对 于 所 有 满足 m,#> 术 的 针 和 ,有 
| Gn.— Gn | < 
(这 个 条 件 通常 写成 limjan 一 as|= 0. ) 则 称 {ex) 为 柯 丁 
序列 . 


柯 西 条 件 的 砂 处 在 于 ， 它 也 是 保证 序列 收效 的 充分 条 件 . 在 
我 们 完成 所 有 的 预备 性 工作 之 后 ， 上 只 要 再 做 少量 的 工作 就 能 证 明 
这 一 点 ， 

定理 3 当 且 仅 当 序列 {os} 是 柯 西 序列 时 , 该 序列 收 比 ， 
证 明 ”我 们 已 经 证 明 过 , 如 果 {es 收 敏 , 则 它 是 柯 西 序列 .其 
逆 论 断 的 证 明 只 包含 一 个 徽 抄 的 要 点 : 证 明 每 个 柯 西 序列 是 有 界 
的 。 如 果 我 们 在 柯 西 序列 的 定 尽 中 取 =1， 我 们 将 发 现 有 某 全 六 
使 得 对 于 知 ,#> 太 有 
[om —o | < 主 
特别 是 , 这 意味 着 对 于 所 有 的 m 汪 NN 有 
[an—awri | 1, 
于 是 {en:m> 六 } 是 有 界 的 ; 因为 共存 在 有 限 多 个 其 他 的 a， 所 以 
整个 序列 是 有 舞 的 . 
这 样 , 引 理 的 推论 意味 着 {s 的 某 个 子 序列 收 化 . 
只 剩 下 一 点 ， 留 给 你 们 来 证 明 : 如 果 柯 西 序列 的 一 个 子 序 列 
收 丝 , 则 柯 西 序列 本 身 收敛 , 硬 


司 题 
1， 验 证 下 列 各 极限 . 
人 limaT1 = 
* 2 + 


《ii 


(ii) 


(iv) 


{vy) 
(vi) 


Yim ts 
pr 


lim(8/W 十 1 一 nn 十 j) 一 0， 提 东 : 你 至 少 应 能 证 四 
lim( /Ne 1— Sn: )} =0. 


二 从 


tim 一 0。 提 示 : 对 于 <n 特别 是 对 于 8<ca/2, 有 ， 


其 一 状 { 半 一 1 站 |， 
lim/ ge =1,9>>0. 


LET 者 


lims/ Nn =1. 
lm 


(vi lima/ni n=1, 


(viiliy} lim wa"t b= marc, 而) 。 


(ix) 


机 (其 


2. {a) 


作 


er 


(cy 


{d) 


lim 人 一 0, 共 中 wa(m) 是 能 整除 # 的 素数 的 数目 提示 : 从 每 


个 未 散 关 2 这 个 事实 , 可 以 很 简单 地 估计 出 .a (#0 应 读 包 小 ， 
之 
lim &=1 1 


ww rr 和 十] 

如 果 序 列 {a。} 收 效 并 且 . 每 个 mm 都 是 刺 数 ， 那 么 对 于 该 序列 能 作 

出 什么 结论 ? 

找 出 序列 1 一 4, 1, 一 1,1， 一 1… 的 所 有 收 化 的 子 序列 ，( 有 无 容 

多 个 , 尽管 这 冬 的 子 序 列 只 能 有 两 个 极限 .) = 
找 出 序列 1 2 1, 2 3, 1, 2, 3, 4, 1,2,3, 4 5，…… 的 所 有 收 敏 的 子 厂 

列 .、 (这样 的 子 序列 可 以 有 无 穷 多 个 根 限 .) 
全 究 序列 
工 2 1 2 3 1 2 .3 
2 3 3 4 4 4 5' 5 86° 
对 于 哪些 数 a 有 收 襄 到 a 的 子 序列 ? 
证 田 : 如 果 柯 西 序列 的 一 个 子 序列 收 总 , 则 原 柯 西 序列 改线 . 
证 明 -- 个 收 笋 序列 的 任何 子 序列 收效 、 
证 明 ; 如 果 0<46<2, 则 a<</36< 一 2. 


fb》 证 明 序 列 
AVI，V3w 73， 

收敛 ， 

《ce) 求 其 极限 ， 担 示 : 注意 , 根据 定理 1, 如 果 im 一 则 
limv 2a, = 2 

、 写 出 重 数 fz) 一 lim (lim(cosntxz)*) 的 等 同 函 数 ，( 它 在 本 书 中 已 
凶 次 提 烛 过 .) 
， 许 窗外 表 上 给 人 深刻 印象 的 氢 限 ， 于 以 容易 地 被 (特别 是 被 编 坦 它们 
的 人 ) 求 出 ， 因 为 它们 实际 上 是 一 些 伪 些 的 下 和 或 上 和 。 用 这 个 议论 
作为 提示 ， 计 血 下 列 各 题 . (注意 : 其 中 混 进 了 可 用 初 级 的 办 站 来 计 
壬 的 一 题 , ) 


OD lim 


《ii Hm Ye te 


Ciii) lim ri -+ 区) 


、 ll ll 
Civ) lim 六 + + 


Cv) lim 一 十 


E23 EA 
A my rt 


tm( ai 计 +1 Tir rar a+ TT 了 
。 有 虽然 象 lm sn 和 lima" 这 桩 的 一 些 极限 可 用 与 对 数 国 歼 和 指数 码 
数 的 性 质 有 关 的 一 些 齐 实 来 计算 , 但 这 个 途径 和 用 点 令 人 不 满 ， 因 为 整 
数 次 根 和 释 无 需 应 用 指数 函数 即 可 被 定义 . 这 里 笠 半 地 介绍 关于 这 类 
极 痕 的 某 些 标准 的 “初等 ”论证 ; 所用 前 基本 工具 是 由 二 项 式 定理 虹 划 
的 一 些 不 竺 式 , 特别 是 

(1 请 * 汪 1 十 有， 对 于 二 0 
而 对 于 (8), 要 用 


(+ ht De, 对 于 > 


Cvi) 


+ S27 ， 


ta) 通过 令 GT 十 8， 撕 由 了 0， 证 明 当 er1 时 1men 一 ecoc， 
开赴 中 


tb 讶 明 当 0<ec<l lima* 一 0, 
寺中 


(C) 适 过 令 咏 4 一 1 二 和 并 估计 各 证 胃 当 9>1 时 lim& a 一 1 


(1) 证 明 当 0<a<<1 了 时 lima ea =1, 


te》 证 明 limay 全 一 1 
8- (a) 证 阴 收 化 序列 总 是 用 界 的 . 
fb) 假设 lima,=0, 并 且 每 个 qs>0， 证 明 所 有 数 ,的 集合 实际 上 肖 


一 个 最 大 竟 元 . 


”39，.{4) 证 明 


1 1 
rn log (% 十 1) 一 Jog#< 
{b》 如 果 
一 ! 十 上 了 工 了 .十 工 _ 
ao 一 ! 十 本 十 于 十 十 三 logn, 
证 明 庄 济 {4} 是 得 践 的 , 并 且 每 个 a, 之 0. 于 是 存在 一 个 数 
v=lim(1+…+ 志 -loen) 


这 个 数 , 称 为 政 拉 数 ,已 经 证 盟 是 相当 准 处 理 的 , 甚 世 连 ?是 不 是 
有 理 烤 都 下 知道 . 


10，{a} 慨 设 f 在 [1, co) 上 是 递增 的 证 明 


fC 4 fn—1) < f(r p02) 十 … 十 fo)， 


(by 现在 选取 了 = log 并 证 明 


2 


四 (十 了 + 和 
i. 
由 此 推出 
lm 
nn ee ， 


~ 这 个 结果 表明 ， 当 名 很 大 时 hl 和 8/e 这 两 个 量 之 比 接近 于 1 
在 这 种 意义 上 说 ，3%! 远 伺 地 移 于 8/e， 但 我 们 不 能 由 此 得 出 


#1]1. 


#12, 


*]3, 


14. 


结 沦 说 , 在 这 种 意义 上 说 ol 接近 于 (nje)”; 实际 上 , 这 不 成 立 . 一 
个 关于 4#I 的 合计 是 非常 值 往 想 亨 的 ， 即 使 单 是 为 了 具体 的 计算 
也 是 值得 的 , 因为 其 至 利用 对 数 表 也 不 可 能 容易 地 算出 nn1. 在 习 
题 二 十 六 ， 地 中 将 能 找到 一 个 第 一 深 ( 而 且 很 难 ) 的 定理 , 它 将 提 
人 诬 有 关 这 个 估计 的 正 殉 信 息 ， 

本 题 研究 对 于 哪些 上 >0， 符 导 


we 
才 有 意义 。 换 各 话说 ， 如 果 我 们 定义 mt#)==z， Gr) 一 zt5)， 那 公 
什么 时 候 MKz) 一 hmo(z) 存 在 1 


{3) 证 明 : 如 果 以 3) 存在 , 则 ss 一 5(z). 
( 皇 形 与 第 4 题 相似 , ) 

(b) 概 据 (2), 如果 B(x) 存在 , 则 字 可 以 对 于 革 个 写成 加 4 的 形 起 . 
由 此 推断 出 0<x 坊 elr， 提 示 : 象 在 习题 十 七 , 24 中 那样 ， 考 感 
一 (log 护 /8 的 图 形 ， 

'"6) 反之 ,假设 0<zseti， 证 明 短 个 a(x) ey 由 于 {os(w)} 显然 是 
递增 的 , 这 就 证 明了 B(x) 存 在 (并 且 述 有 b(x) 6)， 

td) 求 Btv3) 和 Blews), 

(6) 证 因 电 在 (0, ev 人 上 蚌 可 微 的 ,并 求 一 个 用 8Kz) 表 示 的 美 于 至 (zy 
的 公式 .提示 : 这 一 小 题 与 可 古 十 七 , 24(f) 相似 ， 

(f) 微分 2569 一 5) 这 个 方程 ,由 此 导出 六 Cz) 的 公式 ,，《 当 然 ， 这 个 
方法 不 证 明 5 是 可 微 的 . 》 

证 蚜 : 如 果 limon 一 志 财 


lim 


提示 : 本 简 与 习题 十 三 , 34 很 相似 ( 共 实 前 湖 是 后 者 的 畦 殊 傅 形 》 
要 定 对 于 每 个 入 :有 好 mn 芷 由 并 设 limasw/as = 主 明 lim3/ a,=1. 振 
示 : 这 需要 和 在 第 12 题 中 所 用 葛 同 天 的 论证 ,以 及 当 a>0Mlbmay 吉 
~- 工 这 个 事实 ， 

(a) 假设 {oe} 是 会 在 [0, 1 内 的 点 的 收 敏 序列 。 证 明 lima, 也 在 [0, 1] 


{att en) 
~ . 


4 49。 


内 . 
fb)》 求 一 个 全 在 (0 内 的 点 的 收 辫 序列 ， 僵 捍 Emo 不 在 C0, 二 内 ， 


15。 候 设 了 是 连续 的 并 且 序 列 
二 让 2 FD, HFA), 
收 笋 到 1， 证 明 :是 了 的 一 个 “不 动 点 ”， 印 天 矶 王 ! 提示 :丙种 特殊 
情形 已 经 出 现 过 ， 
16，({8) 设 了 在 f0，]] 上 是 连续 的 ， 并 且 对 于 在 [0，1] 内 的 所有 > 有 
0<f(z) 所 1。 习 厦 七 ，1 证 角 了 有 一 个 不 动 点 (用 第 15 王 的 术 
语 ). 如 果 了 是 递增 的 , 则 可 作出 
一 个 更 强 的 陈述 ， 对 于 fo, 二 内 
的 性 何 z, 序列 
gs 访 z)，7FACz)) 
有 极限 (根据 第 15 题 , 它 必 然 是 
一 个 不 动 点 }、 试 通过 对 于 fz) 
>z 和 六 x)<z 检查 该 序列 的 性 
质 , 或 观察 图 7 来 证 明 上 述 的 论 贸 7 
斯 ， 这 征 图 解 在 李 特 鸟 德 的 数学 家 杂 录 中 用 来 说 明 作 图 的 价 性 ; 
“对 于 专业 入 员 来 说 , 蜂 一 豆 要 的 让 明 就 是 [这 张 曲 ].” 
*(b) 假设 了 和 是 在 i0,1] 上 的 两 个 连续 函数 , 旦 对 于 fo, 11 内 的 所 有 
有 01)&1 和 0<g(z) 才 1 它们 失足 fo9=g-f， 另 外 , 假设 
.了 是 吉 增 的 . 证 明了 和 9g 有 一 个 共同 的 不 动 点 ; 换 句 话说 ， 存 在 
一 个 数 卫 已 得 (DD 一 了 =g(?)， 提 示 : 从 选取 9 的 一 个 不 动 点 
开始 ， 
*#*#(o) 如 果 没 及 是 递增 的 帆 设 , (b) 的 结论 能 成 立 蚂 ? 
第 15 题 中 所 用 的 技巧 , 比 第 15 题 本身 记 能 得 供 的 内 容 更 有 价值 , 并且 革 
些 好 重要 的 “不 动 点 定理 "依赖 于 观察 节 有 z， A*)， 了 CC2D,，… 这 种 形式 前 
序列 ， 第 18 古 将 论述 这 样 一 个 定理 的 特殊 但 有 代表 性 的 情形 (下 一 题 是 为 
第 18 甫 做 准备 的 ). 
17. (的 说 用 习题 二 , 1 证 图 车 c 关 1, 则 
emtentit ter me, 
1 二 
(b) 眼 设 [sf<1， 证 组 
' 330°， 


*]8. 


19。 


lim 《em 十 十 cay =0. 


《c) 假设 { 人 是 一 个 满足 za 一 ms 之 cs 的 序列 , 其 中 e<<1. 证 蚜 {z 
是 柯 西 序列 ， 
根 浊 了 是 一 个 在 [se， 妇 上 的 吸 数 ， 对 于 在 [e， 机 内 所 市 的 z 和 也 
可 使 
Cy AAD Se lz—y), 
共 中 c 志 1. 《这样 的 六 数 山 艇 及 六 . } 
(a) 证 明了 是 连续 的 ， 
(b) 证 表 了 最 多 有 一 个 不 动 点 ， 
(e) 通过 对 [a, 5] 内 的 任何 2 研究 序列 
,FOX), FCN , 
证 明了 的 确 有 -- 个 不 动 点 . 【这 个 结果 , 在 更 一 般 的 情形 下 , 被 称 
为 “ 收 统 引 理 ”,) 
设 好 是 一 个 有 界 序列 , 并 设 


#6 二 $0p 人 和 站 
Ca) 证明 库 列 {as} 收 俩 ， 极 限 limy。 用 iimz, 或 im sup zu 并 示 ， 并 
称 为 序列 {x,) 的 上 极限 或 眼 . 
Gb) 水 下 列 各 题 的 1imnzs: 
(i) w=l. 
新 
(DD zm DL, 
认 


《ii z= Cr} 
Li. 各 
(im) wu— YN. 


(c) 定义 imzr, (或 1lim inf x,) 并 证 明 


lim x limz,. 


(a 证 明 : 当 且 羽 当 limz, = lim oo 时 ，lim x 存在 ， 间 正在 此 情形 
中 
+ 533 。 


lm, = limz, = lime,. 


再 卡号 HA rT 


ke) 回忆 习题 八 ， 18 中 关于 有 界 集 4 的 i 4 的 定义 ， 证 明 : 如果 这 
些 数 x 互 不 相同 , 刚 jjmxu 一 jim 4， 共 中 4= {x :2 在 NN 内 }. 
本 2 和， 《rm 


) 假设 如 ,了 是 非 增 的 , 二 .对 于 熏 个 吕 有 Bb, 于 0， 并 假 设 对 于 所 有 的 
名 有 
污 筷 而 十 十 机 世代 
证 明 - 


i 
这 个 结果 称 为 阿 贝 耳 引 理 。， 虽 熟 它 也 许 不 象 是 非常 有 趣 的 , 但 它 
却 是 在 以 后 习题 中 出 现 的 几 个 非常 有 趣 的 结果 的 基础 ; 另外 ， 该 
证 明 依 赖 于 用 一 个 稍微 巧妙 的 方法 写 出 十 十 G6 

人 hb) 推导 

有 二 
《这 是 人 a) 的 一 个 不 重要 的 推论 ， 只 是 因为 以 后 可 用 ， 所 以 才 把 它 
揪 在 这 里 )， 

*21， 波 尔 察 诺 - 开 东 斯 特 拉 撕 定理 通常 用 与 本 书 中 所 用 的 完 侈 不同 的 方 江 
来 珠 述 和 证 明 一 一 古典 的 陈述 用 了 极限 点 的 丢人 念 . 如 果 对 于 任 意 
mh 在 集合 4 内 有 一 点 # 丁 得 |z 一 9| 达 z 但 x 了 G， 则 称 点 x 为 集合 
4 的 极限 点 . 

(a) 求 下 列 各 集合 的 所 有 极限 点 ， 
(7 全 := 在 N 上 由 
GD。 十 训 :各 在 入 内 
dii) Dr"[it 二 |:n 在 N 内 | 
《iv) BZ. 
ty) 已， 
人 ) 证 明 : 当 且 奴 当 对 于 任意 。>0， 都 有 盟 的 无 穷 驳 个 点 上 满足 
Iz 一 9 << 时 ,点 王 是 4 的 一 个 极限 点 . 
(c) 证 明 jim4 是 4 的 最 大 极限 点 , 而 lim 4 是 4 的 最 小 极限 点 ， 


通常 形式 的 玻 尔 赛 详 - 禾 尔 斯 特 拉 斯 定理 说 明 ， 如 时 了 4 是 一 个 包 
二 32 


* 交 2 


bit 


机 中 


i 
ei ee 一， . 


含 在 六 区 向 La, 志 肉 的 无 穷 歼 集 , 则 [a, 区 的 基 个 点 是 几 的 一 个 极 
限 点 。， 用 两 种 方法 证 胃 这 个 论断 : 

(d) 用 课文 中 已 经 证 明 过 的 方式 .提示 : 因为 4 是 无 穷 的 , 所 以 在 4 
内 有 不 间 的 数 ma pay wo 

(e) 用 区 间 究 定理 .提示 ; 如 内 将 [4q, 台 ] 分 为 两 个 区 间 ， 则 至 少 有 一 
个 必定 包含 4 的 车 穷 包 个 点 ， 

用 波 尔 宕 诺 - 戏 尔 斯 特 拉 措 定理 证 明 ; 如 果子 在 [e, 58] 上 是 连续 的 , 则 

了 在 [as 5] 上 是 上 有 界 的 。 提 示 : 如 果子 不 是 上 有 界 的 , 则 在 fa, 妇 内 

有 点 2 满足 (wn) 2 名 

(8) 设 {9,7 是 序列 


息 设 0<<o<bs1. 令 N (64, 时 全 办 5 在 [6, 如 内 的 那些 整数 
j<n 的 数目 (这样, (2 计生 )= 而 (4 者 子 )=3.) 
证 明 


ma 让 ,四 bo, 


fb)y 设 作 。} 是 在 [0， 吕 内 的 一 此 数 的 序列 如 果 对 于 所 有 有 适合 条 牢 
0a 芝 $1 的 4 和 有 

Hi N(R:; 4, 五) 

im 一 


嫂 趟 四 


则 称 {9,} 在 [0, 菇 内 是 均匀 分 布 的 证 明 : 如 果 s 是 一 个 在 [0, 1] 
上 定义 竟 阶梯 函数 ,并且 {as} 在 [0, 1] 内 是 均 名 分 布 的 , 则 
上 3 一 -lim 了 十 .十 和 (Con) 


3 物 
《c) 证 明 ; 如果 {9,} 在 [0, 1 内 是 均匀 分 布 的 ,并且 卫 在 [0, 1] 上 是 可 
积 的 , 出 
am ) + fo). 


一 五 一 性， 


(3) 设 了 是 一 个 在 [9 1] 上 定义 的 函数 ， 使 得 对 于 [0，1] 内 的 所 有 6， 


limf{ 办 都 在 在 。 对 于 任何 e>0， 证 明 在 [0，1] 内 只 存在 有 有限 
多 个 a 满足 llimf Cy) 一 了 9) |e， 提 示 : 通过 证 明 limft#) 不 可 


$ 33% 


能 存在 ， 来 证 困 这 禅 的 点 的 集 台 不 可 能 有 一 个 极限 点 x. 

fb) 证 明 在 其 上 了 不 连续 的 那些 点 的 集合 ( 技 习 题 二 十 ，5 中 的 术语 ) 
是 可 数 的 。 这 终于 同 答 了 习题 六 ，16 的 辣 盟 : 如 果 了 只 有 可 去 不 
疾 续 点 , 则 了 除了 在 一 个 可 数 的 点 集 上 外 是 连续 的 , 特别 是 ,了 不 
可 能 处 处 不 连续 . 


选 题 解答 
le 时 ,1 一 4 十 二 一 1 十 1)<e， 
GD) lim 1 =lim (yy 
Flim(& natl) =0+0=0, 
(这 两 个 极限 中 的 每 一 个 帮 可 以 用 与 课文 中 证 明 Him CV 干 字 
一 w aa) 一 0 的 周一 方法 来 证 明 . ) 
Cv) 显然 lim(loga) /sn 二 0. 于 是 
lim a0 =1timenogeya 一 加 (根据 定理 1} 二 1, 
(vi a/ 十 20, 所 以 
(SR YR TN CR), 
而 根据 (Y) 和 {yD 
lim(Y nn)* lm F(R) 1, 
(ix) 显然 有 9a (8) 志 logzn, 并 且 lim (logsN) /n=0. 


4 (Ga) 如 果 0<<g<2, 则 久之 29<<4, 于 是 4 之 V/W<2， 


Cb) (说明 
ME DV EVD Dd, 
于 是 由 定理 2 知 该 序列 收 伍 。 


(Cc) 如 果 这 个 序列 用 {aw} 表示, 则 序列 {v294} 和 {os+1} 是 一 样 的 . 学 
是 由 提示 知 【=2i 或 1 ==2. 
5， 如 果 * 是 有 理 数 , 则 当 % 充 分 大 时 ni1xs 是 的 倍数 ,因此 对 于 所 有 这 
… 样 的 共有 有 (costz 芍 2 一 1 从 而 Limtlim(coettm2) *») 二 1. 如 果 z 是 
无 理 数 , 则 对 于 任何 的 8 来 说 ，n1xzw 不 是 x 的 倍数 ， 因 此 [cosnixx| 
34+ 


< 一 1 从 币 limfcosttrg)s 一 0 于 是 矶 二 ) 一 0 
6，(i) 全 rar 一 一 1 (应 用 分 成 ma 个 相 敬 部 分 的 [0, 1 的 划分 ,) 
外 四 
(ii | 二 ez 一 log2 


1 1 1 
CD) | ras 


F377， 


ee 


第 二 十 二 章 无 穷 级 数 


前 一 章 介绍 无 穷 序 济 的 目的 是 为 了 在 这 一 谷中 研究 它们 的 

# 和 | 

Hi 十 Gz 十 i 十 + 
这 不 是 一 件 那 么 简单 的 事 ， 因 为 无 穷 多 个 数 的 和 至 今 根本 还 设 定 
义 过 ， 世 能 定义 的 是 “部 分 和 ”? 

Sa 一 Qi 十 … 十 Go 
而 无 穷 和 大 概 必 须 用 这 些 部 分 和 来 定义 ， 幸 好 ， 用 公式 表示 这 个 
定义 的 技巧 在 前 一 童 中 已 经 讲 过 ， 如 果 计 算 无 穷 和 中 十 十 办 十 
有 任何 希望 的 话 , 则 当 % 取 得 越 来 越 大 了 时， 部 分 和 58: 就 应 能 表 
示 其 越 来 越 接 近 的 近似 值 .。 后面 的 这 个 论断 差不多 相当 于 一 个 不 
完整 的 极限 的 定 闵 : “无穷 和 ”4-as 呈 43 十 … 应 当 是 lim 8n 这 样 
处 理 必然 会 使 许 凶 序列 的 “和 ”没有 定义 ， 因 为 序列 (8,} 很 容易 没 
有 极限 ， 例 如 , 具有 a 二 《一 1)"' 的 序列 

1, —1,1, —1,"* 
_ 产生 新 的 序列 
81 二 1 二 1， 
6 一 和 十 Ga 一 小 
2 一 外 十 Ge 十 os 一 1 
人 一身 十 qz 二 的 十 本 一 0 


LE 
于 


对 于 这 个 序列 来 说 。 lim ss 就 不 存在 ， 尽 管 有 这 里 所 提 的 定义 的 


某 种 巧妙 的 推广 〈 见 第 8 题 和 习题 二 十 三 ，110D ， 但 是 看 来 有 些 
* Sn， 


以 列 没有 和 , 这 臣 不 可 加 免 的 、 为 了 这 个 绿 玖 ,一 个 可 接受 的 序列 
的 和 的 定义 应 当 包 含 区 分 其 和 可 定义 的 序列 与 其 和 不 能 定义 的 序 
列 的 术 资 , 作为 一 个 必 不 可 少 的 组 成 前 分 ， 

定义 


各 果 序列 (an 收 钙 ,其 中 
B84 二 1 十 十 Gn 
- 则 称 序 列 {ow} 是 可 求 和 的 . 在 这 种 情况 让， lims, ,用 


袜 o 人 (成 不 大 正式 地 ， 用 中 十 中 十 十 
表示 ， 并 被 称 为 序列 {ow) 的 和 ， 


本 定义 中 所 介绍 的 术语 通常 被 不 大 确切 的 说 法 所 代替 ; 的 确 ， 
本 章 的 标题 就 是 由 这 样 的 日 常用 语 得 来 的 。 无 分 生 ,c。 通 党 和 
为 无 穷 级 数 ，“ 级 数 "一 词 强 调 它 与 无 穷 序列 {6} 的 联系 ，{on} 是 
(或 不 是 ) 可 求 和 的 这 句 话 ， 习惯 上 用 级 数 生 a, 是 (或 不 是 ) 履 久 的 


这 句 话 来 代 赵 .这 个 术语 有 点 奇怪 ， 因为 记号 Sa, 大 不 了 表 


示 一 个 数 (所 以 它 不 可 能 “收敛 ), 并 且 除非 {4,} 是 可 阔 和 的 , 它 就 
不 表示 任何 东西 。 然 而 , 这 种 不 正式 的 讲法 是 方便 的 , 标 淮 的 ， 并 
且 未 必 会 产生 逻辑 方面 的 梦 病 ， 

对 无 穷 级 数 的 某 些 初 等 算术 运算 是 这 个 定义 的 直接 结果 .证 
明 ; 如 果 tas} 和 地。 是 可 求 和 的 , 则 


> {tn 二 一 Do, 十 bs 3 
n=1 二 1 Rl 


tr = 0 Zan 
n=t 4#=1 
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这 基 一 个 简单 的 组 习 ， 到 击 在 为 止 这 荆 等 起 还 不 是 他 有 趣 的 ， 沿 
为 我 们 还 没有 可 和 序列 的 例子 〈 除 了 各 项 都 等 于 0 的 那些 平凡 的 
例子 之 外 )， 在 我 们 真正 列 出 一 个 可 和 序列 之 前 , 将 介绍 一 些 可 和 
后 的 一 般 条 件 ， 

存在 一 个 可 以 立即 说 出 的 可 和 手 的 必 要 和 充分 条 件 ， 序 列 
tan} 是 可 求 和 的 当 且 仅 当 序列 {8。} 收 证; 根据 定理 二 十 -一 , 3, 这 刚 
绎 是, 当 且 仅 当 lim (ss 一 s。) 一 0， 这 个 条 件 可 以 用 原 序 列 重 述 如 
下 ， | . 

柯 西 准则 “ 设 {6,} 是 一 序列 则 当 且 仅 当 

,lim (Gar1 + "+om) =0 


时 , 序列 {an} 是 可 求 和 的 ， 

尽管 柯 西 准则 具有 理论 上 的 重要 性 ， 但 它 对 于 判定 任何 个 别 
序列 的 可 和 性 不 是 很 有 用 的 ， 然 而 ， 柯 西 准则 的 一 个 简单 的 推论 
” 却 提供 了 可 和 性 的 必要 条 件 , 这 个 条 件 很 重要 , 我 们 不 得 不 明确 地 ， 
把 它 提出 来 

消 没 条 件 D ”如果 {4,} 是 可 求 和 的 , 则 

limg, =0. - ~ 

这 个 条 件 可 由 柯 西 准则 中 取 m ==# 十 1 得 来; 它 也 可 以 直接 证 明 如 
下 : 如 果 lim ss 一 4， 则 


lim @», = Lim(8. — #4,.1) 
伟 呆 济 + 
= lim #8.— lim 5n_ 1 一 中 —1=0. 
类 十 吕 1】 


不 潜 巧 ,这 个 条 件 并 不 是 充分 的 ， 例 如 , 虽然 lim 1/a= 0， 但 


Ee 


.全 评注 ， 原 女 为 the voniehing ondiftot 一 般 节 上 称 为 骏 数 收效 的 必 变 条 件 ， 
* S38» . 


序列 外 fmm 其 实 这 些 数 1/% 的 下 列 组 合法 
-1 


1 十 于 十 到 十 款 十 二 十 于 十 吉 十 二 二 可 十 习 - 上 16 十 … 
2 
了 
(2 项 , 每 。 《4 项 , 每 (8 项 每 
项 > 十 ) 项 之 闻 项 :> 二 


证 明 这 产 列 {8,} 不 是 有 界 的 。 此 例 所 用 的 证 法 一 一 也 许 是 一 种 从 
未 见 过 的 技巧 ,暗示 我 们 要 有 蘑 些 解决 这 些 问 题 的 较 标准 的 方 匡 ， 


虽然 可 以 马上 写 出 这 些 方法 ( 共 中 之 一 是 之 J1/z 不 收 敏 的 另 一 种 


可 取 的 证 法 ), 但 需要 首先 得 到 几 个 收 全 级 数 的 例子 ， 
所 有 无 穷 级 数 中 最 重要 的 是 “几何 级 数 "” 


十 ?十 7 十 7 二 
n=D 


只有 171<1 的 情形 是 有 意思 的 , 因为 当 |r1 之 1 时 其 单项 不 趋 于 0. 
这 些 级 数 可 以 对 付 ， 因 为 其 部 分 和 
Ba 一 了 十 Y 十 … 十 和 
可 以 用 单个 项 来 计算 ， 由 下 列 两 个 等 式 
8 一 1 二 了 十 了 2-H 十 73 
Sn 一 第 十 乱 十 十 区 十 了 


3 一 人 一 二 一 98+1 


二 一 了 8+1 
工 一 人 


《用 1 一 7 除 两 边 是 可 以 的 ; 因为 我 们 不 考虑 一 工 的 情形 )。 现 在 ， 
*。539 。 


gn 一 


因为 71<1, 所 以 lim 7*=0. 由 此 得 


< 1 一 和 


1 
> Fe lim 1 Tr {ri<1, 
入 


特别 是 ， 


二 
到 十 下 十 训 十 1 十 光 =1, 
这 个 无 穷 和 总 可 以 用 图 1 中 的 图 形 来 记忆 


ff 四 去 - 了 讨 


图 1 


几何 级 数 虽 然 很 特殊 ， 但 却 是 一 些 标准 的 例子 ， 关于 可 和 性 的 一 些 


重要 的 判别 法 将 由 它 推导 出 来. 


我 们 暂时 将 只 研究 每 个 6 之 0 的 序列 {qs}; 这 样 的 序列 称 为 
非 负 的 ， 如 果 {ow} 是 非 负 序列 ， 那么 序列 {ss} 显然 是 非 减 的 ， 这 
个 说 明 结合 第 二 意 定 理 12, 便 得 一 个 好 记 的 可 和 性 判别 法 : 

有 界 性 准则 ”一 个 非 负 序列 {9,} 当 且 仅 当 其 部 分 和 ss 的 集 


合 有 界 时 是 可 求 和 的 . 


就 它 本 身 来 说 , 这 个 准则 不 是 很 有 用 的 一 一 确定 所 有 ,的 集 
合 是 否 有 界 , 正 是 我 们 所 做 不 到 的 事 ， 另 一 方面 ， 如 果 已 有 某 些 收 
级 级 数 可 用 来 做 比较 ， 这 个 维 风 就 能 用 来 得 出 一 个 极 简单 但 却 很 


重要 的 结果 ( 它 几 乎 是 所 有 其 他 判别 法 的 基础 )， 


定理 1 (比较 判别 法 ) ”假定 对 于 所 有 的 % 有 
"540。 


0< 委 an<b 


则 当 了 本 收 敏 时 , 全 ,es 也 收 伍 ， 
但 到 荆 n= 


证 明 设 
$n 二 十 十 Gn， 
下 一 六 二 十 Br 
则 对 于 所 有 的 名 有 
O08 


现在 因为 之 ,5 收 敏 , 所 以 {in} 是 大 界 的 ， 因 而 154} 是 有 界 的 ， 于 


是 根据 有 界 性 准则 ， 卫 -a, 收 全 


比较 判别 蒜 经 常 可 以 用 来 分 析 那 些 夏 起 米 好 象 很 复杂 但 其 复 
杂 性 大 部 分 又 是 无 关 暴 要 的 级 数 ， 例 如 ， 


2 二 sin*(n 十 1) 

是 收 伍 的 ， 因 为 

2 二 sin (ht+1)y .3 

0 2" 十 7 一 2 
并 且 
3 1 
之 ,3 和 > 六 
和 = 


是 收敛 的 (几何 ) 级 数 ， 类 位 地 , 我 们 可 以 预料 级 歼 


~ 1 
Tn 


员 二 1 


收效 ， 因 为 该 级 数 的 第 % 项 儿 平 是 1/2"， 和 这 个 最 后 的 论断 实际 上 
= S41* 


一 er 由 


总 味 着 


lim (sr) /1 
这 个 表达 式 教 我 们 应 如 何 去 验 证 我 们 的 推油。 如 果 我 们 选取 任意 
的 数 6 省 1, 则 对 于 足够 大 的 # 必定 有 


1 
0< 1 -一 
2 一 1 十 sin OD 


这 说 明 
= 1 
对 于 半 个 六 是 收效 的 , 这 当 热 意味 着 原 级 数 收 伍 ， 
也 可 以 反 过 来 应 用 比较 判 唱法， 例如， 研究 级 数 
共 十 了 
ps +L 
因为 对 于 很 大 的 来 说 人 na 十 DC 十 1 几乎 等 于 1/n, 新 以 我 们 


可 专 预料 这 个 级 数 是 发 散 的 ， 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 选取 任意 一 
个 满足 条 人 0 0<e<1 的 数 . 则 对 于 充分 大 的 nw 有 


站 十 1 
0< 二 <o FT 


这 说 明 级 数 立 (ne 十 1)1 (nz 十 了 发 散 , 因为 如 果 它 收 哉 ， 则 根据 比 
乔 玫 中 


较 判别 法 本 1/% 也 会 收敛 , 而 我 们 知道 这 是 不 成 立 的 . 
当 我 们 用 以 前 分 析 过 的 级 数 做 媒介 了 时， 便 可 由 比较 判别 法 得 
出 英 他 重要 的 判别 车， 选取 几何 级 数 信 17”( 畦 别 好 的 一 个 收敛 级 
二 是 术 


数 ) 我 们 得 到 所 有 可 和 性 判别 法 中 的 最 重要 的 一 个 . 


定理 2 (比率 判别 法 ) 设 对 于 所 有 的 3 有 o>0, 并 假设 
+ S42» 


Cy + = 


iim 
前 埋 押 闪失 


则 当 ， < 时 立 "as 收 化， 另 一 方面, 如果 >， 则 一 般 项 o. 不 直 


于 0, 所 以 本 发表，( 注 党 ， 因 此 必须 计算 lim ai/au 而 不 是 
limar /Gnt 1) 

证 明 首先 假定 +<1 选取 任意 一 个 满足 条 位 ?+<3<<1 的 数 
2. 原 假设 


Lim =r<1 


意 昧 着 存在 某 个 叉 , 使 得 当 w 之 入 时 有 


Catl -一 
+ ep 


这 可 以 写成 , 当 nz 六 时 
Ga+ ,< 8 (tne 


于 是 
Gp i180 


CN 


yrs tty. 
因为 Jews': 二 ay 2s* 收 比 , 所 以 比较 判别 法 证 明 
点 一 眉 上 一 让 
So, -Ses,, 
和 三 休 瑚 一 必 


收敛 ， 这 意味 着 级 数 之 ,an 履 敏 ,级 数 僵 ,on 只 有 有 限 多 个 项 不 包 


- 54}. 


桥 在 Ja 内 


”>>1 的 情形 甚至 更 容易 。 和 如 果 1<s<r， 则 存在 一 个 数 办 使 
得 n> 时 有 


ne 4 : 
一 一 一 一 EE3 
人 > ” 
这 意味 着 
6 =0, 1 


这 就 证 明 (ae} 的 单项 不 趋 于 9, 所 以 {gs} 不 是 可 求 和 的 .是 
作为 比率 判别 法 的 一 个 简单 的 应 用 ， 骸 究 角 数 之 1/%w1。 令 
时 二 计 
6, 二 1181, 我 们 得 


1 
Ga nD! 9 _ 1 
a 1 (8 十 1) 1 拓 十 1 
nl 


因此 - 


这 说 明 级 数 允 71/n: 收敛 ， 如 果 我 们 改 为 研究 级 数 人 7" /nl， 黄 
花王 卫 1 
中 7 是 某 个 固定 的 正 数 ， 则 


+ 
lim TD! lim +0, 
n+ 人 #3m 息 赴 ] 

1! 


四 此 wy fn 收 敏 ， 由 此 推出 
n=l 


+ S44 


FT? 
lim 王 一 0 
ET 


这 个 结果 在 第 十 六 章 中 已 经 证 明 过 《那里 给 出 的 证 明 所 根据 的 思 
想 与 比率 判别 法 中 所 用 的 相同 ). 最 后 , 如 果 我 们 研究 级 数 Zor， 
我 们 有 

ts 十 Dr tl 
mi 


i mr 
和 二 Be Ee 


因为 jim (十 了 /na 一 1 这 证 明 当 0<y<1 时 级 数 3 nr 路 证 ,从 而 
limnr* =0. 

(这 全 结果 对 于 一 1<r<<0 显然 也 成 立 , ) 不 用 比率 判别 法 作为 媒 
介 而 提供 一 个 直接 证 明 这 个 极限 的 方 益 ， 是 一 个 有 用 的 练习 ， 

虽然 比率 判别 法 在 理论 土 非常 重要 ， 但 作为 一 个 应 用 的 工具 . 

却 往 往 令 人 失望 ， 比 率 判 别 法 的 一 个 缺点 是 ， Vim en /dr 可 能 很 

难 确定 , 蕉 至 可 能 不 存在 ， 一 个 更 严重 的 上 扇 陷 ( 它 会 令 人 恼火 地 合 

乎 规律 地 出 现 ) 是 该 极限 可 能 等 于 1 这 个 事实 ， lim entifan=1 这 

种 情形 正 是 不 确定 的 情形 : {gn} 可 能 是 不 可 求 和 的 (例如 ,车 ev = 

1/n)， 直 可 能 是 可 求 和 的， 实际 上 ， 我 们 下 一 个 判别 法 将 证 明 


之 ,1702 收获 , 尽管 


(a 
lm Vs 
(5) 


这 个 判别 法 提供 一 个 其 定 无 窍 级 数 是 收敛 或 是 发 表 的 很 不 向 的 广 
法 一 和 比率 判别 法 一 样 , 它 是 比较 判别 法 的 一 个 直接 的 结果 , 但 
+543， 


re .一 一 


是 选 来 做 比较 的 级 数 却 是 很 新 奇 的 ， 
定理 3 (积分 判别 法 ) ”假设 了 在 [1，cce7 上 是 正 的 和 递减 的 ， 
并 且 对 于 所 有 的 和 有 ta) =an， 则 当 且 仅 当 极限 


ja 
存在 时 Ye. 收 生 
证 明 lim| 了 的 存在 与 级 数 
ped 
的 收 颌 是 等 价 的 ， 现 在 ,因为 了 是 递 沽 的 , 所 以 我 们 有 (图 2 ) 


图 2 


fo+D<| foo. 
这 双重 不 等 式 的 前 一 半 夫 明 级 数 全 2 4 可 与 级 数 立 人” 
全 二 1 nal 
相 比 较 , 证 明了 当 lim 作 了 存在 时 三 Ja. (从 而 冯 o) 收 做 ， 


这 个 不 等 式 的 易 一 半 表 示 级 数 袜 |” 了 可 以 和 级 数 羡 \o. 比 
=" Co 


* 村 学 证 


较 ， 证 明了 当 忆 a, 收 做 时 i | 了 必定 存 在 .有 
n=l 


虽然 这 里 将 具 给 出 一 个 应 用 积分 判别 祛 的 例子 ， 但 它 立 刻 解 
决 无 穷 多 个 级 孝 的 收 敏 问题， 如果 p>0， 则 按 积 分 判别 法 ， 


1/r 的 收敛 与 
归于 


[ la 
18? 


的 存在 是 等 价 的 ， 现 在 
1 1 1 
{| tT 27 
! log 4， p=1. 
这 说 明 lim| 1/wrds 当 ?>>1 时 存在 ,而 当 3<1 时 不 存在 于 是 


三 jn 只 对 二 21 收 伍 ， 畦 别 是 ，S 1/n 发 散 ， 
到 目前 为 止 所 研究 过 的 判别 站 只 适用 于 非 负 序 列 ， 但 非 正 序 
列 完全 可 以 用 同样 的 方法 去 处 理 ， 实 际 上 ， 因 为 


= | 


所 以 所 有 关于 非 正 序列 的 研究 都 可 以 归结 为 非 负 序列 的 问题 . 辐 
时 包含 正 项 和 负 项 的 序列 情况 就 完全 不 同 ， 


如 果 立 "av 是 同时 包含 正 项 和 负 项 的 序列 , 我 们 可 以 转 而 研究 


序列 袜 1 |, 它 的 所 有 项 都 是 非 负 的 ， 我 们 情愿 不 顾 原 序列 所 有 


的 有 趣 信息 有 被 丢掉 的 可 能 ， 继 续 赞 赏 经 这 样 处 理 后 化 为 收 芍 序 
列 的 那些 序列 。 
二 P47 + 


如 果 级 数 袜 ， [on | 是 收 伍 的 ， 别称 级 数 牵 Ja 是 绝对 收 


北 的 (用 更 正式 的 语言 来 说 , 如 果 序列 {fos|》 是 可 求 和 的 ， 
则 称 序列 {aw} 是 绝对 可 和 的 . ) 


虽然 我 们 没有 理由 期 望 这 个 定义 是 有 趣 的 ， 但 有 理由 说 它 是 
非常 重要 的 、 下 述 定理 说 明 该 定义 至 少 不 是 完全 无 用 的 ， 

”定理 4 每 一 个 绝对 收敛 的 级 数 是 收敛 的 ， 另 外 ， 一 个 级 数 
绝对 收 北 的 必要 充分 条 件 是 ， 由 它 的 正 项 所 组 成 的 级 数 和 由 它 的 
负 项 所 组 成 的 级 数 两 者 都 是 收 训 的 . 


证 明 ”如果 |a, | 收 合 , 则 根据 柯 桓 淮 则 


lim Cian [+e%+ lanl) =0. 
因为 
| 十 “tan| lan | 上"* 二 lan|, 
由 此 推出 . 
lim {cr1 二 二 一 由 


这 就 证 朋 总 .a 收敛 ， 


为 了 证 明 该 定理 的 第 二 部 分 ， 设 
pt 六 如 果 cu>>0 
” 0， 如 果 a <<0， 

-二 多 如 果 on<0 

” 0， 如 果 on 之 0， 


因此 Iat 是 由 了 2a, 的 正 项 所 组 成 的 级 数 ,而 6: 是 由 其 负 
= 御 虽 全 由 下 . 


* S48 +* 


项 所 组 成 的 级 数 ， 
和 如果 之 ,ci 和 之 同时 收敛 , 则 


Dol re -oo ot Tos 


=i n=l Le 


也 收 伍 ， 所 以 Yes 绝对 收 化 . 


昂 一 方面 ， 如 果 之 ,iar | 愧 铸 ， 则 像 我 们 刚才 已 证 盟 的 那样 ， 


了 es 也 收 黎 ， 所 以 
时 = 


So = 去 (Er + |anw |) 
nt Am ml 


三 oz (EE | 

同时 收敛. 目 

由 定理 4 知 ， 在 每 个 收 城 的 正 项 级 数 中 ， 只 要 随 六 加 上 负 号 ， 
人 恒 可 得 出 无 穷 多 个 其 他 的 收敛 级 数 ， 然 而 并 非 每 个 收敛 级 数 都 能 
用 这 种 方法 得 到 一 一 有 些 级 数 是 收 煞 的 但 不 是 绝对 收 襄 的 (这 样 
的 级 数 吧 散 条 件 收 效 的 )。 为 了 证 明 这 一 说 法 ， 我 们 需要 一 个 专门 
适用 于 具有 正 项 和 人 负 项 的 级 数 的 收 诈 性 兰 别 法 . 

定理 5 ( 葬 布 尼 兹 定理 ) 假设 

[i 
并 且 
We 


* 字 巡 9 


则 级 数 


之 (一 DT, = 6 一 十 6 一 


收 敏 . 
证 明 图 3 说 明 我 们 将 要 建立 的 部 分 和 之 问 的 关系 ; 
(1) S268 
(2) sl 字 83 守 35 字 ……， 
(3) 当天 为 偶数 而 了 为 奇数 附 8 所. 


和 
nh 本 7 上 生 加 后 A | El 


图 3 
为 了 证 明 头 两 个 不 等 式 ， 注 意 观 察 
(1) Sent+2 92n | on+1— rn+ 2 | 
_ Brg 因为 (on 220ion et 2} 
(2) BIn43 = S2441 — Gzn4s | Cans 


人 82n41 因为 ens2 这 int 
为 了 证 明 第 三 个 不 等 式 ， 首 先 注意 到 
3 一 Stan1 Can 
So 因为 cz 
这 只 证 明 (3) 的 一 个 特殊 情况 , 但 结合 (1) 与 (2) 其 一 般 情 况 是 容易 
-证 明 的 : 设 是 偶数 71 是 奇数 ， 则 选取 这 样 的 #4 使 得 
28238 和 24 一 1 之 1; 
于 是 
Sn 1 
这 就 证 明了 (3). 
现在 ,序列 (8sw} 是 收 化 的 , 因为 它 是 非 减 和 上 有 界 的 (被 a1 界 
* F530» 


住 , 其 中 ! 为 任意 奇数 )， 设 


r=sUPl32n) = lim Son 
村 


类 似 地 ， 设 


p=inf (sny = lim ssn+ 1 
用 二 四 


由 (3) 推 出 < 委 8 因为 


3sant1 一 582 一 12n+l 和 lim Gn = 从 
这 实际 上 是 = 号 的 情况 ， 这 就 证 明了 «=p=limsn. 
由 定理 5 导出 的 典型 例子 是 级 数 


1 ,1 1 LI 
lata at 


它 是 收盘 的 ,但 不 是 绝对 收 化 的 (因为 1/n 不 收 化 )， 如 果 这 个 
二 1 
级 数 的 和 用 zx 来 类 示 , 则 下 列 演 算 会 导线 一 个 十 分 菜 课 的 结果 : 


2+3 415 6 
1 1 1 1 1 1 1 1 
-ls 4 6 ats 10712 
-1 1 1 
+ 了 1 16t 


(其 形式 是 一 个 正 项 后 面 跟着 两 个 负 项 ) 


1 1 1 1 1 1 1 1 
(1 一 雪 ) 一 二 +( 寺 一 言 ) 一 训 +( 训 ~ 放 ) 一 齐 


1 1 I 1 1 1 1 1 
a4 gt 1114 16+"” 

1 1 .1 1 1 i, ,i 1l 
= 去 (1 霹 十 可 雪 十 证 一 百 十 了 一 言 十 ) 


i 
2 | 
印 2 二, 这 意味 着 * 二 0. 另 一 方面 ， 容易 看 出 w 产 0， 因为 部 分 和 


#2 二 > i? 并 且 由 莱 布 尼 兹 定理 的 证 明知 EP 


这 个 矛盾 的 产生 是 由 于 我 们 认为 对 有 限 和 有 效 的 运算 对 无 穷 
和 也 必 有 然 有 效 ， 诚 然 ， 序 列 


1 1 11 1 1 
Bh 
包含 序列 
-1, ii- ti ll 
ta =1, 2? 了 人 了 ， 
Il_11 


1... 
8 9 1011 12 
中 所 有 的 数 . 事实 上 ， 在 下 述 严格 的 意义 上 也) 是 tn} 的 一 个 重 
挤 : 每 个 b= Gf) 共 中 f 是 “排列 ” 自 然 数 的 攻 一 冰 数 ， 亦 即 每 个 
自 然 数 名 恰好 是 对 于 一 个 名 了 1 (%)， 在 我 们 的 例子 中 


f(2m+1)=3m+1 (1 三 ,二 , "各 项 变 到 第 一 ， 第 四 ， 第 七 ， 
i 
(4m)=3m( 一 到 一 十 一 J3 “各 项 变 到 第 三 ,第 六 ,第 
。… 位 )， | 
f(4m+2) =3m 十 2( 一 去, 一 百 , 一 二 … 各 项 变 到 第 和 二 ， 第 
. 瑟 ， 第 八 ， 位 )。 
然而 ， 我 们 没有 理由 假定 了 5, 应 该 等 于 了 24: 按照 定义 , 这 些 和 
“332 4 


是 tm (及 十 … 十 如) 和 lim (ai 十 … 十 4x), 因 此 可 以 想像 ,这 些 项 的 
特定 次 序 是 有 重大 关系 的 . 在 这 一 点 上 , 级 数 之 , (一 1D" /wn 并 没 


有 什么 特殊 ; 实际 上 它 的 性 质 是 那些 不 绝对 收敛 的 级 数 的 典 
型 一 -下 边 的 结果 (与 其 说 是 一 个 定理 实在 不 如 说 是 一 个 重要 的 
反例 ) 表 明 条 件 收 化 的 级 数 是 多 么 不 中 用 ， 


定理 6 ”如 果 立 "as 收 伍 ,但 不 绝对 收 芍 ， 则 对 子 任何 数 & 皆 
扫 = 
存在 {9s} 的 一 个 重 排 tow} 使 得 6。 二 a 


证 明 设 了 jp, 表 示 由 {4,) 的 正 项 所 组 成 的 级 数 ， 并 设 了 gy， 


表示 由 tn} 的 人 负 项 所 组 咸 的 级 数 ， 则 由 定理 4 知 这 两 个 级 数 中 至 
少 有 一 个 不 收敛 ， 实 际 上 两 者 必定 都 不 收 钱 ， 因 为 如 果 共 中 一 


个 部 分 和 有 界 ， 另 一 个 部 分 和 无 界 ， 则 原来 的 级 数 了 a, 的 部 分 
: n=l 


和 也 会 是 无 界 的 , 而 这 与 它 收 化 的 假设 相 了 矛盾 ， _ 
现在 设 w% 是 任意 一 个 数 ， 为 篇 单 起 见 ， 人 很 设 w>>0( 对 于 ax<0 


的 证 明 将 是 一 个 简单 的 修正 )}， 抽 为 级 数 祖 ,ps 是 不 收 钙 的 ， 所 以 
n= 
存在 一 个 数 立 使 得 
ps > 


我 们 将 选 入, 为 具有 这 种 性 质 的 最 小 的 -这 就 意味 着 


Ni=l 


(1) 之 p< ， 


了 


， 
但 (2) Spn > 


el 


于 是 如 果 
81 一 ip, 
我 们 便 有 
31 一 GD 


这 个 关系 (由 图 4 可 清楚 看 出 ) 寺 楼 由 不 等 区 (1) 扒 出。 
上 
2 一 ME 一 了 pn = Py,. 


Rl 


pw， 


和 Bit rs" Pmt 将 bi 
图 4 - 
现在 我 们 给 和 sl 加 上 愉 好 够 的 一 些 负 项 以 便 得 出 一 个 小 于 & 的 
新 和 地,， 换 他 话 涪 , 我 们 选取 一 个 能 使 


Pa . 
T= 8l 十 邓 ,加 < 
Ep 


的 最 小 的 整数 1,， 那么 像 前 面 -一 样 , 我 们 有 
GT ee 
我 们 现在 不 断 地 继续 这 一 过 程 , 交替 得 出 大 于 和 小 于 < 的 和 ， 
每 次 选取 最 小 的 ys 和 对 ,。 序 列 
Duy °° Pyrss 1 rs Fu Pi Drs “re 
是 {gs} 的 一 个 重 排 ， 这 个 重 排 的 部 分 和 增 大 到 sj， 然 后 碱 小 到 
TD, 接着 又 增 大 到 ss, 又 威 小 到 了。 等 等 .为 了 完成 该 证 明 , 我们 只 


村 注 意 到 |a 一 4| 和 | 五: 一 %1 分 别 小 于 或 竺 于 Px, 和 一 gy 而 这 些 
* S34 


项 作为 原 序 列 {qn} 的 元 必定 减 小 到 0, 这 是 因为 之 “， 是 收敛 的 .上 
下 一 个 定理 和 定理 6 一 起 ， 确 立 了 条 件 收 伍 级 数 和 绝对 收 敏 
级 数 之 间 前 区 别 . 


定理 7 ”如果 了 a 绝对 收 伊 ， 而 二 是 {a} 的 任 一 重 排 ， 则 
5 也 (绝对 ) 收 化, 并且 


> = 3,. 本 
R=1 


证 明 让 我 们 用 sa 表示 {4,} 的 部 分 和 ,而 用 1, 表示 人 妃 } 的 部 
分 和 . 


假设 e>0. 则 因 立 rou 收 戈 , 所 以 看 在 某 个 六 使 得 
犊 天 下 


9 
Cn 一 8 


Ri 


< 


另外 , 因为 羡 eu | 履 乱 ,所 以 我 们 也 可 以 选取 闵 使 得 


之 ,au 一 [le 十， 十 Jar <e, 
和 非 亚 1 


亦 即 使 得 
ez 十 1awsz| farses + <ee, 
现在 我 们 选取 这 样 大 的 于， 使 得 和 ，…，wmw 中 的 每 一 个 都 出 现在 


括 的 ay 的 某 些 ai 的 和 ， 因 此 ， 
3 一 sz 委 |arril 十 eps 十 av 十 
二 是 , 如 果 各 关 形 , 则 : 
中 呆滞 


et 


身 汪 1 


So, ts = 


tlin =ay| - 


<|Z, — Sy 


< 二 


因为 这 对 于 任意 e>0 都 成 立 ， Da 为 了 
证 明 它 绝对 收敛 ， 注意 到 上 述 论 证 可 以 分 别 用 于 Zou 的 正 项 和 负 
项 ; 这 证 明 由 区 25; 的 正 项 和 负 项 所 组 记 的 级 数 各 自 收盘 ; 因此 
725, 绝对 收 全 .时 ， 


这 一 章 的 各 定理 涉及 到 了 序列 的 可 和 性 但 未 涉及 其 实际 的 
和 和， 一般 说 来 ， 没 有 理由 认为 一 个 已 知 的 无 穷 和 可 以 用 任何 较 简 
单 的 项 米 “ 计 算 ”"。 然而 ， 应 用 家 办 定理 可 使 多 简章 的 表示 式 和 
于 无 穷 和 ， 第 十 九 章 提供 了 这 类 函数 


f#)5 SD (0) + Bol) 
的 许多 例子 ,其 中 lim oz) =0. 这 恰好 等 于 
~ po 
fin eo 
这 又 意味 着 
"i ' 
Ke) -ET 


”看 


3 7 


arctan% = x 于 + 每 - 祁 十 多 | 1 + 


(注意 : i aretan 于 /| 之 1 还 不 收 人 
另外 , 当 z 二 _ 工 时 ,关于 log (1 二 2) 的 级 数 变 为 不 收敛 的 级 雪 
1 1 1 


i -二 二 二 


2 3 4 : 
给 z 以 一 些 特 殊 的 值 , 可 以 得 出 一 些 给 人 深刻 印象 的 结果 ， 


A _x 5 开 ? 
4 一 了 一 3 十 下 一 了 二 和 


6 一 1 十 二 十 南 十 而 十 7 


1o82 一 1 一 圭 十 二 一 证 十 … 
如 果 我 们 稍微 仔细 地 对 办 一 下 关于 sin 2 和 eos zx 的 级 数 ， 就 
可 以 预料 一 些 更 有 洛 义 航 结果。 如 果 我 们 不 左 还 未 证 明 过 无 穷 和 
的 导数 这 一 事实 ,而 热 圳 于 将 等 式 


， 
3in% = 必 Itai”— 


的 两 边 逐 项 微分 , 那么 我 们 所 得 到 的 正 是 关于 cos zx 的 级 数 ， 同 样 


地 , 如 果 我 们 对 基于 cos 区 的 公式 的 两 馆 从 形式 上 (如 不 加 证 明 地 ) 
» 357 + 


进行 微分 , 我 们 将 得 到 公式 cos' 2? 一 一 sinz， 并 且 如 果 我 们 微分 
关于 。” 的 公式 , 我 们 就 会 得 出 exp《(z) 一 cxP(z)， 在 下 一 章 中 , 我 
们 将 会 看 到 ， 无 穷 和 的 这 种 逐 项 微分 法 在 某 些 重要 的 情况 下 的 确 


是 有 效 的 . 


习 是 


1 判定 下 列 各 先 穷 级 效 , 潭 它 是 收 伍 还 是 发 散 ，、 你 所 需 构 的 工具 将 是 羔 
布 尼 兹 定理 以 及 比较 判别 让 、 化 率 庆 别 扫 和 积分 判别 法 ， 有 上 儿 个 侠 子 
是 有 意 挑选 的 ; 个 看 样子 各 相似 的 绿 可 授 要 用 不 同 的 尖 别 法 ( 但 
. ， 也 可 能 不 )。 .后面 的 提示 指出 可 用 哪 一 种 判别 后. 


. (DD 


in 
> 路 
器 二 1 
i 1 1 
1 一 本 十 可 了 . 
1 Ee 1 2 1 
ata sta sts 


Si 1)n10gs. 
R=1 
>， 1 

之 ,3 一 下 


入 于 全 


《( 求 和 之 所 以 从 4 一 2 开始， 只 是 为 了 尊 免 由 一 1 得 出 的 无 意 
义 的 项 . } 


taketaatiaiia 


， 1 
{x) Te 
Go ST 
| Tp" 


(xj) De DT 


只 


对 
Cxiiiy -和 
人 TI 
Cxiv) Ssini, 
血 } nn 
om Sl 
XY ntoen 
、 所 1 
【XviD WE pn 
第 王公 . 
,1 .1 
(xviiy aTonny 
[re 
(xyiii) Yi. 
a 
(xix) De 
计生 
(Xx Ss. 
吧 二 有 


提示 :《〈 认 、fi 刘 、( 人 、(wi 《这 7) 《KE x)、(xiiD Cxiv)、(xvi) 四 比 
较 判别 狂 ! CviD)、(xviiD、(xix)、(XX》 用 比率 判别 法 ; (Viii)、(CxY)，、 
(xY) 用 各 分 判别 浴 . 
下 列 两 题 〈 附 有 提示 ) 所 判 旭 的 无 穷 级 数 比 第 1 题 需 要 更 巧妙 的 分 
灼 ， ， 
*2. (a) 如果 你 已 经 成 功 地 解 央 了 第 1 向 中 的 (xix) 和 (XX), 那么 就 应 该 
日 S59 + 


Oo 


《b) 


明 自 ”17 当 a<e 时 收 化 ,而 当 G2>e 时 发 散 ， 当 4=e 只 


i=l 


比率 判别 法 失 奖 ; 应 用 习题 二 十 一 ，16 证 明 放 jernlin* 实 际 上 


nl 


是 散发 的 ， 


判定 enfant 何 时 小 斌 ， 当 比 率 判别 法 失效 时 再 次 依 例题 


=1 


二 二 一 , 10, 


*3， 第 1 题 提供 了 两 个 级 数 祖 (log#)-* 和 六 (log%)-*， 基 中 的 第 一 个 


点 一 入 扫 末 于 


发 向, 第 二 个 收 化 . 在 下 面 的 (4) 和 (b) 中 分 折 介 于 这 商 者 之 问 的 级 数 


(a) 


‘b 


Mr 


rr 


te 


1 
> (logn) 102# 
仔 二 


通过 研究 级 数 也 (e/ 坟 )* 证 明 | er/yray 存在 . 


n=1 


应 用 积分 判别 法 证 明 
ws 1 
之 Clogn) ls 


收 训 b. 提示: 应 用 一 个 适当 的 替换 和 {2a)。 
用 积分 判别 法 证 明 


Sse 


发 散 。 提示: 用 与 在 (b) 中 同样 的 蔡 换 ， 并 直接 证 明 记 简 出 的 积 


”分 发 散 ，- 


二 。 {a】 


* S60 + 


设 {o} 是 一 个 满足 0<<as<<9 的 整数 序列 ， 证 明 全 Ja。10-" 丰 在 


有 el 
(并 有 在 0 和 mi 之 辐 ). 《 当 骸 ， 这 就 是 我 们 通常 记 之 为 0.atergs6d 
的 那个 数 .)》 


(b) 骤 定 0<xcel.. 诡 明 存在 一 个 满足 Daos9 且 全 Jan10-* 二 z 的 
n=l 
、 整 效 序列 {go 提示: 例 超 a4 一 [10z] 《这 里 符 号 [ 妇 表示 < 的 
最 大 整数 ). 


(6) 证明; 如 果 《aa} 是 循环 的 ; 床 即 它 具 有 形式 oaa, *…, at an qz 
saoas my: 则 0n107* 是 一 个 有 理 数 (并 求 它 )、 和 如 果 {an} 


n=1 
最 终 循环 ， 亦 即 如 果 冶 列 {qxrz} 对 于 着 个 是 循环 的 , 同样 的 结 
果 当 然 成 立 . 


(d) 证 其 : 如 果 z= 了 1a,10-" 是 有 理 数 , 则 {o} 最 终 是 循环 的 ，( 霜 


四 卫生 


一 看 求 79 的 小 数 表示 式 的 过 程 一 一 用 长 除法 以 4 除了) 


， 恨 定 {a 请 足 蘑 布 尼 冀 定理 的 限 设 条 件 . 试用 菜 布 尼 兹 定理 的 证 法 


求 出 下 述 估 计 ; 


[ED te et - 士 ao] 


n=l 


Oy 


”证 明 下 述 定型 (“比较 判别 法 "的 另 一 一 形式 ). 如 果 an ,5。 >0Elime, 5, 


一 天 0， 则 妆 是 仅 当 立轴 收 租 时 7a, 收 六 


n=1 n=1 


~ 


， 证 明 ; 如 果 9, 关 0 且 lim 坟 一 +, 则 之 D606 当 7<<1 时 收 伍 , 而 当 ?>1 


二 
时 发 散 ( 共 证 明和 上 比 闪 判别 革 的 证 明 很 类 似 . ) 这 个 结果 称 为 “ 根 判别 
法 ”，. 容 易 构 造 出 这 样 的 级 数 , 对 于 它 比 率 判别 法 不 能 用 ， 但 根 判别 法 
却 散 用 ， 例 如 , 根 判别 法 证 明 级 数 


二 + 计 +( 当 ) +($) +(#) +(§) + 
收复 ,尽管 其 租 邻 两 项 之 比 不 站 于 任 一 极限 ,虽然 大 多 数 例子 都 局 站 这 
种 有 点 不 大 自然 的 特性 , 但 机 判别 法 仍然 可 以 说 是 一 个 重要 的 理论 工 
其 , 且 落 比率 判别 法 能 用 的 话 , 根 判别 法 也 能 肝 ( 根 据 习题 二 十 .一 ,13)， 
从 根 判别 站 中 销 去 极限 是 可 能 的 ;该 证 明 的 一 个 简单 交 不 疏 即 可 证 明 ， 
wo 


如 果 存 在 某 个 4<<H 使 得 瞪 了 有 限 地 个 以 外 的 所 有 以 本 省 性 s， 则 


i . . 埋 
袜 oo 收 租 , 而 如 果 衣 无穷 多 个 妨 芭 3221 则 之 ;发散 , 这 个 结果 叫做 


Da n=l 


“ 稍 密 要 判 出 法 (存在 一 个 类 仅 的 精密 比率 拓 册 法 ) 应 用 习 是 二 十 一 
19 的 记 法 即将; pn 了 YG。<1 时 收 全 saya>! 时 发 散 


穆 瑟 了 
8， 如 果 
| dim 
(其中 #6 二 qs 十 … 十 94), 则 移 序 列 {os} 是 壮 萨 罗 可 及 和 的 ,并 称 1 为 
其 塞 萨 罗 和 ， 习 题 二 十 一 ，12 证 盟 ， 一 个 可 求 和 的 序列 自动 是 密 萨 
多 可 求 和 的 , 且 其 和 和 锻 于 它 的 塞 萨 罗 和 ， 试 求 一 个 序列 ， 它 不 总 可 来 
和 的 , 但 它 却 是 塞 萨 罗 可 求 和 的 ， 
9。， 这 一 题 概述 定 浊 7 的 另 一 种 证 法 ,这 种 证 法 不 依 辅 子 柯 引 准则 . 
人) 屿 定 对 于 委 个 s 有 丁 芝 0， 设 蕊 四 是 {soy 的 一 个 重 排 ,并 说 4, 一 
得 十 十 gs 而 [Tt he 证 明 对 于 短信 都 有 某 信 二 使 
得 ss< 委 tm- 


(b) 证 明之 ,< 扫 0 


R=1 nd 


PE 
苯 


(0) 证 明 一 信 pw 


号 一 rl 
(4) 现在 应 用 定理 4 的 第 二 部 分 将 条 件 2, 尘 0 代 之 以 本- 给 对 收 全 
it] 
”这 个 假设 . 


10。 (a) 证 明 : 如 果 Ana。 纺 对 收 诚 ， 而 他) 是 {0,} 的 酝 一 子 序列 ， 则 


久生 


Sy, ( 弛 对 ) 收 化， 


多 向 让 


62 


*]13, 


wb 


15. 


#16. 


Cb) 证 明 : 3 不 绝对 收效 时 , 这 个 结论 不 成 立 ， 


内 二 1 


*{c) 证 明 : 如 果 Sa, 绝对 收敛 , 则 


Ld 


多 ,as 一 {十 年 十 ts 十 :十 (0x 十 十 全 十 …》， 


， 证明; 如 时 总 ,是 绝对 性 的 wo.|<Zl. | 
bd 辩 吧 和 由 三 


， 习 是 十 八 ，28 证 明了 (sinz)/zds 收 铸 , 证 明 |"| (sinz)/zldz 发 


散 . 
求 一 个 对 于 所 有 的 * 有 失 2) 之 0 的 连续 函数 下 使 竹 | fs) dz 存在 ， 
但 limjf(z) 不 存在 . 


设 对 于 0<xz<l1 有 厂 雪 一 26inlfo 且 于 (0 一 0， 回 想 习题 十 五 , 32 中 
关于 1(f, 本 的 定义 。 证 明 所 有 关于 [0, 1 的 划分 了 的 44f, 了) 的 集合 
是 无 界 的 (于 是 了 有 “无限 的 长 度 "”)， 提 示 ， 试 一 下 形 邵 


ho, 2 ,也 
?te 
的 如 分 . 
设 了 是 图 5 中 所 示 的 函数 ， 求 1 了 并 求 图 5 中 阴影 部 分 的 面积 . 
在 这 一 期 中 , 我 们 将 由 证 明 1imB.s(z) 一 0 来 建立 "二 项 级 数 " 


G+ = (Ye Isl<1, 


ed 
其 中 心 为 性 意 的 数 。 恋 证 明 分 成 几 具 ， 并 使 用 了 在 习题 十 九 ,6 中 求 
得 的 柯 西 和 拉 格 朗 日 形式， 


(a) 应 用 比率 判别 法 证 明 : 当 j*j<1 时 纹 到 2 Joa 
并 不 是 说 它 必定 收 到 (1+?))， 转 虽 是 由 此 推出 当 17| < 时 ， 


lim( « 机 )* = 


* 可 避 于 。 


(b) 先 假定 0<s<l, 应 用 余 项 的 拉 格 衣 日 形式 ， 并 注意 到 对 于 +1 
>a 有 (ID 证 明 limbj。， vt) 一 0. 


(0) 现在 候 定 一 #0 那么 在 余 项 的 机 西 形 式 中 笋 4 该 足 - l=<x 
<t<D). 证明 本 上 
is 十) 由 过 | 区 [| 划 其 市 并 三 8X(1, (1 二 他 41， 


*a 


应 用 全 项 的 柯 西 形式 以 及 下 列 事实 


rd) ) 


还 明 limB。o(z) 一 0， 
*17. {a) 极 定 序列 {oa} 的 部 分 和 有 界 ， 而 他 是 一 个 二 天 hb。 


1 
- 
hs 


=0. 证 明 邓 awb。 收 做 ， 扫 示 : 冰 用 阿 由 耳 下 一 ( 题 二 二 一 20) 


证 亚 芋 


人 


本 8。 


本 1. 


*20, 


*21. 


本 22， 


“验证 柯 西 准则 
(b》 出 这 个 结果 导出 莱 布 忆 兹 定理 ， 
(e) 应 用 习题 十 五 ，31 证 明 : 如 果 z 对 于 任何 整数 都 不 具有 2ks 


的 形式 ， 则 级 数 全 (cosxa]y /#8 收 雍 (在 x 二 2kr 的 情况 下 它 屡 


=1 


然 发 散 ,) 


恨 定 {4,7 是 北大 的 且 limas=0. .证 用 : 如 果 访 ,a 疏 效 ， 则 六， Qnr 


=1 = 


也 收 总 〈“ 柯 西 攻取 定理， 注意 六 人 11/4 的 发 散 是 一 种 特殊 情 


ml 


1 oy + 


况 ， 因为 如 果 生怕 雪 则 之 ,2"(1129) 也 应 收 筑 :这 四 说 明 可 作 


Nl B= 
了 


为 一 个 提示 . 和 | 
(8) 证 阴 ;. 和 如果 忆 各 如 收 伏 则 他 10b。 收 就 ， 


蚊 王 1 ~ n=1 bk 


Cb》 证明: 各 信也 -成 收 全 则 S/n 收 佑 ， 


Li 二 1 


银 定 {4,} 是 递 戏 的 且 每 个 sw 关 0， 证 明 : 如 果 祖 Ja, 收 伊 ， 则 limna， 


n= 


一 提示 : 写 出 柯 丁 准则 且 务 必 应 用 {9,) 是 递 三 的 这 一 事 器 ) .i 
各 果 也 Jas 收 全 则 其 部 分 和 #。 是 有 和 界 的 , 且 lima, 一 0。 这 会 使 人 们 


Ral 


推测 部 分 和 的 有 界 性 连同 条 件 limas 一 会 者 昧 着 3 的 收效 性 , 


出 亚 主 
这 种 推测 是 不 正 箭 的 , 但 要 找 出 一 个 反例 则 需要 一 些 创造 人 性， 作为 一 
个 提示 , 注意 到 部 分 和 的 某 个 于 序列 必须 收 襄 ， 你 应 读 设 法 此 这 发 具 
而 不 让 该 序列 本 身 收 化. 
Ze 和 了 人 是 下 过 人 得 计 的 训 的 一 个 特殊 的 结果 ， 这 个 事 
如 二 1 


二 


实 是 : 任何 正 的 有 理 数 ? 都 可 以 写成 形 如 1/n 的 一 些 瑟 异 数 的 有 限 
和 和， 这样 一 种 宕 示 式 总 能 用 下 述 的 直截了当 的 方法 求 出 , 就 是 不 断 地 
加 上 读 序 列 中 不 至 于 过 大 的 下 - 个 数 ， 例 如 , 下列 的 计算 


说 明 


19 1 站 


站 = 妈 二 到 + 于 + 村 二 二 


注意 到 分 子 23, 13, 11, 1 是 递减 的 .通过 证 明 在 这 种 计算 中 的 分 子 总 
是 递 浅 的 ， 因 此 最 终 使 余数 具有 分 于 1， 上 而 证 明 每 一 个 正 的 有 型 数 
zy 都 可 以 写 庶 这 各 形式， 提示， 你 只 需 证 实 ， 如 果 Pig<lisn, pig 
一 17 (4 十 DD 则 P19 一 1/ (w 十 了 ) 的 分 于 小 于 加 


(iji) 


(VW 


cvii) 


"fix 
二 有 全 


im 十 DA 十] Jim (ty. 1 
由 和 


一 “ 造 题 解答 
《绝对 ) 收 租 ,因为 | (sinn9) /ne[ 过 1/ 詹 ， 
发 赦 ， 因为 头 2 项 的 和 为 二 十 … 十 工 . 
( 因 各 项 的 绝对 值 不 是 第 城 的 , 所 以 不 能 应 用 来 布 尼 效 定 理 , ) 


发 数 , 因为 对 于 足够 大 的 国有 


1 
Sm-i -之 Dn 
收 就 ,因为 
=0. 


有 1 AH - 扫 


1 
发 散 , 因为 1/ (logs) >1/n. 


和 


{xi) 


有 收 雹 , 因为 对 于 9 有 1/(bgn) "< 
(xiii》 发 各 ,因为 对 于 是 够 大 的 有 


2 1 
各 十 TI” 2% 
(xv) 2 因为 当 广 一 co 时 ， 


> Hi be (beN) — be (loe3) -+00. 


(注意 了 #) 一 1/ (wlog 人 在 [3, co) 上 是 递 三 的 ， 因 为 对 于 ws 
有 


CxVii) 收 训 , 因 为 寺 于 %>>2 有 1/ 二 (logn) 过 1 和 
{xix) 收 合 , 因为 根据 习题 目 七 , 12， 
tim 2*+1(0R 二 DI (RI 


六 二 则 2 时 /nn 


-lim A 


2 2 


一 im 一 一 一 一 一 二 
M2 1 N° [4 
Q+3) 

Ee, 10- “<9 10- "=1, 


B=l 


(a) 开 于 等 个 尺 我们 显然 有 


于 是 由 有 界 淮 划 知 也 Te 10-" 收 区， 并 在 0 和 1 之 问 ，( 实 际 .上 ， 


要 二 让 
只 有 当 序 列 {e 终 帘 不 为 0 时 ， 这 个 数 才 表示 为 0.910s0s04"*) 
15. 阴影 部 分 的 面积 为 本， 共和 名 分 为 


二 广 |+ 玫 | 计 - 冯 +) 
a (a cl) 

= 二 ( 委 + 训 + 让 tit } 
~ 于 [了 + 东 + 下 + 高 + ) 


二 如 0 > 


* 


一 如下 村 十 这 二 页 十 … } 
-#3(! + 二 十 吉 + 击 + 


=3( + 计 + 诗 + 吝 +…) 
1 


= 工 ,_ 1 _ 
8°. 1 
1—— 
4 


第 二 十 三 章 一 致 收 伍 和 用 级 数 


上 一 党 来 尾 提出 一 种 研究 无 穷 级 数 的 党 全 新 的 方法 ， 我 们 的 
注意 力 将 从 特殊 的 无 闪 和 转移 到 象 


ez=1 十 攻 十 于 十 …。 
这 样 一 些 等 式 上 来 ， 这 些 等 式 涉及 随 ” 而 定 的 诸 量 之 和 。 换 句 话 
说 , 我 们 感 兴趣 的 是 : 由 形 如 

f(z)=F 5) + fas) + fat) + 
的 等 式 所 定义 的 函数 (在 前 面 便 子 中 f(z)=x"*/(n 一 了 1， 在 
这 种 情形 下 { 久 } 将 是 某 个 函数 序列 ;对 于 每 个 + 我 们 得 到 一 个 数 


列 {P(z, 而 天 2 是 这 个 序列 的 和 .为 了 分 析 这 样 的 函数 ， 当 然 
必需 回忆 一 下 ， 每 个 和 


f(x) +f2(2) 二 fw) 二: 
按 定义 都 是 序列 
FE), FAEY TF AE), Fx) Fr) fr), 
的 极限 。 如 时 我 们 用 
86 十 一 十 六 
定 闵 一 个 新 的 函数 序列 (sw}, 则 可 用 
f(z2) = limsn(r) 
来 更 简洁 地 表示 这 一 事实 . 
因此 ,我 们 有 时 将 注意 力 集 中 干 定义 为 极限 
f(7)=limf(z) 


站 S69 = 


a 


的 阔 数 ， 而 水 是 定义 为 无 穷 和 的 前 数 ， 关 于 这 种 葬 数 的 爹 部 结果 
可 以 很 容易 地 概括 为 : 实际 上 没有 人 们 所 希望 成 立 的 东西 ~ 一 倒 
是 有 很 令 人 满意 的 一 系列 的 反 . 
例 ， 这 些 反例 中 的 头 一 个 , 说 明 
即 后 每 一 个 六 都 连续 , 户 数 于 仍 
然 可 能 不 连续 ! 出 平 你 的 预料 , 函 
数 六 将 是 非常 简单 的 ， 图 1 表示 


诸 函 数 
2 DY 妈 1 " 图 1 
f= a 
的 图 形 。 和 近 些 函数 都 是 连续 的 ， 但 函数 F(z) 二 lmf,(z) 是 不 “连续 


的 ; 事实 上 


Oz<l 


0, 
lim. 1 = 
limfs (7) 1, sl. 


这 司 一 现象 的 另 一 个 例子 如 图 2 所 示 , 函数 fi, 是 由 


. 5702 


一 1 zl 
中 
1 t 
一 re 
fC2) = nz, 志和 VS 
1, 1 9 
坟 


定义 的 .在 这 种 情况 下 , 如 果 <<0， 则 疡 (z) 最 终 ( 亦 即 对 手足 能 
大 的 幻 儿子 一 1 而 车 4>0, 则 妨 (z) 最 终 等 于 1, 但 对 于 所 有 的 多 
却 都 有 了 (0)=0。 于 是 
—1,%<0 
0， 必 =0 
1， 0; 
所 以 再 次 出 现 f(z) 二 limf.(z) 不 连续 的 情况 . 

将 上 例 中 的 楼 角 乔 贺 ， 世 至 能 得 到 一 个 可 微 函 数 的 序列 {f}, 
对 于 这 个 序列 来 说 , 防 数 f+) 二 limfa(z) 不 连续 ， 一 个 这 样 的 序 
列 是 不 难 明 确 地 定义 的 : 


limfn(2)= 


{ we 
各 
f(t} = sin (2 )， ~ . 
1, Lx. 
四 
这 些 消 数 都 是 可 微 的 (图 3), 但 我 们 仍 有 
[~ 1,%<0 
re T=0 
1, x0. 


另外 ， 不 仅 是 连续 性 和 可 微 性 会 出 问题 。 另 一 个 难题 是 如 图 4 所 

示 的 序列 {fn); 在 区 间 [0, 1/%] 上 , f。 的 图 形 形 成 一 个 高 为 % 的 等 

腰 三 角形 ， 出 对 于 z 之 1/n 则 有 fn(#)=0， 这 些 函 数 可 以 明确 地 
. “71. 


a 
pe 四 到， 


定义 为 : 
am, : eg 
fw(z)=420 一 282z， 风机 
to, 工 <z< 


因 读 序列 在 0 附近 的 变化 很 古怪 ， 致 全 我 科 纯 村 的 数学 直觉 
会 觉得 limfs(7) 未 必 总 是 存在 的 . 然而 ， 这 个 极限 对 于 所 有 的 


的 确 都 存在 ， 并且 函 数 f(z) 一 limf,(z) 基 至 还 是 连续 的 .事实 上 ， 
和 如果 z>>0 则 f(z) 最 终 等 于 0, 因 此 1imf。(z)=0; 另外 ,对 于 所 有 
的 “有 f.(0) =0， ,所 以 我 们 当然 有 limfs(0) =0, 换 名 话说 ,对 于 
* S72 


所 有 的 “有 f(z) 一 limf,(z)=0、 咽 一 方面 ， 其 识 分 很 估 会 奖 示 
出 这 一 序列 奇怪 的 性 质 ; 我 们 有 
RAGE 


| f(z)a2 =0. 
于 是 | 
lim fae) Limfn Cs). 
”这 个 特殊 的 函数 序列 表现 
出 一 种 在 我 们 初次 研究 用 极限 定 
义 的 函数 时 确实 想象 不 到 的 性 
质 ， 虽 然 - 
f(2) =limfn(z) 
对 于 [0,1] 内 的 每 个 z 都 是 正确 
的 , 但 函数 f, 的 图 形 在 位 于 它 的 
邻近 这 意义 上 却 不 “ 趋 还 ”了 的 图 
形 一 一 如 图 5 所 示 ， 如 果 我 们 画 
一 个 总 宽度 为 2e 的 国 绕 了 的 条 形 
{多 许 上 下 各 有 一 个 。 的 宽度 )， 
则 无 论 我 们 选取 多 么 大 的 一 个 可 
mo 下 的 图 形 不 完全 位 于 这 个 条 形  。” ” 图 5 
之 内 ， 当 然 ， 对 于 每 个 z 都 在 在 某 个 不 使 得 当 a> 玉 时 点 (zw， 
f(z 为 位 于 这 个 条 形 之 内 ; 这 个 论 炊 只 是 相当 于 limfCz)=J(z) 


这 一 事实 。 但 是 当 z 选 得 越 来 越 接近 时， 必须 选取 越 来 越 大 的 
对 慎 , 和 朋 没 有 一 个 驴 会 同时 对 于 所 有 的 -x 成 立 . 
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最 则 没有 一 一 说 明 , 但 对 于 
前 面 给 出 的 每 一 个 别 的 例子 来 
说 ,也 的 确 发 生 同 样 的 情况 ， 对 


于 序列 
(Za OXEl 
f= sl 


图 6 说 明了 这 一 点 ， 国 线 f(+)=1imf。(z) 的 图 形 已 作出 了 一 个 总 


宽度 为 2e 的 条 形 ， 如 果 e 过 万 ， 则 这 个 条 形 便 由 都 不 包含 第 二 个 


毕 标 名 于 三 的 点 的 两 片 组 成 ;因为 每 个 函数 妨 都 取得 值 卫 ， 所 以 


每 个 的 图 形 都 不 会 位 于 这 个 条 形 之 内 ， 叉 一 次 出 现 这 样 的 情 
形 ; 即 对 于 每 个 点 都 存在 某 个 六, 使 得 当 n 二 时 (zr， 拓 (4)) 位 
于 读 条 形 之 内 ， 但 置 选 得 一 个 对 于 所 有 同时 成 立 的 对 则 是 不 可 
能 的 . 
容易 证 实 ， 正 是 这 同一 情形 对 于 其 他 各 例 也 发 生 ， 在 每 一 种 
情况 下 我 们 有 一 个 函数 了 和 一 个 函数 序列 {fe}s 它们 全 定义 在 
某 个 集合 4 上 ,使 得 
~ f(z)=limfalz) 

对 4 让 的 所 有 Y% 都 成 立 ， 这 意味 着 : 

对 于 所 有 sz0 且 对 于 4 中 的 所 有 % 都 存在 茜 个 驴 

使 得 当 #>>X 时 有 | 不 2) 一 所 (z)|<se。 
但 是 在 每 种 祖 况 下 , 对 于 各 不 同 的 x 必须 渤 取 不 同 的 广 , 目 在 每 种 
情况 中 ; 下列 说 法 是 不 对 的 ; 

对 于 所 有 e>>0 都 存在 某 个 对 , 使 得 对 于 刀 中 的 所 有 

z 当 3> 本 时 恒 有 |f(2) 一 J 有 (2) 过， 


虽然 这 个 条 件 和 第 一 个 不 同 的 地 方 , 仅仅 在 于 “对 于 4 中 的 所 
。574 。 


有 zx ”这 一 短语 的 一 个 小 的 移 
动 ， 但 它 孝 具 有 完全 不 同 的 总 
义 ， 如 果 序 殉 {f,} 满足 这 第 二 
个 条 件 ， 则 正如 在 图 7 中 所 示 
的 那样 , f。 的 图 形 终于 会 接近 
“了 的 图 形 ， 漠 清 这 个 条 件 欠 是 

极限 函数 的 研究 得 以 实行 的 屠 
种 条 件 ， 

定义 


设 tf 是 一 个 定义 在 和 上 的 销 数 序列 , 又 设 了 也 是 一 
个 定义 在 4 上 的 函数 。 如 果 对 于 任意 >0 都 存在 某 个 术 
使 得 对 于 和 4 中 的 所 有 z, 当 %> 六 时 公有 
{f(s)—fa(#) 1<s, 
则 称 了 为 (六 在 4 上 的 一 致 航 限 ， 我 们 也 说 {fs} 在 A 上 一 
致 收效 于 六 或 岂 在 4 上 一 臻 地 趋 于 . 


作为 这 个 定义 的 对 立 物 ， 如 果 我 们 仅 知道 对 于 盖 中 的 每 个 区 
都 有 


Hz)=limfu(z)， 


则 我 们 说 { 刀 } 在 4 上 点 杰 收 将 隆 # 显然， 一 致 收 敏 性 昔 售 点 坟 
收 城 (但 反之 则 不 然 ! ). 

关于 一 致 收敛 性 的 应 用 的 证 据 是 完全 不 难 收 集 的 ， 积 分 代表 
一 个 特别 容易 的 论题 ;图 7 使 下 述 事实 几乎 是 明显 的 , 即 如 果 {f。} 
”一 至 地 收敛 于 f， 则 天 前 积分 便 能 任意 接近 于 了 的 积分 ， 和 叙述 得 
更 严格 一 点 , 我 们 便 有 下 面 的 定理 ， | 

定理 1 设 {f)} 是 一 个 在 [a,j 上 可 积 的 前 数 的 序列 ， 且 {ff} 
在 [9,3] 卡 一 稍 地 收 率 于 一 个 在 [9,5] 上 可 积 的 务 数 ff 则 
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Pr 
证 明 设 e>0, 则 奔 在 某 个 六 使 得 对 于 一 切 n> ?及 [a 0 
中 的 所 有 zx 我 们 有 
[xz7 一 六 (ze， 
于 是 , 如 果 %>> 丰 我们 恒 有 


I ez- [rea]=|P es 
< 人 ro- fel)lde 
| 本 
=e(5— a).* 
因为 这 对 于 任意 的 e>0 都 是 对 的 , 从 而 推出 
sin 
连续 性 的 处 理 只 是 稍微 困难 一 点 ， 它 涉及 一 个 所 谓 “e/3- 论 


证 ”， 一 个 |3) 一 F(z 十 癌 | 的 三 步 佑 计 ， 和 如 果 {f} 是 一 个 一 致 地 
收 敏 于 了 的 连续 函数 的 序列 , 则 存在 某 个 ”使 得 


(1 If(2)—f,(2H < Et 

(2) 1f (x+) f(r h) [< 征 
另外 , 因为 有 是 连续 的 , 所 有 对 于 充分 小 的 天 我 们 有 

《3) 17(2 一 关 (z 十 站 < 本， 


从 (1), 《2), 和 C3) 推 提 1f(z) 一 Fz 十 全 1<e， 然 而 ， 为 了 得 到 (3) 
我 们 必须 以 一 种 在 % 已 被 选 定 后 才能 预 言 的 为 式 限制 |21 的 大 
小 ; 所 以 十 分 重要 的 是 应 存在 某 个 固定 的 % 使 得 无 论 | 如 多么 小 
<。 3576 。 加 


i) 式 都 成 立 一 一 这 正 是 一 至 收敛 性 进入 证 明 的 原由 . 
”定理 2 设 {f,} 是 一 个 在 La,51 上 连续 的 函数 的 序列 , 是 {fn} 

在 [mw 5] 上 一 致 地 收敛 于 了， 则 于 在 La,5] 上 也 是 连续 的 . 

证 明 对 予 [a, 轨 中 的 每 个 x 我 们 必须 证 明了 在 x 处 是 连续 
的 .我 们 将 只 涉及 在 (a, 想 内 的 w=q 和 z=5 的 情形 需要 作 适 
当 的 简单 修正 . 

设 e>>0， 因 为 全 ,} 在 [a,5] 上 一 致 地 收敛 于 了 则 存在 某 个 2 
使 得 

[7( 拉 一 六 (| < 本 


对 于 fa, 3] 中 的 一 切 y 均 成 部， 特别 是 ， 对 于 所 有 使 得 z 十 在 
[9,5] 内 的 思 我 们 有 
0) IF(2) f(z) <, 
C2) If (st) f(t I< 
既然 f。 是 连续 的 , 所 以 存在 某 个 5>0 使 得 对 于 18| <6 防 们 有 
(3) 1fo(z) 一 六 (ze 十 内 | 于 


因此 , 如 果 j8|<6, 则 
If (rt a) oF) 
=|f(g+D—f (rth + (r+a) fx) 
+fatz)—1(r)| 
信 |f(z 寺 让 一 J 2+ 了 | 十 | (3 十 一 C7)| 
+ ifs (tr) —f(2)| 
一 可 十 可 十 襄 : 
一 | 
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这 证 明了 在 > 处 是 连续 的 . 重 
在 由 定理 1 和 定理 2 所 提供 的 两 个 值得 注意 的 结果 之 后 ， 关 
于 可 微 性 的 情况 却 是 非常 令 人 类 望 的 ， 即 使 了 是 可 微 的 , 且 {f,} 
一 至 地 收 合 于 天 了 仍然 不 一 定 是 可 微 和 的， 例如， 图 8 表明 存在 一 
致 收敛 于 函数 (2)= lz1 的 一 个 可 微 函 数 的 序列 ， 即 使 了 是 可 微 
的 , 等 式 
f(x)—limf, (x) 


1 = kl 


a 
仍 可 能 是 不 成 立 的 ， 如 果 我 们 想到 … 个 光 衫 的 函数 可 以 用 振动 非 
党 迅速 的 一 些 函 数 来 逼近 , 这 就 一 点 也 不 奇怪 子 ,例如 (图 9), 如 采 


f(z) = sin (nv), 


则 人 好} 一致 地 收 合子 函数 f(x)=0, 但 
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f(r)=hcos (m2), 
| 而 limneos (so) 并 非 总 是 存在 的 { 比 如 , 当 z=0 时 它 就 不 存在 ).， 
虽然 有 这 样 一 些 例子 ， 但 微 积分 基本 定理 实际 上 仍 保 证 茶 种 
关于 导数 的 定理 将 是 定理 1 的 一 个 推论 ; 其 决定 性 的 假设 是 {f") 
一 致 收 伍 (于 某 个 连续 的 函数 ). 
,定理 3 设 地,} 是 一 个 在 fm 1 上 可 柚 的 廿 数 的 序列 ， 且 设 
他) (点 态 ) 收 各 于 了 另外 仍 定 好 和 } 在 [ae， 杂 上 一致 地 收 攻 于 某 
”个 连续 函数 9g，。 那 么 了 是 可 徽 的 且 户 (z) 一 iimfs(z)， 
证 明 ”应 用 定理 1 干 区 间 [a, zx], 我 们 看 到 对 每 个 + 都 有 
ff 
Him[f,(7) 一 了 {a}] 
; =f(*)—f (0). 
因为 Y 是 连续 的 , 从 而 推出 对 于 在 区 间 [a, 85] 内 的 所 有 zz 都 有 
f(x)= 7)= limfs (zx). 由 
关于 一 致 极限 的 基本 事实 现在 已 被 证 明 ， 因此 如 何 处 理 定义 
为 无 穷 和 
Hr)=F 7) + f(s) ft) 
的 函数 就 很 清楚 了 ， 上 面 的 等 式 态 味 着 ， 
HK 一 1im (f(s)+ tf 4); 
当 新 的 序列 
Ds Fitfs, ft ft fs, 二 


一 致 地 收 钱 于 了 了 时， 我们 前 边 的 一 些 定理 便 是 适用 的 ， 因 为 这 是 
我 们 始终 感 兴 趣 的 唯一 情况 ， 所 以 我 们 用 一 个 定义 将 它 挑选 出 来 
定义 


‘eSF9 于 


如果 序列 
f, f+, fitfitfs,: 


在 万 上 一 玖 地 收敛 于 下 则 称 级 数 忆 了. 在 A 上 一 玛 收 化 于 - 
玫 更 正式 地 说 : 序列 {f 在 A 上 是 一 致 可 加 的 )。 


现在 我 们 可 以 将 定理 革 2， 和 3 中 的 每 一 个 应 用 于 一 致 收 谣 
的 级 数 ; 所 担 结果 可 以 在 一 个 推论 中 来 叙述 : 


推论 设 忆 在 [oe, 8] 上 ~ 坡地 必 关 于 所, 那么 


(1) 如 果 每 个 都 在 [， 中 上 是 全 的 则 了 在 [mw 5] 上 是 连 
续 的 . 
《2) 和 如果 了 和 经 个 f， 都 在 [a;5] 圭 是 可 积 的 , 则 


| =- > 


上 于 


另外 , 如 果 袜 "f。 在 [a 妆 上 (点 坊 ) 收 战 于 让 a 5 上 一 
bd | - . LL : 


致 地 收 伍 于 某 个 连续 的 函数 , 则 
(3) 对 于 [9, 5] 内 的 所 有 都 有 


f(s)= Df). 时 


证 明 

“01) 如 果 每 个 f 都 是 连续 的 ， 则 每 个 户 十 … 十 思 也 是 连续 
的 ,而 了 是 序列 所 ,了 十; 下 十 所 十 拉 ，… 的 一 到 极限 所 以 接 定 理 
2 了 是 连续 的 ， 


《2) 因为 帮 六 十 六 记 十 天 十 让, 一致 地 收 笋 于 志 所 以 从 害 
理 1 推出 
+* S80.* 


(3) 每 个 国 数 六 十 十 大 是 可 徽 的 , 且 有 具有 导数 育 十 … 十 所 
而 按 假 设 玉 , 谎 十 袁 , 开征 诺 十 放 ，… 一 致 地 收 化 于 一 个 连续 国 数 ， 
从 而 由 定理 3 推出 - 


Fs) =lim[f Cs)+ ee +f 2)] 
| 


这 个 推论 此 刻 还 不 是 非常 有 用 的 ， 因 为 预言 序列 ,f+f 
下 十 天 十 fo,… 什 么 时 候 会 一 致 收 证 似乎 是 十 分 困难 的 。 保 证 这 种 
一 致 收敛 性 的 最 重要 的 条 件 由 下 述 定理 所 提供 ; 由 于 巧妙 地 选 出 
非常 简单 的 假设 , 化 访 证明 几乎 是 显然 的 . 
定理 4 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 M- 判 别 法 ) 设 全 ,} 是 一 个 定义 在 4 
上 的 函数 的 序列 , 又 设 {M,} 是 一 个 使 得 对 于 4 中 的 所 有 zx 都 有 
(fC EM, 


的 数列 ， 另 外 假定 SM 收敛， 则 对 于 4 中 的 每 个 + 级 数 


全 ,jz) 收 敏 (实际 上 它 绝对 收 敏 ), 且 这 Jf 在 4 上 一 数 地 收敛 于 
n=1 R=l 
冰 数 


f(2) = TY.). 
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证 明 根据 比较 判别 法 ， 对 于 4 中 的 所 有 # 级 数 之 -1 刀 (2)| 
收 敏 , 因此 三 "7.(z)( 绝 对 ) 收 化， 另外 , 对 于 人 4 中 的 所 有 < 我 们 有 


Ia 一 [让 (二 十 和 (DO1=| 和 foe) 


< 习 17Fs(z)] 


ey: 十 人 
< 全 1， 


n+ 


因为 21， 收 茂 ， 所 以 通过 将 福 选 得 充分 大便 可 以 使 数 > 到。 


n+l 
要 多 小 有 多 小 . 遇 
下 面 的 序列 他 。) 说 明了 魏 尔 斯 特 拉 斯 M- 判 别 法 的 一 个 简单 
的 应 用 ， 设 好 表示 和 由“* 到 最 邻近 的 整数 的 距离 (FCz)= 他) 的 图 
形 如 图 10 所 示 )， 现 在 定义 


f(r)= 1 To {LO}. 


转 10 
函数 户 和 疡 表示 在 图 11 中 (但 为 了 画图 简单 , 10 已 以 2 代 赫 ). 
这 个 函数 序列 这 样 定义 以 便 狐 尔 斯 特 拉 斯 M- 判别 法 可 自动 适用 ; 


显然 对 于 所 有 的 8 都 有 
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iO 一 +14x} 


全 


图 jl 
If, (0) Shs 


且 51/10" 收 化 ,于 是 了 if 一 致 收 钱 ， 因 为 每 个 f, 都 是 连续 


的 , 所 以 推论 蕴含 了 函数 


f= Bf) = D0 


也 连续 ， 图 12 中 给 出 了 最 初 和 的 几 个 部 分 和 下 十 fo 十 … 十 fs 的 图 
形 ， 随 着 的 增 大 , 图 形变 得 越 来 越 难 画 ， 且 即 同 下 边 的 定理 ( 主 
要 是 作为 一 个 有 趣 的 侧面 而 列 在 这 里 的 , 如 果 你 觉得 道路 太 艰 险 ， 


就 胱 过 它 去 不 读 ) 所 证 明 的 那样， 无 穷 和 三 7, 的 图 简直 庚 不 能 加 
定理 5 函数 
Fa)= 了 Ttlooa 


是 处 处 连续 却 没有 一 处 是 可 微 的 ! 
证 明 ”我 们 刚才 证 明了 了 是 连续 的 ， 这 是 证 明 中 公有 的 用 到 
一 致 收敛 性 的 部 分 ， 我 们 将 征明 对 于 任何 6 f 在 & 处 是 不 可 微 的 ， 
所 用 的 方法 是 显示 一 个 趋 于 0 的 特殊 序列 声 ,}, 对 于 此 序列 
tml + —f(a) 


境地 
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rn i 


AAA 
fy = 坊 [16z} 1 
作 信 作 八 


(全 
杀 12 


不 存在 ， 显 然 只 希 研究 满足 0<e<1 的 那些 数 a 就 是 够 了 ， 
根 定 a 的 十 进 小 数 表示 是 
=0.0000 
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那么 当 0m 二 4 或 9 时令 hs=10°”， 而 当 二 4 或 8 时 (关于 这 两 
个 例外 的 理由 不 久 即 会 明白 ), 令 = 一 10 ”这 时 
flath,) —f(o) 
hm 


< 1 {10"(at hn)} (100) 
之 永 士 10 


一 bp3 10"a[ {10"(a-F hn)) — {10"0} J]. 
这 个 无 穷 级 数 实际 上 是 一 个 有 限 和 ， 因 为 当 * 关 和 了 时, 10"h, 是 一 
个 整数 , 因此 
{10°(G+h)} — {10*0) =0, 
另 一 方面 , 对 于 2<m 我 们 可 写 出 
10"*a 一 整数 十 0.Gs p10n4 srta Gm* 
10"(g 十 wa) 二 束 数 十 0.G4 p10 esGass (gm 十 1 和 

(为 了 使 第 二 个 等 式 成 立 , 当 n= 二 9 村 我 们 必须 选择 各 = 一 10 全 
现在 假设 


1 
0.Gnv1dn 十 2 dm" 


则 我 们 也 有 


1 
[TR (gm 土 瑟 …… 天 本， 


(在 m=#+1 的 特殊 情况 下 ， 由 于 我 们 在 4。=4 时 选取 加 = 

一 10-", 所 以 第 二 个 不 等 式 是 成 立 的 )， 记 就 意味 着 
{10s(a 十 太 让 一 人 LO0*g = 土 10*-*», 

且 当 0.anniGersGsr3… 之 去 时 所 导出 的 恰 是 同一 个 等 式 ， 这 样 ,对 


于 RR< 析 我 们 有 
10m-3T {10"Ca+ bh.)} 一 {10"g}]= 二 土 1 
。 58 + 


换 名 话说 ， 
fa hm) —f (on 


th 


是 m 一 1 个 数 之 和 ， 共 中 的 每 个 数 是 士 1， 既 然 将 十 1 或 一 1 加 到 
一 个 数 上 便 使 它 由 阁 数 变 为 偶数 , 或 由 偶数 恋 汐 奇数 ， 所 以 im 一 1 
个 都 是 土 1 的 数 之 和 当 说 为 奇数 时 是 一 个 偶 整 数 ， 而 当 mw 为 偶数 
时 是 一 个 沉 整 数 . 轴 此 比值 

flathn)—f (a) 


的 序列 无 论 如 何不 可 能 收敛， 因为 它 是 一 个 交替 地 取 吞 数 和 情 数 
的 整数 序列 . 量 

除了 在 前 边 的 定理 中 所 起 的 作用 之 外 ， 瑙 尔 斯 特 拉 斯 M- 判 
别 法 是 分 析 具 有 良好 性 态 的 那些 函数 的 一 种 理想 工具 ， 我 们 将 特 
别 注意 形 如 


f(2)= Ta, (za)" 

m0 
的 那些 函数 , 这 类 羡 数 也 可 以 关于 了,(7) 二 qs.(w 一 9)" 用 等 式 
f(z)= f(r) 


来 描述 .这 桦 一 种 仅 依 赖 于 (x 一 q) 的 窟 的 函数 的 无 穷 和 ， 称 之 为 
中 心 在 4 处 的 大 级 数 ， 为 简单 起 见 , -我 们 通常 将 集中 考虑 中 心 在 
0 处 的 短 级 数 


f(T)= 三 mm 
一 组 特别 重要 的 短 级 数 是 形 如 
bd fo) _ 
和 nt 0 
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的 震级 数 ， 其 中 的 了 是 在 4 处 具有 一 切 防 导数 的 某 个 国 数 ; 这 个 
级 数 称 为 关于 了 在 4 处 的 秦 勒 级 数 ， 当 然 , 等 式 


”pny 
f= (人 一 ao 
不 一 定 成 立 , 仅 当 余 项 满足 limB。e(z) 一 0 时 上 式 才 成 立 . 


“我 们 已 经 知道 一 个 畦 级 数 auzn 不 一 定 对 于 所 用 都 是 收 
n=0 
敏 的 ， 例 如 客 级 数 
仅仅 对 于 jz| < 收 敏 , 而 得 级 数 
仅 对 于 一 1<z<1 收 敏 ， 甚 至 可 以 产生 一 个 仅仅 对 于 x 二 0 收敛 的 
震级 数 ， 例 如 , 需 级 数 


3 a 
并 一 + 守 一 季 十 [D2 


10 
给 亚 作 


对 于 z 关 0 不 收 敏 . 事实 上 , 比值 


+ 
tI (wt De 


对 任何 z 关 0 都 是 无 措 的 。 然 而 , 如 果 寡 级 数 全 J0sr* 对 于 某 个 加 


因 二 人 0 
考 0 收 敲 , 闭 么 对 于 |z| 二 1so| 关 于 该 级 数 之 90x" 可 说 的 就 会 更 
n=D 


多 ， 
定理 假定 级 数 . 
* F877 * 


f(xo) = Tas 


届 一 和 


收 笋 , 且 设 e 是 满 足 条 件 0<a<|zo| 的 任何 一 个 数 ， 则 级 教 
f(z)= Sanw" 


| 


在 F 一 所 上 一 臻 收敛 ( 且 绝对 收 敏 )， 另 外 , 同一 结论 对 于 级 才 
Hr)= 王 me 
也 是 对 的 。 最 后 ,对 于 一 切 讨 足 |?j<<|ze1 的 % 了 是 可 微 的 且 
f'(z)= Sins" 1, 


外 二 1 


证 明 因为 之 ,anz8 收 敏 , 所 以 项 wxs 趋 于 0， 因 此 它们 必定 


| 
是 有 界 的 ; 即 存在 某 个 数 型 使 得 对 于 所 有 的 由 
[ea 好 | 一 | es| -| 撩 于 
现在 如 果 多 在 [一 拓 的 内 , 则 上 | 委 14| ,因此 


laa” 一 | 人 | [| 
| | :1a"| 
=|6,]: |zol"- 2| (这 是 聪明 的 一 步 ) 
< 好 |2| 
wo 
而 1aiwol 二 1, 所 以 (几何 ) 级 数 
yl se 
Els| -三 | 


收 敏 . 选取 型 |sjzo| 作为 在 黎 尔 斯 特 拉 斯 M- 判别 法 中 的 型 。 便 
* Sap » 


推出 ,enw* 在 区 间 [ 一 9] 上 一 致 收敛 . 


为 了 对 于 gz)= wauzr-， 证 明 同样 的 论断 , 注意 到 


[aa 1 = lon|* {27!| 
nia | ion 
Jan! In 2| 
一 ol lxol 六 | 二 
Mal* 
| 
~TaT ”lz 
因为 azo | 过 1, 所 以 级 数 
Mal" No lol* 
和 wr 二 | =- 曾 三 "人 


ba Li 9 


收 化 (这 个 事实 已 在 第 二 十 二 章 中 作为 比率 判别 法 的 一 个 应 用 被 
证 明 过 )， 再 次 求助 于 魏 尔 斯 特 拉 斯 M- 判 别 法 证 明 本 nawe*! 在 


bk 
[一 oo] 上 一 致 收 化. 
最 后 , 我 们 的 推论 证 明 ， 首先 9 是 连续 的 ， 其 次 对 于 [一 a, 四 
内 的 “有 
f(s) gz)= Finore"t. 


转 吧 旦 
国 为 我 们 可 以 选取 满足 0<a< zol 的 任何 数 9， 所 以 这 个 结果 对 
于 满足 |z1 之 1xo| 的 所 有 ?2 均 成 立 . 


将 定理 6 用 于 无 穷 级 数 
了 一 oo i 2 [72 
32 这 二 兴 Sit 71t 
1 
sor lat 


当当 


er 一 1 十 委 十 红 十 各 十 


从 好 产生 所 期 望 的 结果 , 这 些 级 数 中 的 每 一 个 对 于 任何 x。 都 收 
敏 ,因此 定理 6 的 结果 对 任何 zx 都 是 适用 的 : 


sin' 《全 ) 一 二 -3 一. ' 二 cos 油 ， 


3 
心 08 1 (z)= 一 到 二 乞 一 竺 -+- … 一 — sinw, 


¢xp (2 一 1 十 路 十 路 -十 … 一 6XSC 信 户 


对 于 国 数 arctan 和 帮 z) 一 logtt 十 妨 ， 情 况 只 是 稍微 复杂 一 
些 。 因 为 级 数 
人 


arctan = 一 z 一 健全 二 


对 于 wo=1 收 敏 ,所 以 它 对 于 |z1< 工 也 收敛 ， Fle! 有 


arctan' (2)=1—2: 二 wt wt Ti. 


在 这 个 情况 下 , 级 数 磁 巧 对 z= 一 1 也 收 敏 ， 然 而 ， 关 于 导数 的 公 
式 对 于 w= 1 或 x= 一 1 是 不 正确 的 ;事实 上 级 数 
1 一 达 十 2 一 2 十 …… 
对 于 z=1 和 = 一 1 发散 ， 注 意 , 这 与 定理 6 并 不 矛盾 , 定理 6 证 
明 仅仅 对 于 |z|<1zo| 导 数 才 由 所 期 望 的 公式 给 出 . 
,因为 级 数 
_ 


人 
log (1 十 宁 一 ?一 写 十 生 T+ 


对 于 zo=1 收 羡 ， 以 对 于 181<1 也 收 钙 ,上 且 对 于 |z|<<1 有 


_ 3 
T=108’ {《 工 小儿 ) =1—w+t+e 2 二 


在 这 种 情况 下 , 原来 的 级 数 对 zw= 一 1 不 收 敏 ; 再 则 , 其 微分 后 的 级 
* 9 


数 对 于 z 一 工人 不 收 伍 ， 
适用 于 需 级 数 的 所 有 讨论 ， 在 导数 用 知 级 数 表 示 的 点 处 自动 
地 适用 于 它 的 导数 ， 如 果 


fx)= Siar 
二 放 


对 于 在 茶 个 区 间 ( 一 R, 加 内 的 一 切 % 都 收敛 ， 则 由 定理 6 可 推出 
对 于 (一 品 , 卫 ) 内 的 一 声 x 


f(y)= incase 1， 


=1 


再 次 应 用 定理 6 我 们 求 得 
"(7) = Sn Do", 
接着 用 归纳 法 我 们 求 得 
f(z)= > De nok 1) ou" 上 


这 样 , 由 一 个 在 某 个 区 间 ( 一 R, BR) 内 收敛 的 冠 级 数 定义 的 函数 ， 在 

该 区 间 内 自动 地 是 无 限 次 可 微 的 ， 另 外 , 前 面 的 等 式 瞳 含有 
fo(0) =ktas, 

因此 


人 


换 甸 话说 ， 一 个 收敛 的 中 心 在 0 处 的 第 级 数 总 是 它 所 定义 的 那个 


二 


和 


基于 这 种 愉快 的 回 蚌 ， 我 们 可 以 就 此 心安 理 得 地 结束 对 震级 
数 和 泰勒 级 数 的 研究 ， 然 而 , 仔细 证 估 我 们 的 处 境 , 就 会 县 露 出 一 
些 不 能 解 灾 的 事实 ， 
有 3 。 


ainz; cosz, 和 es 的 泰勒 级 数 都 是 那样 的 尽 如 人 党 ;它们 对 所 
有 zx 都 收 化, 且 对 所 有 > 都 能 逐 项 微分 ， 至 于 函数 做 z) 一 log(1 十 
;的 泰勒 级 数 , 就 有 点 令 人 不 大 满意 ， 因 为 它 仅 仅 对 于 一 1<<z 所 1 
是 收 化 的 , 但 这 个 缺陷 乃 是 知 级 数 的 基本 特征 的 一 个 必然 的 结果 . 
如 果 关 于 于 的 泰勒 级 数 对 于 |xo1>>1 的 任 一 zx 收效 ， 那 么 它 将 在 
区 间 ( 一 jzs|, lzo|) 上 收 艇 ， 且 它 所 定义 的 殉 数 在 这 个 区 间 上 将 是 
可 微 的 ， 从 而 也 是 连续 前 .但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 它 在 它 等 于 
log (1 十 2) 的 区 间 (一 1, 1) 上 是 无 界 的 . 

关于 arctans 的 泰勒 级 数 就 更 难 理解 了 一 一 似 平 没有 任何 惜 
口 来 拒绝 这 个 级 数 当 |x| 汪 1 有时 是 收 庵 的 ， 这 种 不 可 思议 的 性 质 
甚至 更 加 上 明显 地 由 一 个 无 限 次 可 微 的 仅 次 于 多 项 式 函 数 的 对 数 
用 z)=I1A1 二 2 显示 出 来 。 了 的 泰勒 多 项 式 由 


大 一 下 一 1 一 天 十 中 一 地 十 ce 一 … 


给 出 ，、 当 jz12>1 时 该 泰勒 级 数 一 点 也 不 收 人 误 ， 这 是 为 什么 呢 ? 究 
亮 是 什么 君 不 见 的 降 碍 阻挡 着 泰 蔓 级 数 使 之 不 能 延展 壕 1 和 一 1 
呢 ? 提出 这 种 阅 题 常常 是 令 人 难堪 的 ， 因 为 我 们 也 许 必 须 安 排 好 
一 个 净 冰 冰 的 回答 : 它 发 生 就 是 因为 它 发 生 了 一 一 事情 本 来 就 是 
这 个 样子 旷 ! 在 这 种 情况 下 有 一 种 解 生 ， 不 过 现在 就 给 出 这 种 解 
释 则 是 不 可 能 的 ; 虽然 问题 是 有 关 实 数 的 , 但 是 只 有 将 其 置 于 较 大 
的 范围 才能 得 到 理智 的 回答 ”所 以 在 第 二 十 六 章 中 完成 我 们 关于 
泰勒 级 数 的 讨论 之 前 , 有 必要 拿 出 两 章 的 篇 幅 致 力 于 全 新 的 材料 ， 


习 题 * 


1， 对 于 下 面 的 每 一 个 序列 秤 .}, 试 确定 他,} 在 指定 的 人 区间 土 的 点 坊 极 限 
{如果 它 存在 的 话 }), 并 判定 全。} 是 丕 一 融 地 收 谣 于 这 个 隙 数 : 
0 fF)=8 5,fE[0, 上 , 
=» S92 # 


_ 各 测 近 剖 
{iD fa(7) = 人 这 人 
在 [a,8] 上 ;及 在 R 上 . 
fiit) 所 (7) 一 所 ,在 (1,o0) 上 . 
Gv) 7)=e= 在 [一 1 上 


(v) fn(7) 一 一 一 在 BR 上. 
2 对 下 面 的 每 个 国 数 孙 出 其 在 0 处 的 察 勒 级 数 : 
(flr) = 0. 
《ii f(z)= bg (#—0), oA0. 
Gi DD)=- 汪 一 (1 一 和 局 (应 用 习题 十 九 ,6.》 


(iv) f(s)— rs 
(vy f(t)= arec sihz. 
3. 求 下 列 各 个 无 穷 和 . 
0i) 1 一 z 十 号 一 和 十 和 


人 iD 1 一 妇 十 王 一 虹 十 提示 : 1 一 Y 十 如 一 妇 二 是 什么 


i 
(iii) FFt + 对 |#] 二 1， 提示 ; 微分 ， 


: 1 1 1 1 : 
i 一 一 一 一 小 一 一 一 一 一 十 光 
人 :4d (参看 第 10 两.) 
“CD lrF+7 -+t 


4 设 当 z 夫 0 时 用 z) 一 2z 而 70) 一 1 试 求 fo(0)， 提示: 求 关于 了 
的 震级 数 ， 
5， 在 这 一 是 中 我 们 将 推导 二 项 式 级 数 
(+ -sr lz1<1 
虽然 我 们 将 用 到 在 习题 一 十 二 , 16 的 (4) 中 所 证 明 的 一 个 事实 一 一 级 
。593 。 


phe htt sir 一 :rr 岂 
rp -re 


下 (< a 对 于 [| <1 的 确 收 ， 但 却 无 需 那 个 题 中 的 全 部 结果 . 


bd | 


a) 
{b) 


6, (a 


hb 


(hb) 


《9) 


证 明 对 于 1z1<1 有 : (1 十 殷 产 (z) 一 az 
现在 证 明 性 何 满足 (a) 的 函数 了 都 对 于 某 个 常数 具有 形式 A(z) 
一 0(1 十 zz)", 并 应 攻 这 个 亡 实 建立 二 项 式 级 数 , 提示 : 研究 H(z)= 


x) 
《1 二 区 


根 定 所 ?) = 六 Youge 对 于 区 间 ( 一 下 瑟 内 的 一 切 z 都 收 敏 ， 且 


我 亚 站 
对 于 (一 尺 友 内 的 一 切 * 有 六?) 二 0. 证 明 每 一 个 4, 一，( 如 
时 你 记得 关于 ou 的 公式 , 这 是 容易 的 , ) 
眼 定 我 们 私 仅 知道 对 于 菜 个 满足 条 件 lim mm 一 0 的 序列 fa 


有 f(zn) 二 0, 证明 仍 有 每 个 as 一 0. 提示 ; 首先 证 明 1(0) =qo 一 0 
然后 证 明 所 (0 = 一 一 小 等 等 。 | 

这 个 结果 表明 , 如 果 当 xz0 时 所?) 一 ev gin1/%, 则 了 不 可 能 
写 为 一 个 乔 级 效 ， 它 还 表明 一 个 由 短 级 数 定义 的 印 数 不 可 能 对 
于 xs0 敬 于 堆 而 对 于 x>0 不 可 于 仪 一 因此 宏 级 烙 不 可 能 描 
述 一 个 直到 时 敌 1=0 一 直 保持 静止 执导 开始 运动 的 这 种 质点 


运动 ! 


假定 2)= Zee 和 9(z) 一 可 be" 寺 于 六 个 包含 0 的 区 阅 


=D 
内 的 所 有 收 钱 ， 且 对 于 某 个 收 铸 于 上 0 的 序列 世 ,} 有 天 tm) 一 
9 (ta)， 证 明 对 每 个 都 有 0 二 5， 特别 是 , 一个 函数 只 能 高 一 个 
中 心 在 0 处 的 和 级 数 表 未 式 


7， 证 明 :; 如 果 A(?)= 之 jasx* 是 一 个 个 函数 ， 则 对 奇 歼 有 0, 一 0。 而 


R= 


如 果 下 是 一 个 背 函 数 , 则 对 于 钢 数 共有 Go 一 避 
8 回想 一 下 芍 波 纳 奇 序列 16s} 定义 为 站 1 一 姐 一 1 Ga +1 = Gn 十 as -is 


{a) 
tb) 
* 594. 


证 明 dn 41/ Gr 2. 
说 


*10, 


11. 


f(s)= DS nr t= ltt 2 二 3 十 


和 =1 


试 应 用 比率 判别 法 证 明 当 jz| 一 二 时 及 *) 收敛 
《e) 证 明 如果]*|<1/2, 则 


ND Tei 


提示 ; 这 个 等 式 可 以 写 为 让 2) 一 #2) 一 x 人 7)=1 
(day 应 用 关于 1/ (wm* 十 x 一 了 ) 的 部 分 分 式 分 解 以 及 关于 1/ (z+ 一 吕 的 等 
级 数 求 关于 了 的 另 一 种 级 数 ， | 
Ce) 由 第 6 题 推 出 关于 了 所 得 到 的 两 个 短 级 数 必须 是 相同 的 。 用 这 
一 事实 证 明 
DE 
5 
证 明 半 于 也 #2) 二 jog (1 一共 的 歧 级 数 仅 仅 对 于 一 1 所 #<<1 政 敦 ， 而 美 
于 9(Y) 二 Jpg[(1 十 2)/ (1 一 2)] 的 各 级 数 仅 仅 对 于 (一 1, 二 内 的 > 是 收 
但 的 . 


站 + 一 


假定 之 a, 收 敌 , 则 我 们 已 经 知道 玫 #)== 之 ,az 对 于 0<a<1l 必定 


ne 人 t= 让 


其 至 可 以 在 点 一 1 上 不 收 雍 (例如 , 当 2)= iog (1 十 z) 时 就 是 如 此 ). 


不 过 ， 漂 亮 的 阿 贝尔 定理 证 明了 该 级 数 在 [0, 11 上 确实 一 致 收敛 ， 因 


此 ，f 在 [0,13 上 是 连续 的 , 特别 有 记 .0, 一 lim 令 ,ovz"， 注 意 到 扶 
及 二 各 


n=0 
馈 阿 内 东 引 理 { 习 题 二 十 一 ， 20)， 当 [en 十 十 gw | < 时 ， | enxzm 十 …… 
十 号 和 1 <; 试 撕 此 证 明 阿 贝尔 定理 。 


如 果 lim 之 ,ovzr 存在 , 则 序列 {ao} 称 为 阿 贝 尔 可 加 的 ; 第 10 是 证明 
R=0 


一 个 可 加 的 序列 必 是 阿 册 尔 可 加 的 ， 试 求 一 个 是 阿 风 尔 可 却 的 但 不 

是 可 加 揭 序 列 ， 

提示 : 检查 一 下 察 勒 级 数 的 一 览 表 ， 找 一 个 员 热 它 岂 表示 的 函数 在 1 
* 8395。 


i2, 


13, 


村 14, 


15, 


16. 


处 是 连续 的 , 但 它 却 在 1 处 不 收 就 的 泰勒 级 数 . 

在 定 召 3 中 我 们 仅仅 恨 定 了 1 六] 点 态 收 各 于 六 证 蝇 其 余 的 假设 保 

证 了 {实际 上 一 致 收 化 于 了 

(a) 很 定 《天 》 是 一 个 在 [o,51 上 有 界 ( 不 一 定 连续 } 的 函数 的 序列 , 它 
在 [9, 幻 上 一 致 地 收 雍 于 证 明了 在 fa 的 上 是 有 界 的 ， 

(b) 求 一 个 在 Te,5] 上 连续 的 函数 序列 , 它 点 收 辫 于 一 个 在 [e, 区 上 无 
界 的 函数 ， | 
假定 了 是 可 微 的 ， 证 明 孜 束 了 ' 是 一 个 连续 函数 的 序列 的 点 态 被 限 . 
《因为 我 们 已 经 知道 不 连续 的 导数 的 例子 ， 所 以 这 就 提供 了 连续 函数 

的 点 态 极 限 是 不 连续 的 另 一 鲜 子 . ) 

求 一 个 可 积 国 数 的 序列 { 六 }, 它 收 伊 于 (不 可 积 的 ) 国 数 广 在 有 理 点 
上 了 等 于 1 而 在 无 理 点 上 了 区 于 0， 提示: 每 个 所 除了 在 几 个 点 之 
外 都 等 于 0， . 

这 一 古 略 述 了 一 条 研究 积分 的 全 状 不 同 的 途径 : 因此 ， 应 用 有 关 以 前 
册 究 过 的 积分 的 任何 束 实 都 是 不 正当 的 ， 

(a) 设 s 是 一 个 在 [a, 到 上 的 阶梯 函数 ， 亦 即 对 于 [ae, 要 的 某 种 划分 


fw sis} 2 在 (tn 本 上 是 常数 ， 定 义 | 为 st(t 一 本 - 峭 
i=1 
其 中 st 是 s 在 (iis 1D 上 的 (常数 ) 值 ， 证 明 这 个 定义 不 依 靖 于 
划分 1， wi #.}-. 
(b) 如 条 国 数 了 是 一 个 在 [a, 5] 上 的 阶梯 函数 的 序列 {sa) 的 一 致 极 
限 , 则 称 它 为 [a, 如 上 的 一 个 规则 函数 ， 证 明 在 这 种 情况 下 , 对 于 


任意 e>>0 存在 某 个 叉 , 使 得 当 标 , n>>N 时 对 于 [a, 再 内 的 一 切 
江 我 们 性 有 |sn(z) 一 anfY)|<<e， 


《o) 证 因数 列 | 。。 将 是 一 个 柯 西 序列 . 


(4) 假定 tt 是 一 至 地 收 茂 于 了 的 另 一 个 在 [we, 妇 上 的 阶梯 函数 的 序 
列 ， 证 角 对 于 性 党 e>0, 个 在 这 样 的 , 使 得 当 m>> 交 时 对 于 fa， 
机 中 的 一 切 * 我 们 都 有 | ss(2) 一 上 (让 <e. 


We) 推断 Hm .es 一 limf 各， 这 意味 着 我 们 可 以 定 六 | 7 为 关于 任 
音 一 个 一 致 收 北 于 /的 阶梯 函数 序列 {s} 的 Him | so。 剩 下 的 了 


+ 


*17. 


.1) LO A 


是 仅仅 是 : 哪些 函数 是 规 期 的 ? 这 赎 是 一 部 分 同 答 。 “3 

*(f) 证 朋 连 续 函 数 是 规则 的 ， 
提示 ; 为 了 求 得 一 个 在 Eo, 上 的 阶梯 函数 # 使 之 对 于 [a,， 林内 
的 一 切 * 消 足 | 用 2) 一 a(z)|<s, 研究 在 La, 如 上 存在 送料 一 个 阶 
梯 函 数 的 所 有 的 y. . 

求 一 个 在 [0, 1] 上 一 致 地 到 近 玫 的 序列 {s}， 对 于 它 limtf 在 [0,1 


上 之 长 度 ) 关 了 在 [0,1] 上 之 长 座 . 《长 度 已 在 习题 十 五 , 32 中 定义 过， 
但 其 最 葵 单 的 例子 将 涉及 其 图 象 的 长 度 是 明显 的 那些 洱 数 ,) 


选 题 解 管 

D0 

1,0<<z 人 el, 
{4} 不 一 致 收 合 于 大 

(iii) Jz)—limf,(s) 二 0 {因为 对 于 #1 有 lims* 一 oo). 序 到 {jf,} 
不 一 臻 收 北 于 万 事实 上 ， 对 于 和 任何 一 个 # 而 盲 ， 当 忆 充分 夫 了 时 
J,(7) 都 有 很 大 的 值 , 

(vy fr) =limf.(s) 0, 县 闲 为 对 于 所 有 有 |(7)| 志 17s, 所 以 
{fs} 一 致 收 鳄 于 i 


1 
(iii) pA 人 了 


1 
【一 1) 人 ( 2 
(tv) 三 RR 


2 中 十 1 


(i) os 


{2) 各 时 
f9) -区 一 熙 十 区 一 |ej<1 
则 
# F978 


4 因为 


ER 
了 (2) 一 2 一 王 十 可 


一 pg (1+2, [zi 一 1 
所 以 对 于 |z| 三 我 们 有 
Jz)= 0 二 2 og (1 十 从 一 (1 中) 十 6， 4 为 某 个 常数 ， 因 为 
0) 二 0, 所 以 c 二 4 因此 对 于 1z| 二 1 应 有 
Fz)= (1+2) og (1+2) —«. 


加 (—1}"g2n+l 
5 一 二 Cnt 7 


所 以 我 们 有 


(— Dr 
fs)= 二 全 党 {28 十 131 


{注意 到 对 x 一 0 共 右 边 是 D). 因此 


S98Pe 


《一 TD 
/nT ， 


0, 天 为 奇数 。 


第 二 十 四 章 复 数 


除了 上 一 章 的 最 后 几 眉 以 外 ， 本 书 对 实数 曾 作 过 不 岁 的 宣传 . 
但 是 ， 实数 的 确 具 有 很 大 的 缺陷 一 一 并 非 答 一 多 项 式 函 数 都 具有 
(实数 ) 根 ， 最 简单 又 最 著名 的 例子 是 没有 一 个 ( 实 ) 数 x 能 够 满足 
和 十 I=0 这 一 事实 ， 这 个 缺陷 是 如 此 严 重 , 以 臻 很 早 以 前 数学 家 
们 就 感到 有 必要 “发 明 " 一 个 具有 性 质 这 十 1=0 的 "“ 数 "i， 长 期 以 
来 “ 数 "i 的 身份 一 直 是 十 分 神秘 的 ， 芍 然 没 有 满足 x? 二 1=0 的 
数 z 那么 说 * 令 i 是 满足 有 十 1=0 的 数 ” 自 然 是 之 无 意义 的 .不 
过 , “虚数 ”i 加 入 数 族 的 结果 ， 似 乎 大 大 地 简化 了 许多 代数 运算 ， 
特别 是 当 “复数 "aa 十 BiKe 和 5 为 实数 ) 被 承认 ， 且 当 第 一 章 中 所 曾 
举 的 全 部 算术 运算 的 定律 假定 是 成 立 的 时 候 ， 例 如 ， 每 一 个 二 次 
方程 . 

3 十 jz 十 ec=0 《9 二 0) 
可 以 用 公式 求解 ,给 出 
j= bt 一 4a5 或 二 4 
如 果 咏 一 4ac 关 0, 这 些 公式 给 出 真正 的 解 ; 当 复数 被 承认 时 , 这 些 
公式 似乎 在 任何 情况 下 都 是 有 意义 的 。 例如， 方程 
02 十 xz 十 1=0 

设 有 实 根 , 因为 对 于 所 有 z 而 言 , 有 


x? +z+l=(z+ 二 ) + 了 >0. 
但 是 关于 二 次 方程 的 根 的 公式 则 提供 了 “和 解 * 
= 一 和 一 1 一 必 一 5 


如 果 我 们 把 二 5 理解 为 表示 3 一行 = 3 一 = 3t, 则 
这 些 数 将 是 : 
-二 上 和 -i 
不 蕉 验证 这 些 至 今 还 绝 秆 是 形式 上 的 数 的 确 注 尽 方程 
| 二 l=0。 

甚至 那些 其 系数 本 身 就 是 复 数 的 二 次 方程 也 是 可 以 "和解" 的 . 例 
”如 ,方程 

: rr 二 1+i=0 
应 该 共有 解 


帝王 一 一 -一 一 一 一 一 


一 1 士 w/1 = 二 0+9 = 一 一 sa 


和 个 关 平方 3—4i 的 复数 g++ 所 
了 有 
(ot Pi? =0: —p’+2aPi=—3—4i, 
我 们 必须 有 
co 一 用:=- 一 3 
2u 有 = 一 4， 
这 两 个 方程 能 够 容易 地 就 实数 汪 和 及 解 出 ; 事实 上 ， 存 两 组 可 能 
的 解 : 
«=1, .B=—2. 
和 
= 一], B=2. 
这 样 , 一 3 一 上 的 两 个 "平方根" 是 1 一 2 和 一 1 十 2 没有 适当 的 
方法 来 确定 适 两 者 中 的 哪 一 个 应 被 称 为 一 3 一 44, 哪 一 个 应 被 称 
为 一 /一 3 一 生 ， 了 的 习 避 用 法 仅仅 对 于 实 的 zz0 才 有 意义 ， 


在 这 种 情况 下 MM = 表示 ( 实 的 ) 非 负 根 . 鉴于 这 种 理由 , 解 
* 0 二 


六 江 


-1 圭一 3 一 生 
2 
必须 被 理解 为 关于 


2 二 二 其中 是- 3 一 在 的 平方 根 之 一 


的 一 个 省 略 的 写 靶 ， 接 照 这 种 理解 ， 我 们 得 到 解 
二 1 二 1 一 3 
一 


一 一 


= lt 


正如 你 能 够 容易 地 加 以 验证 的 那样 , 这 些 数 的 询 提 供 了 方程 
2 十 人 十 1 十 二 0 
的 形式 解 , 
对 于 三 次 方程 而 言 ， 复 数 同样 是 有 用 的 ， 正 如 我 们 已 知道 的 
那样 ,每 一 个 具有 实 系 数 a,5, c,d 的 三 次 方程 
十 (a@40) 
都 具有 一 个 实 根 % 如 果 我 们 用 z 一 «去除 ax? 十 Bx? 十 ez 十 出 我们 
便 得 到 一 个 二 次 多 项 式 , 该 二 次 多 项 式 的 根 是 szz- 二 bo 十 cz 十 d 的 
另外 一 些 根 ; 这 个 二 次 多 项 式 的 根 可 以 是 复数 ， 因 此 , 一 个 三 次 方 
各 或 者 其 有 三 个 实 根 ,或 者 具有 一 个 实 根 和 两 个 复 根 , 实 根 的 存在 
性 是 由 每 个 奇数 次 方程 都 具有 实 根 的 定理 所 保证 ， 但 实际 上 不 必 
求助 于 这 个 定理 (在 系数 为 复数 的 情况 下 它 全 热 没 有 用 处 ); 在 三 
次 方程 的 情形 下 ， 我 们 赁 异 充分 的 陪 明 才智 可 以 实际 找到 一 个 求 
所 有 根 的 公式 ， 下 面 的 推导 所 以 被 所 出， 不 只 是 作为 早期 数学 家 
发 其 才能 的 一 个 有 趣 的 例证 , 而 且 是 作为 复数 (不 管 它们 可 能 是 什 
么 ) 之 重阳 性 的 更 进一步 的 证 据 ， 
为 了 解 最 一 般 的 三 次 方程 ， 显 然 只 需 朋 究 形 如 
wha er+tad=0 
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hr eke ee ie ee me ere i 


EE 


的 方程 就 是 够 了 ， 异 助 于 一 个 相当 简单 的 处 置 还 可 以 消去 共 中 合 
有 x* 的 项 ， 如 果 我 们 令 


则 
天 
w= —by’ + 和 


3 3 eo_ 
2 =¥ -2 
所 以 
0= 炬 十 bx? 十 ex 千 


=(” —by + 人 9 一 后 )+ (6y | 


es +a 


-人 


其 右边 现在 不 包含 六 的 项 ， 如 果 我 们 能 解 此 关于 # 的 方程 , 我 们 
便 能 求 出 : 2; 这 表明 先 研 究 形 录 


pry=D 


的 方程 就 行 了 ， 在 P=0 的 转 殊 情况 下 , 我 们 得 到 方程 吧 一 一 和 .以 
后 我 们 将 看 到 每 个 复数 确实 有 立方 根 , 且 实际 上 有 三 个 , 所 以 这 个 
方程 有 三 个 解 ， 另 一 方面 , 了 二 0 的 情形 则 需要 一 个 才 分 巧妙 的 步 


绝 . 设 
+0). 


0=m+ps+g=(w -元 ) +2(w -者 )+g 


* GEO * 


=w—t = 
(*) w= (w 有 


则 


swp wp 


Dp 
3w + gw 2747 3 二 4 


一 包 一 3w 


TI 十 PW 一 


一 名 Et. 


这 个 方程 可 以 被 写 为 
270w3)?+279(w) 一 名 一 0 
这 是 关于 w* 的 一 个 二 次 方程 GD， 
因此 


8 二 279 主 VC27) gd*27p 
= /LP 
= 一 志士 + 
要 记性 这 实际 上 意味 着 : 


加 一 一 全 十 rm 其 中 了 是 红 十 名 各 的 平方 根 ， 
所 以 我 们 可 以 写 出 


这 个 等 式 意思 是 ww 是 一 名 十? 的 某 个 立方 根 ， 而 其 中 的 是 


分 十 切 的 某 个 平方 根 。 关 于 迪 多 许 有 六 种 可 能 性 ， 但 当 其 被 代 人 
《+ 时 恒 得 : 


V+ 1 


结果 只 会 得 出 三 个 不 同 的 2 值 ， 当 我 们 研究 一 个 其 根 企 部 足 实 数 
的 三 次 方程 时 , 这 个 解 的 更 令 人 吃惊 的 特征 就 显 震 出 来 了 ;上 面 所 
推导 出 的 公式 仍然 可 能 本 质 上 涉及 到 复数 ， 例 如 ， 


+ 和 人 了 


由 一 -5 人 一 生 一 个 
的 根 是 4 一 2 十 ww 3, 和 一 2 一 /3， 另 一 方面 ， 上 面 所 导出 的 公 
式 (这 时 ?= -15,9= 一 力作 为 一 个 解 则 给 出 


一 15 
= 
+ “VY2+MVA—125 3. 必 2 十 /4 一 125 
9 万 15 
一 2+I13 十 3 Ep 
《2 十 让 3 一 28 十 3.2 和 1 十 SS. 2 详 十 说 
一 8 十 121 一 和 一; 
二 2 十 11% 
所 以 2 十 i 是 2 十 115; 的 一 个 立方 根 ， 于 是 ， 作 为 方程 的 一 个 解 我 
们 有 | 
_»1.:, 15 
3 一 2 十 证 
orit 15 6 一 3 
一 2 十? 十 6 二 于 "于 
90 一 454 
36 十 9 


二 2 十 十 


=4(! ). 

如 果 2 十 11i 的 其他 立方 根 是 已 知 的 ， 那 么 共 他 的 根 也 可 以 求 出 
来 ， 甚 到 这 些 实 根 之 一 也 是 由 一 个 依赖 于 复数 的 表示 式 来 求 出 这 
一 事实 是 令 人 难忘 的 ， 它 足以 暗示 复数 的 使 用 不 会 是 缉 入 的 无 稳 
之 谈 ， 实 际 上 ， 关 于 二 次 及 三 次 方程 的 求解 公式 完全 可 以 按 实 数 
米 加 以 解 套 . 

假定 我 们 暂且 同意 将 全 部 复数 写 为 a 十 bi， 将 实数 a 写 为 
4 十 0i， 而 将 数 写 为 0 十 i， 通常 的 算术 定律 及 关系 式 放 二 一 1 
征明; 
+ E04 + 


{tab +(etai)= (Ct0)+ B+ODi 
{atbi}y:(ctai) = Coc—68d) + (adt oc) ti. 
(1+22): (3 二 +1i) =1+7: 
这 样 的 等 式 可 以 简单 地 看 作 是 两 个 等 式 
1.3 一 2.1=1， 
1:1+2:3=7, 
的 一 种 缩写 实 系 数 二 次 方程 sr? 十 62 十 ce=0 的 解 可 以 作 如 下 
解释 : 
全 2 一 着 一 世 一 4 
和 如果 YY 二 0, 
( 即 , 如 果 (4 十 9 让 ?一 B? —4dac), 
了 了 一 五 十 2 人 AN —P+u 加 
网 a( 2a ) -( 公 | 2 |+e=0, 
一 瑟 十 吊 各 | 
d=)(2)] ol]-0 
《 即 ， W(t) 上 (一 证 ee 二 c=0). 


要 验证 这 个 没有 写 一 个 和 i” 的 关于 实数 的 论断 并 非 是 十 分 困 
难 的 , 但 陈述 自身 的 复杂 性 就 应 能 使 你 承认 : 关于 复数 的 等 式 作为 
关于 实数 的 一 对 等 式 的 缩写 是 慎 得 采取 的 ，( 如 果 你 还 不 承认 ,无 
妨 试 一 试 去 解释 三 次 方程 的 解 ，) 然 而 , 如 果 我 们 果真 打算 一 贯 地 
使 用 复数 的 话 ， 提 出 某 些 适当 的 定义 则 是 必要 的 ， 

一 种 可 能 性 已 瞳 售 于 上 述 惑 个 讨论 中 ， 和 偶数 4 十 Bi 的 所 有 数 
学 性 质 完全 由 实数 a 和 65 确定 } 任何 具有 这 种 相同 性 质 的 数学 对 
党 都 可 以 合理 地 用 来 定义 复数 .明显 的 候选 者 是 有 上 序 的 实数 侦 
(%,5), 我 们 将 把 复数 定义 为 一 个 实数 偶 ， 并 同样 定义 复数 的 加 法 
和 乘法 ， 


» 0。 
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定义 


复数 是 一 个 有 序 的 实数 个 ; 如 果 z 二 (9,5) 是 一 个 复数 ， 
则 称 a 为 的 实 部 , 而 称 5 为 : 的 虚 部 ， 所 有 复数 的 集合 
被 记 为 C， 设 (a,5) 和 (e, 人 0) 是 两 个 复数 , 我们 定义 
Ce, 6)+ (6 d= (ate, bia) 
{a,b) Ce,d) =ac—b:d, qd+b:c). 
《在 左边 出 现 的 十 和 :是正 被 定义 的 新 符号 , 而 出 现在 右边 
的 十 和 则 是 大 家 部 知 的 关于 实数 的 加 法 和 冬 法 . ) 


当 复 数 初 被 引入 时 , 以 为 实数 当然 都 是 复数 ; 从 如 果 当 真 根据 
我 们 的 定义 , 则 这 是 不 对 的 一 一 一 个 实数 毕 觉 不 是 一 个 实数 偶 . 然 
而 , 这 个 困难 内 是 一 个 小 小 的 麻烦 ， 福 意 到 

Co 0)+ (08,0)= (Cat+8,0+0={at+b, 0)， 

(0, 0) (5,0)= (98—0.0, 9:0+0:8) = (9.5, 0); 

这 表明 形 如 to, 0) 的 复数 关于 复数 的 加 法 和 乘法 其 “举止 "恰好 和 
实数 关于 它们 特有 的 加 甘 和 乘法 是 一 样 的 ， 为 北 , 我 们 将 沿用 把 
(9,0) 简 单 地 记 为 a 的 惯例 ， 加 果 再 作 一 个 定义 , 那么 关于 复数 的 
朗 知 的 a 十 太 表示 法 便 可 以 重新 使 用 ， 

定义 


i=(0,1). 


注意 这 二 (0, 1). (0,1)=( 一 1,0) 二 一 1( 晤 后 的 等 号 是 按 我 
们 的 签 例 写 的 )， 另 外 , . 
(9,b) = (0, 0) + (0, 5) 
= (a, 0)+ (Bb, 0). 00, 1) 
. 二 G+0i. 
你 可 能 会 觉得 我 们 的 定义 弛 粹 是 为 了 将 复数 定义 为 < 形 如 
4 十 吕 的 式 子 "所 做 的 一 种 精心 的 设计 . 送 本 质 上 是 不 错 的 ; 将 新 的 


+ O06 » 


事物 必须 定义 为 某 种 特定 的 东西 , 而 不 定义 为 “ 式 子 ”是 近代 数 举 
的 一 个 既定 的 成 见 . 不 过 , 值得 注意 的 是 直到 近代 的 定义 呆 提 出 为 
止 ;数学 家 们 对 干 使 用 复数 一 直 是 提心吊胆 的 ， 此 外 , 读 严 格 的 定 
久 突 出 了 一 个 重要 的 观点 , 在 引进 复数 时 , 我 们 的 目的 在 于 避免 去 
解释 关于 复数 的 种 种 借 其 实 部 和 庶 部 表述 的 说 靶 的 必要 人 性 . 这 训 
意味 着 我 们 希望 能 以 处 理 有 理 数 或 实数 的 同一 方式 去 处 理 复 歼 . 


例如 , 三 次 方程 的 解法 需要 写 出 * 一 光一 号 ， 所 以 我 们 必须 知道 
总 是 有 意义 的 ， 另 外 , w* 是 道 过 解 一 个 二 次 方程 求 得 的 ， 这 就 需 


要 许多 其 他 的 代数 运算 , 简单 地 说 , 我 位 矿 片 迟早 会 用 到 普 对 实数 
施行 过 的 任何 一 种 运算 ， 我 们 当然 不 想 每 回 都 中 目下 来 去 证 明 每 
一 步 是 正确 的 ， 幸 而 这 是 不 必要 的 ， 因 为 施行 子 实数 的 种 种 代数 
运算 都 可 借助 于 第 一 章 中 列举 的 各 性 质证 明 是 正确 和 的， 所 以 只 需 
验证 这 些 性 质 对 于 复数 也 是 正确 的 就 行 了 ， 在 纺 大 多 数 情 况 下 这 
是 十 分 容易 的 ， 且 这 些 事 实 不 再 被 作为 正式 定理 一 一 列举 . 例如， 
P1( 性 质 1 ) 的 证 明 ， 
[es 有 二 《ec 的 了 十 《太一 (十 [fc ) +e, 1 

只 需要 应 用 关于 复数 的 加 法 的 定义 ， 其 左边 变 为 

{[at el]t+e, [Ld +a]+f), 
而 其 右边 变 为 

(atLe rel,d+[Lat+f)); 
由 于 P1 对 于 实数 是 正确 的 , 所 以 .上 边 的 两 个 (复数 ) 是 相等 的 ， 验 
证 P2 一 P7 以 及 P9 是 一 个 好 主意 .我 们 指出 , 在 ?2 和 P6 中 起 0 
和 1 的 作用 的 复数 分 别 是 (0,0) 和 (1, 0， 想象 出 一 (oa, 想 是 什么 
是 不 难 的 ,但 在 P8 中 要 求 的 关于 (a,5) 的 乘法 逆 ( 元 崇 ) 则 是 稍 需 
一 些 技巧 的 、 如 果 (a, 拉 (0,0), 则 避 十 B* 帮 0 且 

“607 。 


(wz gr ,= (1, 0). 
这 个 事实 能 由 瑞 种 汶 法 推出 。 汶 求 出 适合 等 式 
C6) (8, =(1,0) 
的 (zw 四 ,只 要 解 方 程 组 
oxr—by=1, 
r+ ay=0 
就 行 了 ， 其 解 是 z=a/ (to 十 7),g 二 一 65/9 十 BF)， 象 下 面 那样 
去 推理 也 是 可 以 的 : 如 果 17(q 十 5 让 意 昧 着 任何 东西 的 话 , 那么 
1 1 abi_ ae—bs 


= 


就 应 当 是 正确 的 ， 弟 元 素 的 存在 性 一 旦 确实 被 证 明 ( 在 以 某 种 方 
式 推出 逆 元 素 之 后 )， 上 述 这 种 运算 就 确实 是 可 行 的 :在 实际 寻求 
一 个 复数 的 逆 元 素 时 ， 它 是 最 容易 记 住 的 一 个 方法 一 一 我 们 曾 用 
素 计 外 


_ 90—45: 
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的 治 籽 就 是 这 个 技巧 . 

和 PP1 一 P9 不 同 , 没有 类 似 P10 一 P12 的 法 则 ;容易 证 明 不 存 
在 使 P10 一 P12 对 一 切 复数 都 能 袜 足 的 复数 集合 已 事实 上， 如 
果 存 在 的 话 ， 那 么 王 必 须 包 含 1 (因为 1= 王 ) 以 及 一 1 因为 一 
= 六 )， 但 这 将 与 P10 相 了 矛盾， 在 没有 P10 一 P12 的 情况 下 将 不 会 
有 什么 不 孝 的 结果 ， 但 它 意 味 着 对 于 复数 z 和 加 我 们 不 可 能 定义 
z<w， 另 外 ,你 也 许 记 得 ， 尘 于 实数 而 言 ，P10 一 P12 曾 用 来 环 明 
过 1T+1 才 9。， 替 好 , 关于 复数 的 相应 事实 能 简化 为 :显然 

(1 全 十 (0 去 (0,0)， 
+ 608 > 


虽然 我 们 道 常 将 把 复数 写成 4+5i 的 形式 ， 但 是 记 住 全 部 复 
数 的 集合 C 正好 就是 所 有 实数 但 的 集合 仍 是 很 值得 的 ， 很 早 以 前 
这 个 集合 就 当做 平面 一 样 看 待 ,并 因此 常常 称 平面 为 “ 复 平面 "由 
所 有 点 (o, 0)( 共 中 a 属于 及 ) 组 成 的 水 平 轴 常 常 称 为 实 轴 , 而 直立 
轴 则 称 为 虚 轴 ， 两 个 重要 的 定义 也 涉及 到 这 一 几何 图 形 . 

定义 . 


设 z=x 十 沼 是 一 个 复数 (x 和 站 均 为 实数 ), 则 > 的 共 
疾 王 定义 为 
=Y— fy, 
而 # 的 绝对 值 或 横 |*| 定 义 为 
|j 一 VZ 二 多 
(注意 到 好 十 扩 芝 0, 所 以 VW 十 严 是 完全 确定 的 它 表 示 
十 六 的 非 负 实 平方 根 . ) 


俱 上 几何 上 看 ,，z 不 过 是 2 关 
于 实 畏 的 反射 ， 而 13 则 是 由 # 
到 00,0) 的 距离 (图 1). 注意 到 关 
也 复数 的 绝对 值 的 记号 和 关于 实 
数 的 是 一 致 的 ， 两 个 复数 * 和 包 
之 间 的 距离 可 以 十 分 容易 地 定义 
为 1# 一 w|。 下边 的 定理 列举 了 共 罗 和 绝对 值 的 所 有 重要 性 质 , 
定理 1 设 : 和 是 复数 , 则 
C1) $=2, 
(2) z= 当 且 仪 当 z 是 实数 ( 即 对 于 某 实 数 s 具有 形 
式 9 十 0 让 时 成 立 ， 
(3) 2 十 密 二 3 十 福 ， 
(4) 一 5 一 一 (5)。 
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(5》 8: 如 二 到: 遍 . 

(6) #1 二 (z)-1, 如 果 3 二 0 
(7) |z|? =2.3. 

(8) |2* 记 | 一 | | 1w]l, 

《9) 13 十 名 | 委 12| 十 加 |， 

证 明 断 土 (1) 和 和 (2) 是 明显 的 ， 等 式 (3) 和 (5) 则 可 以 用 直接 
的 计算 加 以 验证 ， 到 二 (4 和 (6) 则 可 以 弄 助 于 -- 种 技巧 证 明 
如 下 : 

0= 0 一 z 十 (二 =3 十 一 z， 所 以 一 #= 一 (3)， 

1=1 一 #9) 一 z+:#7， 所 以 ZT= (#2)-!， 
等 式 (7) 和 (8) 也 可 以 通过 直接 计算 去 证 明 。 所 以 定理 中 唯一 困难 
的 部 分 就 只 有 (9)、 这 个 不 等 式 实际 上 已 经 出 现 过 (习题 四 , 8), 不 
过 其 证 明 将 用 稍微 不 同 的 术语 在 这 里 重复 一 次 ， 

当 s=0 或 w=0 了 时 ，(9) 中 的 等 号 显然 是 成 立 的 ， 同 时 不 难 
硼 出 , 对 任何 实数 4 而 言 当 = 时 (9) 也 是 正确 的 (分 别 研究 
>0 和 4<0 的 情形 )}， 另 一 方面 , 假定 对 于 任何 实数 4,z 丰 Aw, 县 
2 天 0 则 对 于 一 切实 数 和 应 有 

(*) 0<13 一 1 上 一 (z 一 No 二 

= {2— Mw): (2— AT) 

二 8 十 起 负 而 一 A4(wz 十 a 宙 ) 

= |w :+|s|: —ACwz+ 0). 
注意 到 tpz 十 5 硬是 一 个 实数 , 因为 

训 3 二 20 一 说 2 -3 一 证 4 十 0 二 WW 十 6. 
因此 (*) 的 右边 是 4 的 一 个 实 系数 的 且 无 实 和 禄 的 二 次 多 项 式 ; 所 以 
虑 判别 式 必 是 负 的 .于 是 有 
《205 十 5 省) 2 — dlwl?- 1a) <0; 
汝 为 wz 二 十 和 |w|.1#x| 都 是 实数 , 且 |wl.1z1 半 0, 从 而 推 得 
"S10 * 


wat+ 大雪 2 如 | .3 
从 这 个 不 等 式 推出 
|z 十 如 时 一 (十 如 (入 十 三 ) 
一 | 名 | 2 十 | 名 | 十 (他 十 5) 
< 和 十 | 如 性 十 2 入 上 | 
一 (|z| 十 | 好 站 2， 
这 昔 含 着 
[z+w| 志 |z| 十 |w!. 目 
复数 的 加 法 和 苹 法 运算 都 有 年 要 的 几何 解释 ， 关 于 如 法 的 图 
形 是 非常 简单 的 (图 2)， 两 个 复数 5 一 
(5,58) 和 也 一 (c, 四， 决定 一 个 以 由 (0， 
0) 到 = 的 线段 和 以 四 (站 到 包 的 线段 
为 其 两 (分) 边 的 平行 四 边 形 ;该 平行 四 
边 形 的 对 着 (0，0) 的 那个 顶点 即 是 x 十 
{这 个 几何 事实 的 证 明 留 给 读者 去 完 
成 )， 


冬 法 的 解释 更 复杂 一 些 ， 如 果 z=0 或 好 =0， 则 2 一 0 可 
以 给 出 一 个 简短 的 计算 证 明 ， 和 但 苏 至 连 这 点 也 是 不 必 相 的 一 一 读 
断言 已 被 开明 为 Pi 一 P9 的 当然 结果 ), 因此 我 们 可 以 将 我 们 的 注 
意 力 限于 非 零 的 复数 ， 我 们 从 将 每 一 非 零 复数 写成 一 种 特殊 的 形 
式 开始 . 
对 于 任 一 复数 s 二 0 我 们 可 和 写 
5 一 |z|-= 


EN 


在 这 个 表示 式 中 , 1#| 是 一 个 正 实数 ， 而 


二 G1ls 


所 以 zi131 是 一 个 绝对 值 为 1 的 复数 ， 既 然 尾 何 满足 条 件 1 一 [ea 
= 说 十 扩 的 复数 s=-z 十 动 都 可 关于 某 个 数 8 写 为 如 下 形式 : 
d= (cos0, sing) 一 os 日 十 了 im 站， 

因此 每 一 个 非 堆 的 复数 = 都 可 以 关于 某 个 >>>0 和 基 个 数 4 写 
”为 

2=r{(co0s8 ising). 
数 ? 是 唯一 的 ( 它 等 于 1z|), 但 8 不 是 唯一 的 ;如 果 bo 是 一 个 可 能 
的 值 , 划 其 他 的 便 是 妈 十 2%xr， 埃 在 艺 内 (为 任 一 整数 ) 一 一 这 些 数 
中 的 任何 一 个 都 称 为 z 的 幅 前 ， 图 3 显示 


出 以 ?和 8 表示 的 #. (为 了 求 出 关于 z= 长 + z 
+ 十 iy 的 一 个 幅 角 9， 我 们 注意 到 等 式 
Tiy=#=|al(cos 0 ising) 具 强度 的 表 
意味 着 
w= |z|cos0, 图 3 
y= |2|sing. 


如 虹 # 短 0, 我 们 便 可 取 9==arctan (xz), 测 如 果 =0 那么 当 y>>0 
时 我 们 可 取 6=x/2, 而 当 #<0 时 可 取 6=3x/2，) 
现在 , 两 个 非 零 复数 
»=r(c00 ising), 
WD=6{0c03 ++ $ein) 
的 乘积 是 
x'tWW=73(c0s0+ tsinO) (eos tsing) 
=78[(cosdeos p— sindsing) 
+itsindcosB + cosdsin®)] 
一 Y3SLcos{B 十 办) 十 二 sin (O 二 四) ]. 
庆 此 , 莱 积 的 绝对 值 是 因子 绝对 值 的 乘积 , 而 一 个 因子 的 任何 幅 角 


与 另 … 因 于 的 任 一 幅 角 之 和 将 是 关于 乘积 的 一 个 幅 角 。 对 于 一 个 
* 6J2 ， 


非 零 的 复数 
z=*+{oo0s0 -isin0) 
而 言 ,现在 容易 用 归纳 法 证 明 下 边 的 非常 重要 的 公式 (有 了 时 称 之 为 
棣 莫 弗 定理 ); 
as* 二 |z|"(cosnd + dainmd) 
(9 为 :的 任 一 幅 角 ). 
这 个 公式 将 s+ 叙述 得 如 此 明白 ,以致 不 难 正 定 何 时 有 2 一世: 
定理 2 每 个 非 零 的 复数 答 好 有 ?个 复数 # 次 根 ， 说 得 更 本 
切 一 些 , 对 于 任何 一 个 复数 妈 季 0 以 及 任 一 自然 数 1%， 正好 存在 s 
个 不 同 的 复数 z 满足 各 一切 
证 明 设 基 于 #=|wi 和 某 数 上 有 
Ws(eosg+ ising), 
则 复数 
z=r(cos+ising) 
当 且 仅 当 | 
r" (cosndi isinnd) = (cos d+ isin) 


时 满足 #3* 二 w, 而 土 式 成 立 的 必要 而 充分 的 条 件 是 


oa# 一 
cosn0 + isinnd = co0s$ + ising. 
从 第 一 个 方程 推出 
r= 3， 


其 中 必 3 表示 s 的 实 的 正 % 次 根 . 由 第 二 方程 推出 : 对 于 某 个 整 
数 互 我们 有 


6=0,= 生 十 2 


反之 ,我 们 如 果 选 一 3 和 8=8i, 基 于 某 个 如 则 数 z=rfcos8 
二 tsin 们 将 满足 s* 二 吕 ， 所 以 为 了 确定 蕊 的 次 根 的 数目 ， 只 需 
* 13 


PE 


确定 这 样 的 z 中 不 相同 的 那些 ， 因 为 任何 整数 天 都 可 以 关于 茶 个 
整数 9 和 某 个 介 于 0 和 % 一 1 之 间 的 台 数 六 写成 

k=ng+k, 
所 以 

cosG. rieing,=cosO + sin dr, 
这 说 明 每 一 个 满足 z”= 包 的 # 可 写 汐 
5 一 如 8 (cos + isind) k=0, ,nC—1. 

另外 , 容易 看 出 这 些 数 全 是 不 同 的 , 因为 对 于 一 0, …,4 一 1 而 言 ， 
任何 两 个 所 之 益 都 小 于 2<。 重 


图 :4 


在 证 明定 理 2 的 过 程 中 ， 我 们 实际 上 已 经 发 现 了 一 种 求 复数 
的 次 根 的 方法 .例如 ,为 了 求 5 的 立方 根 ( 图 4 ,我 们 注意 到 
js1=1 和 ww/2 是 诗 的 一 个 幅 角 . 于 是 1 的 立方 根 应 是 : 

1 [cos 各 +isin 生 | 

Lo 对 十 汐 )+ isin( 寻 + 等 ) 一 cos 5 十; t in 


中 oos{ EE ALY esin( TE A cos3T 3 
leo 和 + 等 )+iainf 小 )] COs 2 十 sin-7 


因为 


| 3 。 1 
coos 六 一 M3。 sin 亚 -二 
3 1 
cos5 XE, Sn a 
eos =0, 3 一 一 一 一 站 


所 以 宇 的 立方 根 是 
M3ti 一 ww SHE 
2 3? 2 3! 
一 般 阅 来 ， 我 们 不 能 期 望 得 到 这 样 简单 的 结果 ， 例 如 , 求 
2 二 1 的 立方 捐 ; 注音 到 12+114| = 更 十 1 下 一 wy155 以 下 
aretan 号 是 2+11i 的 一 个 柱 角 ,所 以 2 十 11; 的 立方 根 之 一 是 


11 11 
|. are tan are tan 
vy eo 让 | | 
3 3 
11 1 
are tan3 Aare tm 人 
~ 5 | on 3 二 +$sin 3 “ 


以 前 我 们 曾经 指出 32 二; 也 是 2 二 11 的 一 个 立方 根 ， 因 为 
12 十 计 =W 末 于 下 = 5 又 因为 aretan 坟 是 2+i 的 一 个 幅 角 ， 
所 以 我 们 可 将 这 个 立方 根 写 为 
2 十 一 VB(eos arc tan 二 十 isinarc tn 二 
这 两 个 立方 根 实 质 上 是 同一 个 数 ， 因 为 我 们 者 


Te tanll 
nl 
3 = arctan 全 


《你 可 以 用 要 题 十 五 ，8 中 的 公式 验证 这 一 点 )， 但 这 是 难得 被 人 
* 61F* 


瞄 注 稚 到 的 事 ! 

每 个 复数 对 于 所 有 % 都 有 如 次 根 庆 一 事实 ， 众 是 一 个 非常 重 
要 的 定理 的 特殊 情形 , 最 初 引入 数 1, 只 是 为 了 对 方程 r* 十 1=0 提 
供 一 个 解 . 而 代数 基本 定 开 则 指出 一 个 值得 注意 的 事实 ; 这 一 追 
加 自动 地 为 所 有 其 他 的 多 项 式 方 程 提 供 了 解 ， 亦 即 每 一 方程 

3 十 Cn_1%3 十 二 二 00， to, -1 属于 忆 
具有 复数 根 ! 

在 下 一 章 中 ， 我 们 将 给 出 代数 基本 定理 的 一 个 几乎 完整 的 证 
明 ; 课文 中 留 下 的 一 些微 不 是 道 的 缺陷 ， 可 以 微 为 练习 (习题 
二 十 五 ,5) 予 以 弥补 ， 定 理 的 证 明 将 要 依 驹 儿 个 新 的 概念 , 而 这 些 
概念 在 对 复数 的 更 加 深入 的 研究 中 会 十 分 自然 地 被 提出 来 


习 题 


1， 求 下 列 各 复数 的 绝对 值 和 幅 角 ， 
《3 十 4 
人 C8 十 42) "2 
{iii) 《1 十 全， 
iv) Wi . 
(vy) 13 十 48， 
2。 和解 下 列 方 程 ， 
(i) 好 十 1 十 1 一 0， 
《ii 好 十 2 十 一 0 
(iiiy 2 十 28 一 1 一 0 
、 才 一 人 1 十 从 攻 一 3， 
(Cv) ! 
(2 十 让 z 十 评 == 机 
(V) Wr 一 3 一 2 一 小 
3， 描述 分 别 满足 下 列 条 件 的 全 部 复数 的 集合 ; : 
《了 王 一 一 祝 
Ci) = "1 
~ i) la—al=1s—5l, : 
"GI * 


2 


#8. 


本] 曲 。 


二] 1， 


(tiv) 18 一 中 十 | 2 一 瑟 ] 一 二 
(Vv) |z#| 二 1 一 z 的 实 部 . 


.证 明 1z|==|z|, 关 证 明 : 的 实 部 是 53， 而 虚 部 则 是 2 


。 证明 |s* 十 如 |? 十 计 一 如 | :一 全 (二 十 | 如 | 号 ,井上 闪 用 全 上 解 帮 这 个 命题 . 
。 2 和 和、/ .rv 一 1 之 间 在 图 形 上 有 什么 关系 提示 :在 用 /一 染 村 ， 


哪 条 线 成 为 实 轴 ? 


(a&) 证 明 如 果 66，*…"， on-t 基 实 的 , 且 5 十 bi( 对 于 实 的 a 和 如 满 十 方 


程 #2" 十 gn-i2"- 十 一 十 0 一心 则 4 一 84 也 谐 足 这 个 方程 。( 因 此 
这 种 方程 的 非 实 报 总 是 成 对 出 现 的 , 从 而 这 种 粮 的 数目 为 雹 数 . ) 

(b) 推 斯 z* 卡 咕 -12" 1 十 … 十 Go 可 以 被 和 一 20z 十 (全 十 的 ) 《( 共 系数 
为 实数 ) 所 整除 ， 

{a) 设 * 是 一 个 整数 , 但 它 不 是 另 一 整数 的 平方 ， 如 果 妆 和 都 是 整 
数 , 则 我 们 定 又 6 十 pz 的 车 锯 为 一/ 5, 并 记 之 为 2 二 bv 
斌 通过 证 明 一 个 数 可 用 唯一 的 方式 关于 整数 和 8 写成 9-+ BV < 6 
的 形式 来 证 斑 上 述 共 思 是 完全 确定 的 ， 1 

{b) 证 饥 对 于 形 如 4 十 bv 6 的 所 有 a 和 月 我 们 有 ; Za 当 且 仅 当 a 
为 整数 时 才 有 一 a; aTB 一 a +P, a=—2,9p=a.p, 
当 a 时 9-1=Cay-t 

(c) 证 明 如 果 96，…, an-; 都 是 整数 , 且 < 一 c++b/ 满足 方 程 zn 二 
as 12 十 十 ao 一 0， 则 3 一 9 一 pe 也 满足 这个 方程 ， 

求 主 的 所 有 4 次 根 ; 将 其 中 具有 最 小 幅 角 的 那个 表示 为 不 合 任 何 三 角 

函数 的 形式 。 

(ay 证 明和 如 果 外 是 1 的 一 个 次 根 , 划 w* 也是. 

(b》 如 果 { o os …，@" -是 1 的 全 部 ”次 很 的 执 合 ， 则 数 中 称 之 
为 1 的 本 原 # 次 根 ， 对 于 #=3, 4 5 9 而 言 1 的 本 原 次 根 有 
多 小 + 

Rn-1 

(e) 证 @ 关 1 是 1 的 一 个 % 次 根 ,证 明 w=0. 

k=0 

(a) 汪 明 如 果 x，…, as 位 于 某 条 通过 0 的 直线 之 一 侧 ， 则 2 十 … 十 
zs 关 0。 提示: 由 加 法 的 此 何 解 县 这 是 明显 的 ， 不 过 分 析 证 明 也 
不 淮 : 如 果 所 说 直线 是 实 二, 出 论 断 是 显然 的 , 而 通过 一 种 技巧 即 

GIF. 


可 将 一 般 情况 归结 到 这 种 情 读 。 
(b) 进而 证 明 zr5 …, zi1 全 位 于 一 条 过 上 的 直线 的 一 侧 ， 所 以 好 "十 
+ 十 2 
*12。 证 朋 辑 果 | 有 | 一 [za1=|z3j 且 #1 十 #3 十 32; 二, 则 34，#s 和 2 是 一 个 
等 边 三 角形 的 项 点 ， 提 示 : 假定 z， 是 一 个 实数 将 是 有 过 助 的 ， 且 这 
样 散 并 不 失 一 般 性 ， 为什么? 


选 题 解答 


1 0 13+4i|=5s 6=aretan 二 . 


Ci) 【1 十 站 5 引 一 人 于 站)5 一 (Am 3 


因为 手 一 aretan 卫 是 1 十 ; 的 一 个 幅 角 ， 所 以 (1 十 D5 的 一 个 四 
Sx 
角 是 一， | 
fw) [O34D l=15l=5 0=0. 
2. 0D) 


w= 于 4 


itv5i 
2 
CltvVEi BB Cli-v 5 
| 2 2 
(i 十 2 一 1 二 (十 和 2, 所 以 只 有 一 个 解 是 w= 一 六 


(Y) 本 一 下 一 下 一 2 一 (8 一 2 (2 十 # 十 1。 所 求解 是 
| AAS， 1_v3, 
2 一 人 " 


一 一 一 一 


3. ti) ”所 有 的 s 一 访 , 其 中 乡 为 实数 ， 
《iii) 位 于 4 种 之 间 的 线 眉 的 中 玲 线 上 的 所 有 和 
《wa 因为 |# 十 访 | 过 1 一 上 暗 介 有 x< 之 1 和 十 拓 之 1 一 2¢ 十 x* 的 意 
思 , 所 以 护 之 1~2w. 这 说 明 满 足 已 知 条 件 的 全 部 复 丈 是 位 于 


”名 译 洽 ， 原文 此 题 的 解答 是 错误 的 ; 此 处 给 出 的 是 译 校 者 给 出 的 解答 ， 
+ 看 了 


入 二 


时 


提 物 线 莫 三 1 一 2x 四 的 一 向 ( 即 含有 有 原点 的 一 得 ) 的 所 有 复数 。 
4。 |z 寺 记 | 一 VE 十 六 二 ~ 十 (全 =| 一 读 ). 
{+2= [sti 十 (加 一 的 ]12 一 和 
{5 一 下 28 一 (十 让 ) 一 (一 区 1/2i=y. 
5. | 和 十 钾 | 十 | gs 一 要 | 一 《8 十 加 ) (z 二 ) 十 (2 一 也 ) (5 一 而 ) 
一 3253 十 2 好 访 
=2(|z|?+1w):), 
从 几何 上 上 君 , 这 是 说 平行 隔 过 形 两 条 对 表 线 的 平方 和 等 于 共 各 过 的 平 
方 和 


si ? 


第 二 十 五 章 复 变 函数 


说 到 关于 复数 更 深信 的 研究 要 依赖 于 国 数 的 概念 ， 你 大 概 不 
会 感到 吃惊 ， 直 到 现在 为 止 , 函数 (在 直觉 上 ) 是 一 种 法 则 , 它 给 一 - 
些 实数 指定 了 另 一 些 确定 的 实数 ， 但 是 这 个 概念 没有 理由 不 应 平 
以 推广 , 我 们 完全 可 以 同样 地 研究 一 种 法 则 , 它 给 一 些 复 效 兹 定 另 
一 些 确定 的 复数 ， 一 个 严格 的 定义 不 会 有 任何 问题 (甚至 我 们 过 
一 个 正式 定义 的 地 位 都 不 给 它 ): 函数 是 复数 对 的 一 个 集合 ， 它 不 
包含 具有 相同 的 第 一 个 元 素 的 两 个 不 同 的 数 对 ， 因 为 我 们 将 实数 
看 作 是 某 种 确定 的 复数 ， 所 以 老 的 定义 实际 上 是 新 定义 的 一 种 蛙 
殊 情 形 ， 不 过 ， 有 尘 我 们 将 凭 异 专 门 的 术 详 以 便 盖 明正 在 研究 的 
函数 所 在 的 范围 ， 如 果 对 于 子 的 定义 域 中 的 所 有 sz 而 言 f(z) 是 
实数 , 则 称 了 是 实 值 的 ， 而 说 函数 是 复 值 的 ， 是 为 了 强调 它 不 必 是 
实 值 的 ， 同 样 地 , 在 了 的 定义 域 是 只 (的 子 集 ) 的 那些 情形 , 我 们 通 
常会 明显 地 指出 函数 f 是 定义 在 R( 的 子 集 》 上 ; 在 其 他 情形 , 我 们 
有 了 时 说 了 被 定义 在 C( 的 子 集 ) 上 ， 其 目的 在 于 强调 f(s) 对 于 复数 
# 和 对 于 实数 z 一 样 是 有 定义 的 . 

定义 在 上 的 众多 的 函数 中 ， 基 些 是 特别 重要 的 ， 其 中 最 重 
要 的 是 形 如 

Ts) = 二 012" :十 :… 十 tro， 
的 函数 , 这 里 的 qo，…, en 都 是 复数 ， 和 在 实数 的 情形 一 样 , 这 些 
函数 称 为 多 项 式 函 数 ; 它们 包括 有 函数 F (z)=z(“ 恒 等 函数 衫 以 
及 关于 某 个 复数 4 的 形 如 了 (2) ==s 的 函数 (“ 常 值 函数 ")， 大 家 所 
熟悉 的 函数 的 又 一 个 重要 的 推广 是 “绝对 值 函 数 ”， 基 对 于 中 的 
扬 有 %, 了 f(z) 二 |s|. 
昌 E37 ' 
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志和 


对 于 复数 而 言 ， 特 别 重 要 的 两 个 鸭 数 是 Re(" 实 部 国 数 和 

Im(" 虚 部 函数 "), 对 于 实数 和 它们 被 定义 为 
2 Relztiy) =%, 

1 Im(wtiy)=#,. 
“ 共 辆 国 数 " 定 浆 为 

1(2)=3=Re(2) —iIm(). 

大 家 所 效 知 的 一 些 定义 在 R 上 的 实 慎 函数 ， 可 以 许多 种 方式 
加 以 组 全 以 恒 产 生出 新 的 定义 在 〇 上 的 复 值 函数 一 一 函数 

: fo) 一 ersia (2 一 六 十 12coag 
便 是 一 个 例子 ， 关于 这 个 特 萄 函数 的 公式 说 明了 一 种 总 是 可 行 的 
分 解 ， 任 一 复 值 阔 数 了 都 可 以 用 关于 某 轩 个 实 值 阴 数 4 和 写成 
如 下 形式 
- f=utiv 

一 内 不 过 是 定义 (为 了 (2) 的 实 部 ， 而 定义 2(2) 为 f(z) 的 庶 
部 罢了 。 这 种 分 解 常 党 是 非常 有 用 的 ,但 并 非 总 是 如 此 ; 例如 ， 议 
这 种 方式 去 描述 一 个 多 项 式 函 数 就 可 能 是 不 方 恒 的 . 

另 一 国 数 将 在 本 章 中 起 重要 作用 ， 回 想 一 下 一 个 非 零 复数 z 
的 所 调幅 角 是 使 得 

z= |#| (cos0+ iain0) . 

的 实数 6， 对 于 z 在 在 无 穷 多 个 旺角 , 但 满足 条 件 0<9 过 2x 的 却 
只 有 一 个 ， 如果 我 们 称 这 个 唯一 的 幅 角 为 8(z),， 则 0 全 是 一 个 定 
义 在 如 属于 CC:z 关 站 上 的 ( 实 值 ) 函 数 (“ 幅 角 函数 ”). 

定义 在 C 上 的 复 值 函数 的 “图 形 ”， 由 于 它们 位 于 4 维 空 间 ， 
所 以 对 于 形象 化 来 说 大 概 不 是 非常 有 用 移 ， 在 第 四 章 中 曾 提 到 的 
另 一 种 函数 图 形 则 可 用 来 代替 它 :我 们 画册 两 炉 C, 并 从 一 幅 内 的 


2 引 箭 头 到 另 一 幅 内 的 -f(z)( 图 1)， 。 


复 值 函 数 的 最 常用 的 图 形 表示 法 是 通过 在 平面 内 的 点 上 标 出 
4 621* 


总 2z) 的 值 以 代替 2(z 的 值 可 由 点 在 图 上 的 位 置 加 以 估计 ) 而 作出 
的 . 图 2 中 给 出 了 几 个 不 同 销 数 的 这 种 图 依 ， 函 数 的 某 些 特征 被 
这 种 “图形 * 十 分 清楚 地 表示 出 米 ， 例 如 ， 抱 对 值 函 数 在 以 0 为 让 
心 的 同心 加 上 是 常数 , 了 钞 数 RRe 和 Im 则 分 别 在 直立 和 水 平 直线 上 
是 常数 ,而 函数 (2) 二 =z: 则 随 荐 x 绩 半 径 为 ’ 的 回转 一 周 时 绕 半 
径 为 ":: 的 回转 两 周 . 

尽管 在 形象 化 复 值 函数 时 一 般 会 涉及 到 种 种 问题 ， 但 仍然 可 
以 定义 和 从 前 对 于 民 上 的 实 值 函数 定义 过 的 一 些 重 要 性 质 相 类 
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似 的 东西 ， a 
形象 化 ， 例 如 , 极限 的 概念 可 定义 如 下 ; 
limf(2) 一 7 指 对 于 每 个 ( 实 ) 数 e>0， 存 在 一 个 这 样 的 ( 实 ) 


数 5>0, 使 得 当 0 过 jz 一 a 过 6 时 , 有 |f(2) 一! | 二. 

虽然 该 定义 读 起 来 和 以 前 完全 一 样 , 但 是 其 解释 则 稍 有 差别 . 
因为 |? 一 w| 是 复数 * 和 w 之 疗 的 虐 离 ， 所 以 等 式 limf(2) 一 上 意 
味 着 只 要 » 被 限制 在 位 于 一 个 以 “为 中 心 的 充分 小 的 圆 内 ， 便 可 
以 使 fz) 的 值 位 于 一 个 任意 给 定 的 以 71 为 中 心 的 加 的 内 部 ,应 
用 国 数 的 “ 双 幅 ”图 形 , 特别 容易 使 这 个 论断 形象 化 (图 3). 


图 3 
关于 极限 的 某 些 事实 ， 可 以 守 全 和 实 雪 于 一 池 加 以 证 
朋 。 特 别 是 


limt=0, . 
于 哮 问 


. imz 一 0 
总 只 如 


lim[f(a) 十 9(2]= limf Cs) 十 Hang(z)， 
- imf (2). .g(g) = limf (2)- ‘limg(2), | 


tim) = ro 者 lim9g(2 A 
些 结果 所 依据 的 绝对 信和 的 重要 性 质 是 不 等 式 |4 十 w) 志 | 攻 
十 jioj, 而 这 个 孙 黎 式 对 手 复 数 和 对 于 实数 一 样 是 成 立 的 ， 这 些 束 
EE 5 ‘* 


ns sao 


实 已 经 提供 了 相当 多 的 极限 , 但 更 多 的 则 可 由 下 述 定 理 得 出 。 
定理 1 设 放 2)=w(z)i9(z) 且 L=a 十 iB, 其 中 x 和 v 是 
实 值 函数 ,而 a 和 有 是 实数 ， 闭 么 当 且 仅 当 
lims(2) 一 0 | 
| Bh 
时 才 有 limf (2) =1. 


证 明 首先 设 linf (2)}=1， 那 么 对 于 e>0 存在 6>0, 使 得 
对 于 所 有 而 童 ， 
当 0<1s 一 5 <6 时 ,有 | 六 5 一 上 站 < 天。 
上 面 第 二 个 不 等 式 可 以 写 为 
Iw(2) —oltiLv(s) BJ |e, 
本 
[urz) 一 和 圭 直 [93 一 月]2<e 
因为 (2) 一 ga 和 ?C2) 一 2 都 是 实数 ， 它们 的 平方 是 正 的 ， 所 以 由 
这 个 不 等 式 可 得 
en) —e]? <e 和 Loz) — PI: <e1, 
而 这 两 个 不 等 式 又 暗含 
lucs) ol<e 和 jv)— Bl<e, 
由 于 送 对 于 一 切 >>0 都 是 正确 的 , 从 而 推出 
iime(2) 一 多 和 limy (条 一 a. | 
现在 假定 这 两 个 等 式 成 立 ， 划 对 于 e>0 存 在 8>0, 使 得 当 
0 过 |z 一 g| 之 8 竺 便 有 


Orel 和 . ra 


宅 科 暗含 着 - : 
Hf(2)— -its -mice — _p1l 
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ee 
Ft 二 
于 是 征明 了 limf(z)=1. 
为 了 有 效 地 应 用 定理 1, 注意 到 因为 我 们 已 经 知道 极限 limz 
=0, 所 以 就 能 断言 
limRe(z) =Re(o), 
limIm(s) =jm(a). 
利用 sin 的 连续 性 容易 推出 象 
lim sin(Re{z))= sin (Re (om)) 
这 梯 的 极限 。 这 些 原理 的 许多 应 用 证 明了 下 面 这 样 一 些 极 限 : 


Hin 
limlz|=|al, 
li ,is (er sing+ixtcosy) —ersing iacosb. 
既 热 极限 的 概念 已 被 推广 到 了 和 提 钞 数 ， 连 续 性 的 松 仿 当然 也 
可 以 推广 : 所 谓 了 在 a 处 连续 是 指 limf (2) 二 (9), 而 和 如果 对 于 于 


的 定义 域 中 的 所 有 o, 了 在 a 处 都 连续 , 恒 说 了 是 连续 的 . 前 边 对 极 
限 所 作 的 记述 证 明了 下 述 各 函数 是 连续 的 : 

ft2) =an#* torn-12" 十 十 Go 

f(z) 一 2 

ftz) =|z|, 

f(ztin) =er ging iwcosy, 
不 连续 吨 数 的 例子 是 容易 提出 的 , 且 某 一 些 还 来 得 非常 自然 . 

一 全 特别 伟人 灰心 的 例 予 是 “ 幅 角 国 数 "9, 它 在 所 有 的 非 负 实数 处 
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都 是 不 连续 的 ( 见 它 在 图 .2 中 的 “图 形 ").. 遂 过 适当 地 重新 定义 生 
就 可 以 改变 其 间断 点 ;例如 (图 分 , 如 果 以 C2) 表示 3 的 浇 足 条 
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2 . . 

FD = (4) 
1 . 
件 r12<0 (2) <5m/2 的 唯一 幅 角 ， 内 则 对 于 每 个 非 负 的 实数 避 外 
在 oi 处 都 不 连续 , 但 是 , 无 论 怎 样 重新 定义 0， 某 些 间断 点 总 是 

会 出 现 的 ， 

0 的 不 送 续 性 和 定 之 一 个 “方针 表 " 的 末 题 有 着 和 要 的 了 
系 ， 而 所 亩 “平方 要 函数 "是 指 对 于 所 有 的 * 使得 (f(z))* =z 的 函 
数 对 于 实数 来 说 ， 函 数 个" 的 定义 域 权 为 非 负 实数 ， 和 如果 多 
许 有 复数 的 话 ， 那 么 每 个 数 便 具 有 郑 个 平方 根 (0 是 个 例外 , 它 只 


有 一 全 )， 虽 然 这 种 情况 似乎 可 能 好 一 些 ， 但 在 菜 些 方面 情形 则 更 
* 628 。 
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沪 ; 因为 “的 平方 窟 大 复 获 , 所 以 没有 一 个 明确 的 标准 以 便 优 先 选 
冬 其 中 的 一 个 (而 不 是 另 一 个 ) 作 为 f(z). 
”定义 了 的 一 种 方法 如 下 : 我 们 令 f(0) =0, 而 对 于 * 关 0 我 
们 令 


?十 sin 2 


显然 有 (f(z))* 一 z， 但 由 于 9 是 不 连续 的 ， 所 以 函数 了 也 是 不 连 
续 的 ， 实 际 上 , 要 找到 一 个 对 于 一 切 z 使 得 (f(z)): =z 的 连续 函 
数 子 是 不 可 能 的 ， 虽 然 你 或 许 心甘情愿 地 接受 这 个 论断 而 丝毫 不 
觉得 奇怪 , 但 下 述 论证 却 颇 为 巧妙 . . 

我 们 现在 将 证 明 , 一 个 连续 的 平方 栅 印 数 了 甚至 在 14| 一 1 的 
.所 有 4 的 集合 上 也 是 不 能 定义 的 。 假 设 存在 这 样 一 个 函数 所 闭 
么 我 们 必须 有 了 (一 1 或 fID 一 一 1 而 县 因为 一 了 也 会 是 一 个 
连续 的 平方 根 画 数 ， 所 以 我 们 可 恨 定 7(1) = 一 1， 在 这 种 情况 下 ， 
因为 了 在 1 处 不 具有 值 1, 所 以 它 决 不 会 取得 值 1， 这 意味 着 各 
果 我 们 用 


f(2) =V Tel(eos 


(2) =0(f(2)), 对 于 |#|=1 . 
来 定义 9 的 话 ,那么 9 将 是 连续 的 ， 因为 96 除 了 对 于 世 =1 之 外 在 
iw|=1 的 一 切 刀 处 都 是 巡 续 的 ,而 对 于 任何 z,w=1 又 不 是 (32)， 
但 是 等 式 
Cf 2) =# 
却 暗 含有 
(2) =20Cf(2)) = .29(2), | i 
谭 上 式 又 暗含 着 8 对 于 1#|=1 的 记 有 在 z 处 是 过 续 的 . 这 显然 
是 不 对 的 ， 所 以 不 可 能 存在 这 样 的 函数 下 类 似 的 论证 表明 ,对 于 
任何 s2>2 都 不 可 能 定义 出 连续 的 “% 次 根 函 数 ” 
对 于 连续 的 复 变 函数 而 言 ， 也 存在 一 些 和 模 写 闲 区 间 上 实 值 
F629 4 


函数 的 人 性质 的 定理 相 类 似 的 重要 东西 ， 区 间 [a， 妈 的 一 个 自然 类 
伺 物 是 满足 vc<sx<ss 和 ec<S9<e 的 所 有 复数 zx 十 让 的 集合 (图 5)， 
这 个 集合 称 为 闭 矩形 , 并 记 作 [oa, 5] xfe, 4] 
如 果 了 是 一 个 过 续 的 复 值 函 

数 , 设 其 定义 域 为 [4,5] xf[e, dd] d 
那么 了 在 [a, 5]x[o, Q] 上 是 有 
界 的 这 个 断言 就 似乎 是 有 道理 
的 ， 而 且 确 实 是 正确 的 ， 也 就 是 
说 ， 存 在 某 个 实数 NL, 使 得 对 于 
在 fa, 8 x [e, G@] 内 的 一 切 z 有 图 5 

1f (2) | 过于 
六 为 没有 关于 复数 的 序 的 概念 ， 所 以 关于 了 具有 一 个 在 [a， 区 
x [e, 中] 上 的 最 大 信和 最 小 值 的 说 法 是 没有 总 义 的 、 然 而 ， 如 果子 
是 一 个 实 值 函数 , 则 这 个 断言 便 有 意义 而 且 是 正确 的 、 特 别 是 , 如 
果 了 是 任 一 在 [9,5]x[e,41 上 连续 的 复 值 函数 ， 财 |f| 也 是 连续 
的 , 因此 在 [a 5]x Fo, 四 内 存在 某 个 z， 使 得 对 于 [wm 8] x [e, a] 
内 的 一 切 z 有 


m6]x[Ce,d] 


[f(zo) 1 1) |; 
一 个 类 似 的 说 法 对 于 相反 的 不 等 式 也 是 对 的 . 这 有 了 时 被 说 成 达 
到 它 在 [a, 8] x Te, Qj] 上 的 最 大 和 最 小 模 值 ”， 

前 一 段 所 列举 的 种 种 事实 在 此 将 不 予 证 明 ， 尽 管 一 些 证 朋 被 
概略 地 氢 述 在 第 5 题 中 ， 然 而 ， 采 用 这 些 事 实 我 们 即 可 给 出 代数 
基本 定理 的 一 个 证 明 , 这 实在 是 令 人 吃惊 的 , 因为 对 于 多 项 式 函 数 
和 其 他 连续 函数 的 区 别 我 们 还 没有 说 过 字 少 ， 

定理 2( 代 数 基本 定理 ) 设 o, …, os-, 是 一 些 任意 的 复数 
则 存在 这 样 的 复数 >, 使 

i tt 
+ 3 4 


f(8) =8" td 2 十 十 m0， 
则 了 是 连续 的 , 是 定义 为 
[F121f (0) 1= 1 ani sr! 二 ao | 
的 函数 1f| 也 是 连续 的 .我 们 的 证 明基 于 这 样 一 种 观察 : 满足 f(z0) 
=0 的 点 s， 显然 将 是 | 及 的 一 个 最 小 点 ， 为 了 证 明定 理 , 我 们 将 
首先 证 明 1 了 | 的 确 具有 在 整个 复 平面 上 的 最 小 值 ， 访 证 明和 在 第 
七 之 中 所 作 的 关于 ( 实 系数 的 ) 惯 次 多 项 式 函 数 具有 在 整个 R 上 
的 最 小 值 的 证 明 凡 乎 是 一 模 一 样 的 ; 两 个 证 明 都 依赖 于 当 1| 很 大 
时 |f(z) | 也 很 大 这 一 事实 . 
我 们 从 下 式 开始 , 对 于 z 关 0, 7(z) 可 写成 


f=(1+ 和 t+- 名) 
于 是 
If(2) | =1z1". 


[7 
叶 竺 tt 久 
令 

M=max(l, 25 cs 1 28|ao[。 
， 则 对 于 1zi 宇 开 的 一 切 z, 我们 有 12 之 12 和 


le 9| 二 x| ta -x| 
Ce LT n 
EA EE 


因此 


和 -二 .和 
吕 Tr | 


<| 4 


1 
所 
这 路 含 着 

上 4 


这 就 意味 着 对 手 1z| 之 吾 有 


> -十 名 be 


“31° 


PE TP 


F912 加 


特别 是 , 如 果 同时 有 1z| 和 1z| 之 坊 3T 了 G0)T, 则 
1f(2) | 宇 |f 0) 1, 
”现在 设 [a，5J]x[ce， 是 一 个 包含 有 {2:1z| 志 max (MM， 
必 217(0)1) 的 闭 矩形 (图 6), 并 和 侦 定 |f| 在 Fa, 5]x Fe， 中 上 的 最 
.水 村 在 2 处 取得 ， 从 而 


图 6 ， 
Q) 对 于 [mw 58]x[e, 相 内 的 zs 有 |f(z0)| 志 |f(z) | 特别 揭 

此 推出 11(zo)1 志 1#(0) 1， 因 此 
(2) 如 果 |z| 宇 max( 有 ML, 心 3] 了 (可 门 , 则 有 

fz) [100) | 守 |f (C20) 1. 
联合 (1) 和 (2) 我 们 即 可 看 出 对 于 所 有 的 s 都 有 [f(zo)1 志 [f(z)1; 
亦 即 [了 | 在 z。 处 达到 它 在 整个 复 平面 上 的 最 小 值 . 
为 了 完成 定理 的 证 明 ， 我 们 现在 来 证 明 f(z。) 三 0. 引 人 害 

. g(#) =F(s 20) 
的 函数 9 是 方便 和 的， 则 9g 是 一 个 n 深 多 项 式 函 数 ， 它 的 最 小 的 绝 
对 值 出 现在 0 处 ， 我 们 需要 证 明 gC0) =0， 
* G32 3 


假设 8(0) 一 & 壮 0。 车 黄 是 出 现在 9 的 表示 式 中 的 # 的 最 小 


正规 次 , 则 我 们 可 以 写 出 
9(2) 一 ot Ba™ 十 Cast 271t1| 1 + 十 Ca » 
其 中 p 关 0， 现 在 ， 根据 定理 二 十 四 ,2 存在 一 个 这 样 的 复 数 公 


性 


p= 一 万. 


于 是 , 令 二 csy 1 我们 便 有 
lg(Y#)|= let Py" az" 2 


一 |e 一 xzm dwn" 二 .| 
= leC1—an+ StL amt )| 
. 
Qn+1 st | | 


= [al ‘|| 
如 此 曲折 地 得 出 的 这 个 式 于 将 使 我 们 磁 到 一 个 尖锐 的 矛盾 
首先 注意 到 当 |z| 选 得 是 况 直 时 , 我 们 将 会 有 
[tt ‘|< 
如 果 我 们 从 使 得 这 个 不 等 式 成 立 的 所 有 2 当中 选 出 茶 个 既是 实 的 


义 是 让 的 z， 则 


En 


因此 , 当 0 二 x 过 1 时 我 站 有 


| js-: 2 et| 
二 1 一 %* 十 "| 


1 一 2 十 "二 1 
* 633+ 


re em 


这 就 是 所 要 求 的 了 矛盾: 对 于 这 样 一 个 数 z， 我 们 有 
lg(y2)] < ol, 


这 半 le[ 是 191 在 整个 平面 上 的 最 小 值 的 事实 丰 矛 盾 ， 因 此 原 假 定 
一 定 是 不 正确 的 , 从 而 有 9(0) =0， 这 就 意味 着 了 (ao) 一 0. 目 

即使 把 我 们 省 去 的 关于 连续 复 变 国教 请 基本 事实 的 证 明 也 考 
万 在 内 ， 这 个 证 明 仍 然 是 以 格外 少 的 工作 量 证 明了 一 个 深刻 的 事 
实 ， 当 我 们 更 进一步 去 寻求 与 实 六 数 的 性 质 烛 类 似 的 东西 时 ， 很 

自然 地 希 让 会 产生 其 他 一 些 有 元 的 发 展 . 下 一 个 明显 的 步 贡 人 鲁 是 
定义 导数 ; 如 果 
imt (ae 十 下 二 —f(m 
liw 

存在 , 就 说 函数 f 在 4 处 是 可 微 的 , 这 时 其 极限 记 为 产 (q)， 不 难 
证 明 

当 了 (2)=c 半 , 六 (中 = 

当 六 人) 一 3 革 , (0) 一 1， 

FiD AD = (D+ (W, 

(9 WD = DID + mg C0), 


如 果 9g( 中 站 0 则 (3 3) (= = 训 和 名 ， 


(fo (0 = (90) ) 9 (0; 
所 有 这 些 公式 的 证 明和 以 前 完全 是 一 样 的 无 其 是 由 此 可 推出 : 
党) 二 #*， 则 玉 (2) = 二 8a""!， 委 耐 这些 公式 仅仅 证 明了 有 理 函 
数 的 可 微 性 ， 许 多 其 他 的 一 些 明 显 的 图 数 丰 是 可 徽 的 ， 例 如， 
假定 


2 


frtig) ry (pf(2) =3). 
如 果 读 函数 了 在 0 处 可 微 的 话 , 极限 
。634 。 


1 


一 EE 


lim 二 2 十 浪 ) 一 站 0 iim 一 更 
(+ ?十 打 tinroT 二 2 


Ti 
如 果 y=0, 则 zy =1, 


和 


Wiy_ _ 1. 


所 以 这 个 极限 绝对 不 可 能 存在 , 因为 当 z 十 iy 任意 接近 于 0 时 , 商 


省 一 
_ 持 让 具有 两 个 值 1 和 一 1 


由 这 个 例子 看 来 , 其 他 的 可 微 函数 来 自 何 处 一 点 也 不 清楚 ,如 
果 回 想起 sin 和 exp 的 定义 ， 那 么 就 会 淹 出 根本 没什么 希望 将 这 
些 定义 推广 到 复数 的 情形 ， 暂 时 只 好 局 限于 此 ， 但 我 们 所 有 的 问 


题 马 上 会 得 到 解决 . 


习 是 


1。(8)》 对 于 任何 实数 多 定义 a(+)=z 十 后 (因此 a 是 一 个 定义 在 及 上 
的 复 秆 函数 )、 证 明 a 是 连续 的 ，( 这 可 直接 由 本 便 中 的 定理 扒 


出 . ? 园 套 她 证明 20) =z 十 iy 是 连续 的 . 


《9) 设 了 是 一 个 定义 在 C 上 的 连续 函数 ， 对 于 固定 的 多 令 9(7) 二 
六 zt 纹 。 证 明 9 是 一 今 (定义 在 到 上 的 ) 连续 鱼 数 ， 同样 地 证 


明 无 (级 一 了 zi 加 是 连 综 的 。 提示: 应 用 (ah)， 


2.，(a) 说 了 是 一 个 定义 在 团 矩 形 [a, 到 X[2i 四] 上 的 连续 实 值 函 数 ， 证 
表 : 如 果子 对 于 [ 到 X5e, 拉 内 的 2 和 刀 取 得 值 疙 2 和 Fn， 


则 ,了 也 取得 介 于 f(#) 和 了 (Cw) 之 癌 的 一 切 值 ， 提 示 : 


内 的 考察 畏 球 9g(0)= 了 (tw 十 (1 一 和 2)。 


对 于 [0, 1] 


*(b) 如 果 了 是 一 个 定义 在 [a, 厅 XL[e, 上 的 过 继 复 值 炒 数 , 由 于 我 们 
无 法 说 介 于 .72 和 六 雪 之 癌 的 复数 ,所 以 (8) 中 的 论断 不 再 有 任 
向 意 交 。 我 们 可 能 推测 了 会 取 了 2) 和 了 (ww) 之 则 的 线段 上 的 一 切 


et 


"35.。 


值 , 但 即使 这 也 是 不 对 的 ， 试 举 一 个 表明 这 个 可 实 的 例子 ， 
3。(a) 证 明 : 如 果 ao, …, 44-1 是 性 意 一 些 复数 ， 则 存在 有 复 歼 5， 以 
zs (不 一 定 不 同 ) 使 得 i 


2 十 tn -12 二 oo= 一. 
' 二 
(by 证明 ; 徊 困 96，*…，64 -1 是 实数 ， 央 99 十 12 十 十 to 可 写 
为 系数 全 是 实数 的 线性 因子 2 十 5 和 二 次 因子 有 十 Bz 十 6 的 园 
积 ，( 利 用 习题 二 十 四 , 7. } 
"4. 在 这 一 古 中 我 们 只 研究 实 系 数 的 多 项 式 ， 这 样 的 多 项 式 如 果 对 于 实 
系数 多 项 式 嫩 可 写成 屋 十 … 十 阴 , 则 称 它 为 一 个 平方 和 ， 
(a) 证 明 ， 苛 了 是 一 个 平方 和 , 则 对 于 一 切 x 都 有 了 (7) 滨 0， 
(b) 证 明 : 著 王 和 9 基 平 方 和 , 则 产 g 也 是 平方 和 . 
Cc) 假 淮 对 一 切 #* 有 玉 *) 之 90， 证 明了 是 一 个 平方 和 ， 提 示 : 首先 将 
fT) 写成 玫 #)=xg(z》, 其 中 g(5) 关 0 对 一 切 x 成 立 ， 则 大 谣 一 
定 是 个 教 (为 什么 ?), 且 对 一 切 * 有 有 KKz)>0.、 接着 应 用 第 3 是 
{hb). : 
5。，(a) 设 4 为 一 复数 集合 。 象 在 实数 的 情形 一 样 , 如 果 对 于 每 个 (实数 ) 
2 之 0 有 直 中 的 一 点 a 使 1z 一 4|<s 但 a 关 z, 则 称 数 z 为 集合 4 的 
极限 虚 ， 证 明 二 维 波 尔 察 诺 - 殊 尔 斯 竺 科斯 定理 :如 果 A 是 [6 
妃 x[e, 人 的 一 个 无 限 子 集 ， 则 4 具有 在 [a 加 Xf[e, 要 内 的 极限 
点 。 提 未: 首先 象 图 7?{a) 那 梯 几 氏 路 线 将 [6, 妇 X[e, 四 分 为 两 
半 ， 那么 则 于 4 是 无 限 简 , 所 以 至 少 有 一 半 仍 包含 有 4 的 无 民族 
个 点 。 象 图 ?(b) 那 梯 又 特 这 一 半 用 水 平 线 分 为 两 半 ， 能 续 以 这 


“种 方式 交替 地 用 名 禾 线 和 水 平 线 来 分 ， 
中 
图 ? 


个. 


《在 这 个 提示 中 所 概述 的 二 维 对 分 论证 法 是 如 此 标准 ， 以 禾 " 波 尔 
察 详 - 笋 尔 指 特 拉 斯 ”这 一 标题 除 用 来 称 捏 定理 本 身 之 外 , 还 常常 
用 来 称 图 茂 证 明 方法 . 例如 , 见于 皮 洲 德 (B. Petard) 的 “A_ Con- 
tribution to the Mathematical Theory of Big Game Hun- 
ting” 一文, 载 美 国 数学 月 刊 45 其 (1938) 446-447,} 


《PP) 证 明 在 [a 的 X [e 轨 上 连续 的 ( 复 值 ) 的 数 在 [e， 5jX[e,d] 上 是 


_ 有 和 界 的 ，( 仿 照 习题 二 十 一 , 22. ) 

{e) 证 蝴 ; 知 果 了 是 [a,5]Xfe,@] 上 的 实 值 连续 隐私 ， 则 子 取 得 共 在 
[a, 站 X[e 的 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 《你 可 以 全 用 对 第 七 章 定 理 
3 施行 的 局 一 技巧 . ) 

不 能 认为 定 焉 2 的 证 明 是 完 会 初等 的 ,因为 选择 使 py" 一 一 a/ 月 的 y 

的 可 能 性 依赖 于 第 二 十 四 素 定 再 2， 从 而 集束 于 三 角 孙 数 ， 因 此 ,对 

于 方程 a* 一 c 一 0 丰 玄 提供 一 个 初 畦 的 证 明 是 感 兴 超 的 ， 

{a) 做 一 次 明显 的 计算 以 评 明 对 于 任何 复数 6 总 可 以 求 得 方程 妇 一 
0 一 0 的 解 . .i 

(h) 说明 方程 a" 一。 二 0 的 求解 为 什么 总 可 以 简 兹 为 1 为 奇数 的 情 
六 

(9) 设 和 是 函数 fz) 二 2 一 e 具有 其 最 小 绝对 值 的 那个 点 ， 如 果 
知 头 0, 证 明 站 定理 2 之 证 明 中 的 那个 整数 局 铬 于 1 既然 我 们 一 
定 会 求 出 y!= 一 a/ 记 的， 固 比 证 明 的 其 余部 分 对 了 是 有 效 的 . 

所以, 只 要 证 明了 的 最 小 绝对 信 不 由 现在 5 处 就 能 了 ， 

{d) 不 之， 我 们 恨 定 /在 0 处 具有 它 的 最 小 绝对 伴 ， 半 为 是 肯 数 ， 
所 以 虚 土 5, 6 在 下 前 作用 下 变 成 一 6e 土 bs， 一 6 土 éni 。 证 胃 对 
竹 小 的 上 而 言 ， 这 些 点 中 至 消 有 一 个 具 洗 比 -e 更 小 的 结对 估 ， 
”上 而 得 出 一 个 池 丑 ， 


投了) 


Ca) 证 其 ; (x)=C2 一 291 (一 2) Be 


人 0 Dm 证 明 : 如 果 9(2) =0、 则 各， 


-在 =1 ， 
不 可 能 全 都 位 于 通过 2 之 直线 的 同一 俩 ， 提示 ; 应 用 习题 二 十 
s+ 


四 ,11，- . 
(ce) 设 下 为 平面 的 一 个 子 集 ， 如 果 忆 包含 有 联结 其 内 部 任意 两 点 的 站 . 
线段, 则 称 尼 为 百 的 (图 殷 。 对 于 任 一 集合 各 都 有 一 全 包含 它 


(a) 笠 面 的 凸 子 入 tb) 平面 的 非 凸 了 于 流 
图 8 
的 最 相同 集 , 称 之 为 丰 的 西 包 ( 图 9); 如 果 点 了 不 在 4 的 山 包 内 ， 
则 整个 4 被 包含 在 某 条 通过 书 的 直线 的 一 出， 利用 这 个 信息 证 
明 方程 f(z) 一 0 的 根 位 于 集合 {2t, …， zi 的 晤 包 之 内 《在 第 十 一 
章 之 附录 中 的 同性 的 定义 与 在 此 给 出 的 由 性 定义 有 关 一 一 钮 数 了 
是 西 的 是 指 位 于 了 的 图 形 上 哀 其 上方 的 点 所 成 的 集合 是 凸 集 , 且 
了 的 图 形 不 含有 直线 段 。 关 手 同 集 的 更 进一步 的 详情 可 在 建议 
. 读物 中 的 参考 书 L19] 中 找到 , 》 


图 8 
8， 证 明 ; 如 时 了 在 :处 是 可 被 的 , 则 了 在 zs- 处 是 连续 的 ， 
9 慨 设 f=# 十 iv, 其 中 和 * 是 实 值 前 数 . 
(a) 对 于 疾 定 航 为, 令 9(2)=u(z 十 i 六 ) 和 以 2)=t+( 光 十 jyo)， 证 明 : 
如 时 户 (xo 十 iyo) 二 嫌 十 i 肖 , we 和 月 为 实数 , 则 9 (一 和 和 六 (ey 
一 有 : 


+ 


i0, 


(by 另 一 方面 , 设 帮 ( 的 一 (ezo 十 区 和 了 的 一 V(xo 十 入. 证明: (#0) 


=& 和 (#0) = 一 A. 
《9) 假定 对 一 切 # 有 疡 (#) 一 0 证 明 玉 是 一 个 常 值 函 数 . 
《a) 应 用 表示 式 


1 if 1 1 
| 1() -T(t 
， 对 所 有 的 上 来 C2). 
《b》 用 这 个 结 时 对 一 切 帮 来 aretant?《O)。 


第 二 十 六 章 ” 复 变 数 符 级 数 


如 果 你 尚未 猜 出 可 微 的 复 变 函 数 将 米 自 何 处 ， 那 么 本 童 的 标 
是 会 立即 指出 其 秘诀 所 在 : 我 们 打算 用 无 穷 豚 数 来 定义 国 数 . 这 将 
需要 讨论 复数 的 无 穷 序列 以 及 这 种 序列 的 和 ; 但 ( 象 在 级 限 和 过 续 
的 情形 一 样 ) 其 基本 定义 几乎 和 关于 实数 序列 与 级 数 的 相应 定义 
完全 胡同 

复数 的 无 穷 序 列 形式 上 是 其 定义 域 为 N 的 复 值 函 数 ; 对 于 实 
数 序列 方便 的 下 标记 庄 亦 将 用 于 复数 序列 ， 一 个 复数 序列 {a,} 可 
以 非常 方便 地 用 在 平面 内 标 出 点 a (图 芒 的 办 法 来 几何 地 表示 。 

图 工 中 所 示 的 序列 收 敏 于 0， 复 数 序列 的 “ 收 襄 性 ? 将 完全 和 
实数 序列 一 样 地 定义 : 序列 {a,} 斩 敛 于 4 记 为 


lima, ={, 


Po 
字 
Ps 


图 1 
是 指 对 于 任意 2 沁 0, 存 在 一 个 自然 数 尺 ,使 得 对 于 一 切 # 而 言 ， 
如 果 %> 加 ， 则 | 6 一直 之 8， 
这 个 条 件 意 味 着 围 线 工 画 出 的 任 一 圆 将 包含 关于 所 有 充分 大 的 


的 6 (图 2); 说 得 更 通俗 一 些 , 该 序列 最 终 将 在 任 一 围绕 1 画 出 的 
* 放 和 人 二 


网 内 . 
区 性 不 人 好 与 冯玉祥， 有 和 
能 化 为 这 种 高 悉 的 情况 . 
` 定 更 1. 设 对 于 实数 5 和 ,有 
DN 
又 对 于 实数 和 有 
t=p+iy, 
则 当 且 仅 当 
bh PO moa? 
时 limas 二 7 


证 明 ”本 证 明 留 作 一 个 容易 的 练习 。 如 果 对 于 如 何 证 明 沿 有 
疑问 的 话 , 可 参考 类 似 的 第 二 十 五 章 定理 工 . 
序列 tas》 之 和 又 一 次 定义 为 lim 其 中 


二 一 全 十, “十 全 
这 个 极限 存在 的 那 缚 序列 尼 可 加 的 ; 换 旬 话说 , 如 果 这 个 极限 存在 


我 们 全 说 无 寡 级 数 ou 收 吉 ， 否则 便 说 无 穷 级 数 oo 发 艇 由 十 
下 述 定理 ， 不 必 再 去 发 现任 倍 新 的 关于 无 劣 级 数 的 收敛 性 的 判别 
法 . 


定理 2 设 对 于 实数 5 和 os 有 
,= bn Ecne 


则 当 且 仅 当 了 bs。 和 了 i。 两 者 都 收 雍 时 子 -as 收 合 , 且 在 这 种 情 视 
蜡 三 1 乔 二 = 是 三 下 . ， 
下 有 


.SE 和 (全 


“51 


证 明 这 是 将 定理 1 用 于 {9,} 的 部 分 和 序列 的 直接 结果 . 目 

对 于 复 级 数 也 存在 一 个 绝对 收 伊 的 区 念 如果 级 数 立 low| 
(这 是 一 个 实数 项 级 数 , 因此 我 们 以 前 的 种 种 判别 法 对 它 都 是 适用 
的 ) 收 敛 ， 则 称 级 数 莹 'o, 绝 对 收 短 . 下 出 的 定理 不 象 前 丙 个 那么 


容易 . 
定理 3 设 对 于 实数 5 和 5c, 有 


ts =b 二 ECne 
则 当 且 仅 当 台 39。 和 允 2en 两 者 都 绝对 收 全 时 a 才 绝 对 收 和 
R=1 Ld . bk . 
证 明 首先 假设 全 1b。 和 罗 10。 两 者 者 绝对 收 化 , 即 了 5, 和 
R= n=l 特权 生 


全 ou| 两 者 都 收 底 ， 由 此 推出 12。 | 十 1c,1 收 人 级， 因为 有 
二 } . 党 权重 
las| = 18,+ ition! Ibs 二 + |enl. 


所 以 由 比较 判别 法 推出 立 16。 | 收敛 ( 数 1aw1 和 15.1 十 1e,| 都 是 实 
的 和 非 负 的 )， 干 是 级 数 Jo, 绝对 收 全 


现在 假设 71a, | 收 化 ,因为 
| las| 二 MV 醒 十 融 ， 
所 以 显然 有 | 
Bol 过 1o,| 和 [es] 志 |a,l 
再 次 由 比较 判别 法 证 明了 215。 | 和 卫 J1ca| 收 化 和 
地 二 下 Bel 


642 


定理 3 的 两 个 结果 是 特别 值得 注意 的 ， 和 如 果 立 "av 绝对 下 短 ， 


则 六 5。 和 立 'o, 也 绝对 收 乱 ; 因此 根据 第 二 十 二 章 定 理 4 立 5。 和 
ll 


其 l 篇 三 


于 lc。 都 收敛 ， 所 以 按 定理 2 立 "o 也 收 化 ， 换 句 话说 ,绝对 收 敌 


暗含 车 收 钱 ， 辐 样 的 推理 证 明 ， 纺 对 收敛 级 数 的 任何 重 排 都 具有 
相同 的 和 ， 通 过 先 建立 柯 西 淮 则 的 类 似 淮 则 ( 见 第 12 题 ) 也 可 以 
直接 证 明 这 些 京 实 , 而 不 必 应 用 关于 实数 的 相应 定理 . 

有 了 这 些 妥 着 的 淮 备 , 我 们 现在 即 可 研究 复 变数 的 震级 数 , 即 
形 如 ~ 


了 (2) = Sig, (2—0) "=a + a (2—a) at(2—0)? 二 +: 
R=0 


的 函数 ， 这 里 的 数 “ 和 可 充 许 为 复数 ， 且 我 们 的 兴趣 所 在 自然 
是 对 于 复数 * 而 言 f 的 性 质 ， 象 在 实数 的 场合 一 样 ， 我 们 通常 将 
研究 中 心 在 0 点 的 里 级 数 


f(2) = 02"; 
时 = 


在 这 种 情况 下 , 邵 果 f(z0) 收 化 ， 则 了 (2) 对 于 1s 过 |z6l 也 收 雍 ,这 
个 事实 的 证 明和 第 二 十 三 章 定理 6 的 证 明 相 类 似 ， 但 是 由 于 这 很 
快 就 要 和 弄 清楚 ， 我 们 将 完全 不 用 一 至 收敛 性 和 殊 尔 斯 特 拉 斯 M- 
判别 法 的 工具 , 尽管 它们 都 有 闭 其 复数 类 似 的 结论 . 因此 我 们 下 边 
的 定理 只 推广 了 第 二 十 三 章 定 理 6 的 一 小 部 分 。 

”定理 4 假定 


全 下 


n= 十 入 十 * 


*» 64$ 


对 于 某 全 ER A 收 敏 . 划 当 1z| 过 1xo| 时 两 个 级 数 


Ss" = 二 mss 二 


凡尘 办 
nq"! 二 十 2923 十 3q37? 十 …… 
n=1 . 
都 绝对 收敛 ， 


证 明 象 在 第 二 十 三 章 定 理 6 的 证 明 中 一 祥 ， 我 们 只 需要 数 
4. 难 的 集合 是 有 界 的 这 个 事实 ， 即 存在 一 个 数 站 使 得 对 一 切 % 有 


| [an2d | 
于 是 我 们 有 
?| 一 =| ,|z1" 
[ars | = lana3| 怪 | 
二 时 2 
且 对 于 z 关 0 家 
-1 
| [al 
< 起 ” 
| 


mas | wal 收 合 ， wn 


| 种 i . 相 三 wm 2 


两 者 都 绝对 收敛 (关于 卫 Jnosz"! 的 论证 我 们 很 定 了 z 关 0， 但 该 


级 数 对 于 z 一 0 无 疑 也 是 收 佑 的 ). 


定理 4 明显 地 大 大 限制 了 关于 集合 
Vo44 


ped 


号 一 站 
的 可 能 性 ， 例 如 , 图 3 中 夯 阴 影 的 集合 4 便 不 可 能 是 使 盖 "ovz* 收 


钙 的 所 有 # 的 集合 ， 因 为 它 包含 
# 但 却 不 包含 满足 |w| 过 |z| 的 
煞 也 

一 个 短 级 数 在 其 上 收 比 的 那 
” 些 点 的 集 含 ， 似 乎 除了 是 一 个 图 
内 的 点 集 之 外 不 大 可 能 是 别 的 任 
何 东 西 ， 如 果 我 们 允许 “半径 为 
0 的 圆 ( 当 震级 数 仅 在 0 点 收效 
时 ) 和 “半径 为 oo 的 根 ”( 当 震级 数 ”图 3 
在 所 有 点 上 都 收 委 时 )， 则 这 个 论断 恒 是 真 的 ( 虽 有 我 们 立刻 会 说 . 
到 的 一 个 复杂 之 处 ); 其 证 明 仅 需 要 定理 4 和 一 种 巧妙 的 组 织 ， 

定理 5 ”对 于 任 一 震级 数 


立 aas 一 Go 十 oan2 十 G87 十 G42 十 
= 


下 列 三 种 可 能 性 之 一 必定 是 真 的 : 
(1) war 仅 对 于 z=0 收 冀 . 


(2) 之 ,2 对 于 C 中 的 所 有 z 都 绝对 收敛， 


《3》 存 在 这 样 一 个 数 至 >0 使 得 之 ,qnz" 当 |z1<<E 时 绝对 收 
扯 一 自 


浆 而 当 1#| 污 时 发 拘 ，( 注 意 我 们 没有 提 及 当 |z| 一 兵 时 出 现 什 么 
情况 .) 1 
二 本 学 和 


证 明 设 


总 = { 民 中 的 x; >_.owwo* 关 于 某 个 满足 


lu 一 的 zz 收敛 }. 
普 先 很 定 8 是 无 界 的 . 那么 对 于 任 一 复数 > ,有 总 中 的 一 个 数 


| La 
?使 |z|<w， 按 照 态 的 定义 , 这 意味 着 之 aww 对 于 基 个 满足 | 名】 
天 一 向 


一 z> ja| 的 w 收 伍 ， 从 定理 4 推出 Yavzn 绝 对 收效 ， 因 此, 在 这 


种 情况 下 可 能 性 (2) 是 真 的 
现在 设 信 是 有 界 的 ， 并 设 也是 8 的 最 小 上 界 ， 如 果 R 一 0 则 

了 。z* 仅 对 于 一 0 收 敏 ,从而 可 能 性 (1) 是 真 的 。 另 一 方面 ， 几 

定 >0, 则 当 2 是 一 个 适合 [z]< 忆 的 复数 时 , 便 有 号 中 的 一 个 数 


z 使 1z|<z， 于 是 ， 这 又 一 次 意 腺 着 了 10ww* 对 于 某 个 适合 12| < 
fo 的 tp 驳 仇 ， 从 而 壮 oo" 绝 对 四 化 ， 另 外 , 如果]z| 之 及 则 因为 
[zj 不 在 仿 内 , 所 以 anz" 不 收 做 明 

在 情况 (3) 中 出 现 的 数 称 为 也 ,的 收 雍 半 径 .在 情 祝 (1) 
和 (中 ， 习 惯 上 说 收 化 半径 分 别 为 0 和 co， 当 0<B<co 时 ， 则 
tz: 14| 一 友 称 为 了 an 的 收 做 加 . 如 果 = 在 该 图 之 外 , 则 辽 a,z* 
汪 然 不 收敛 ， 而 实际 上 可 作出 更 强 的 论断 ， 这 些 硕 ,2* 述 不 是 有 
界 的 ， 为 了 证 明 这 一 点 , 设 w 是 任 一 满足 条 件 ]z| 之 jw| > 下 的 数 ; 


= 改 


如 果 这 些 项 ws 如 是 有 界 的 , 则 定理 4 的 证 明 玫 明之 .one" 收 化 ， 这 


显然 是 莞 雇 的 ， 这 样 (图 4), 在 收 敏 圆 的 内 部 级 数 宇 ,ez 以 最 佳 


可 能 方式 (绝对 ) 收 化 ， 而 在 收 伍 
圈 外 部 级 数 则 以 最 彰 的 可 能 方式 
(这 些 项 wz 不 是 有 界 的 ?发 散 . 
在 收敛 加 上 发 生 什么 情况 是 
一 个 十 分 困难 的 问题 。 今 后 ， 除 
了 提 到 存在 在 收敛 加 上 处 处 收 伍 
的 塞 级 数 ， 在 收敛 加 上 无 一 处 收 
化 的 宕 级 数 ， 以 及 恰好 是 介 于 前 图 4 
两 者 之 间 的 震级 数 ( 见 第 5 题 ) 之 外 , 我 们 将 根本 不 考虑 这 个 问题 . 
记 住 我 们 在 这 一 之 的 目的 是 产生 可 向 函数 ， 所 以 我 们 需要 推 
广 在 第 二 十 三 章 中 关于 实 的 震级 数 已 证 明了 的 结果 ， 即 由 冤 级 数 
所 定义 的 函数 在 收 伍 图 之 内 可 以 逐 项 微分 . 在 这 里 , 时 使 我 们 乐于 
引信 一 臻 收敛 性 也 不 再 能 仿效 第 二 十 三 章 中 的 证 明 过 程 ， 因 为 似 
乎 没有 第 二 十 三 章 定理 3 的 类 似 定理 可 以 适用 ， 代 痊 这 种 模仿 我 
们 将 使 用 直接 的 论证 ( 它 也 可 能 已 在 第 二 十 三 章 中 使 用 过 ). 在 开始 
证 明之 前 ， 我 们 注意 到 关于 通过 逐 项 微分 所 产生 的 级 数 的 收敛 性 


至 少 不 会 有 什么 问题 ， 如 果 级 数 了 Ja。4" 具 有 收 纹 半 笃 请 , 则 定理 
扫 =0 


4 直接 含有 级 数 立 ausn-! 对 于 1z[< 有 也 收 敏 的 意思 ， 此 外 , 如 
角 二 1 . 
困 |z| 旋 呈 , 则 因为 项 om.z" 是 无 界 的 , 从 而 项 wan2*”! 也 必 定 是 无 界 
的 ， 因 站 了 naz"! 必 不 收 仑 、 这 就 说 明了 nase"! 的 收 敏 半径 
轴 l 


LL 


“G47 。 


i 


也 答 好 是 刁 
定理 6 如 果 需 级 数 


f(3) = > as" 
n=0 


县 有 收敛 半径 >0， 则 了 对 于 任何 满足 1z|<< 呈 的 zs 在 = 处 都 是 
可 微 的 ， 县 


f(z) Snagsar. 
n= 


证 明 ”我 们 将 再 次 使 用 “e/3 论证 >， 此 定理 对 子 多项式 函数 
最 然 成 立 这 一 事实 , 暗示 我 们 写 出 


C*) 


{s+ —f (2) — Snags | 


wl 


Son CE 十 多 -一 各 ) CE 一 2 人 naz! 


月 二 自 Lh 


< 


((z 二 了 * 一 2*) 之 ((z 十 风 。 zn) 
| 


等 二 


十 


及 到 几 


了 a hn N 
D0 + 一 冯 )_ Snag"! 
n=t 


a py 
Dat SY nans"! 


我 们 将 证 明 , 对 千 任 一 e>0, 能 够 通过 选取 充分 大 的 对 和 充分 小 的 
使 得 上 式 右边 的 每 个 绝对 值 近 /3， 这 显然 就 证 明 工 定理 . 

只 是 在 (*) 右 边 的 第 一 项 会 出 现 一 些 困 难 ， 首 先 , 选修 某 个 请 
» E48 = 


十 


四 


是 条 件 13| 近 1so|< 一 吾 的 20; 往 后 我 们 将 只 考虑 适合 |x 十 所 1a01 
的 六 如 果 我 们 回想 到 


所 pit td thd i 


便 可 将 表示 式 公 二 2 一 2 以 更 方便 的 方式 写 出 ， 应 用 上 述 公 式 


于 《名 十 丙 )9 一 28 (2th 
而 《2 十) 一 站 
我 们 就 得 到 i 
人 二 一 一 一 (2 十 内 二 z(2 十 则 和 ?十 … 十 加 


因为 
iz 二 站 1 十 2(2 寺 用 "二 十 2 | 过 | 5 1 
所 以 我 们 有 


oa te nad al". 


但 因 级 数 之 ,nian| :1z01*' 收效 ,所 以 和 如果 驴 充分 大 就 有 


oo 


三 na < 本- 
HH 十 1 
这 就 意味 着 
ed 骸 [ . 机 用 1 
D6, 一 才 -六 一 攻 
n=0 全 二 站 
-| 二 (z+h)" 2" | en | (z+h)*—a 
全 各 < ~ A | 


> #1as|* |z01"!<< 襄 - 


n=N+ 4 
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简单 地 说 , 如 果 叉 充分 大 , 出 
(1》 对 于 所 有 满足 |z 十 | 筷 |z0 | 的 久 ， 


{2 二 * -—&" {Zz 十 有)* 一" 
之 天 一 全 — 而 


如 
二 可 - 


在 (*) 右 边 的 第 三 项 是 容易 处 理 的 ， 既 然 了 nos*! 收敛 ， 
从 而 推出 当 双 充分 大 时 就 有 
三 ， Renz 1 一 3 2°°1 


执 亚 下 并 = 二 


最 后 , 选取 一 个 使 (1) 和 (2) 成 立 的 加 ,我 们 注意 到 由 干 多 项 式 
站 
也 数 gz) = 全 ,aa 如 无 颖 是 可 微 的 , 所 以 有 
n=0 


{2) < 也 


下 


， (zs* 之 n 
于 是 。 ln 他 man 1 


《3) 对 于 充分 小 的 六 应 有 
N 3 
+ " 2" a 


正如 我 们 曾经 指出 的 那样 , (1), (2) 和 (3) 证 明了 定理 , 四 

定理 6 有 一 个 明显 的 推论 ， 一 个 由 需 级 数 所 表示 的 函数 在 若 
收敛 圆 内 是 无 限 次 可 向 的 , 且 该 宕 级 数 就 是 它 在 0 处 的 泰勒 级 数 . 
转 别 是 , 由 此 推出 了 在 收敛 贺 内 是 连续 的 , 因 在 = 处 可 微 的 函数 在 
z 处 是 连续 的 (习题 二 十 五 , 8)， 

守 级 数 在 它 的 收敛 贺 内 的 连续 性 ， 有 助 于 阅 明 关于 实 变 函数 
得 到 的 基 些 春 勒 级 数 的 性 质 ， 并 给 出 曾经 许诺 的 关于 在 二 十 三 章 
末 提 出 的 问题 药 答案 , 我 们 已 经 看 到 过 关于 函数 恋 妇 一 1/1(1 十 22) 
的 案 勒 级 数 , 即 
和 


工 一 条 十 4 一 有 . 
仅 对 于 1#1<1 的 实数 * 收敛， 因此 具有 收 钙 半径 1， 这 并 非 是 惕 
然 的 , 因为 收 合 回 含有 点 1 和 一 i, 在 其 上 了 是 无 定义 的 ， 如 业 这 
个 医 级 数 在 一 个 半径 大 于 1 的 圆 内 收效 , 则 (图 5) 它 将 表示 一 个 在 
那个 器 内 ,特别 是 在 主 和 一 # 处 是 连续 的 函数 .但 这 是 不 可 能 的 ， 
因为 它 在 单位 圆 内 等 于 1/(1 十 z?), 而 1/ (1 十 局) 当 z 由 单位 加 内 
” 趋 于 i 或 一 i 时 不 趋 于 极限 , 


复数 的 使 用 也 移 少 可 阅 明 关 于 函数 


1- 本 天 0 


T= 人 0 
的 泰 勤 级 数 的 古怪 的 性 质 . 虽然 我 们 尚未 对 复数 = 定义 函数 
但 如 果 z 是 实数 且 不 等 于 0, 则 
fe 19) 二 -ei el 

这 大 概 会 是 正确 的 ， 关 于 这 个 式 子 的 一 个 有 趣 的 事实 是 当 y 变 小 
时 它 却 变 大 。 因 此 ， 当 了 对 于 复数 定义 时 它 在 0 处 便 不 再 是 连续 
的 了 ， 从 而 它 只 是 对 于 zs=0 才 等 于 它 的 泰勒 级 数 这 个 事实 就 不 

[二 了 


会 是 不 可 思议 的 . : 四 
我 们 将 用 来 对 于 复数 : 实际 定义 (也 定义 sinz 和 cos) 的 
方法 玫 现 在 应 该 是 清楚 了 ， 对 于 实数 = 我 人 知道 


8i 了 人 一 站 一 于 十 页 一 


1 
cosr=1 区 十 于 ， 
dT, 
“lttat 

所 以 对 于 复数 z 我 们 定义 
sihz 一 + 一 条 十 千 一 — 


1 27 4 
C032 二 于 十 于 一 


expl#) 一 6 一 1 十 行 名 十 后 十 
于 是 报 播 定理 6 有 sin'f2) 一 cos2， cos'(z) 一 一 sain23， 以 及 


sxp'(z) 一 exp(z)， 另 外 , 如 果 我 们 在 关于 e* 的 级 数 中 以 iz 代 替 #， 
那么 某 种 特别 有 趣 的 事情 就 会 发 生 : . 


| 2 (12)". 


下 tt" 
2 jo : 
于 i- 务 一 徊 + 生 + 革 + 
= 上 人 Ea 本 三 于 
-( 区 十 机 )+i(s 3 51 ) 


(此 区 最 可 弄 级 数 绝 对 收缴 的 事实 来 证 明 ), 因此 
eo08zt feing. 
由 定义 ( 即 请 特级 数 ) 显 然 有 
ein{(—2) = — sing; 
和 552 和 


Cos 一) 二 Cos 
所 以 我 们 也 有 
6 i 一 CO8 克 一 第 Sin 
由 鞭子 er 和 e 和 的 等 式 我 们 可 以 导出 公式 
is— ei? 
2i ” 


译 呈 一 
e "Te *, 


加 
si 二 


O82 二 


这 样 ， 复 需 级 歼 的 这 一 发 现 就 将 指数 函数 置 于 诸 初等 函数 发 展 的 
核心 地 位 一 一 它 揭示 出 三 锡 印 数 和 指数 函数 之 问 的 关系 ， 而 这 在 
这 些 函 数 初 被 定义 时 是 决 未 想到 的 ， 且 在 不 使 用 复数 的 情况 下 也 
是 决 不 可 能 发 现 的 ， 作 为 这 个 关系 式 的 一 个 附带 的 结果 ， 我 们 得 
到 一 个 迄今 未 曾 发 觉 的 在 数 e 和 xz 之 间 的 关系 ;如果 在 公式 
et 一 08 记 十 了 SiRZ 
中 我 们 取 z =x, 那么 便 得 到 一 个 值得 注意 的 结果 
etr 一 一 1 

我 们 将 以 这 些 说 明 结束 我 们 关于 复 变 函数 的 研究 ， 但 还 有 一 
些 关 于 寡 级 数 的 基本 事实 没有 提 到 ， 到 此 为 目 ， 除 了 关于 9=0 的 
情况 之 外 , 我 们 很 少 研究 过 中 心 在 4 处 的 露 级 数 


f(s) = Daz—a)". 
n= 人 


这 个 省 略 所 以 被 采用 多 少 是 为 了 简化 说 明 ， 对 于 中 心 在 4 处 的 需 
级 数 而 言 , 本 章 中 的 所 有 定理 都 有 其 明显 的 叙述 (其 证 明 仅 需要 一 
些 不 足 道 的 修正 ): 存在 这 样 的 数 届 (也 许 是 0 或 co”) 使 得 级 数 
立 m(s 一 " 对 于 满足 1z 一 a|<< 忆 的 = 绝对 收 敏 ， 对 于 满足 12 一 


nn 三 必 


e| > 如 的 # 则 具有 无 界 的 项 ; 此外, 对 于 满足 1? 一 4 一 中 的 一 切 刀 
EFS» 


函数 

CD)= Eos) 
具有 导数 

fF(2)= Zoe, (3 一 的 "1 


如 果 一 个 函数 已 被 写 为 一 企 中 心 在 s 处 的 需 级 数 ， 那 么 要 研 
究 将 它 表 示 为 一 个 中 心 在 忌 处 的 震级 数 的 可 能 性 就 不 那么 直 截 了 
当 了 .如 果 


f(2) 一 So (一 9 


。 Rt 
共有 收 鳅 半径 瑟 ， 县 5 是 一 个 满 
足 16 一 91 < 过 且 的 点 (图 全, 则 (2) 
也 能 够 写 为 一 个 中 心 在 5 处 的 者 
级 数 


f(a)= Db, sb)" 
妨 = 必 


( 诸 数 必须 是 了 O00) /n1); 此 外 ， 这 个 级 数 具有 至 条 是 吾 ~ 
j# 一 sl (也 许 更 大 些 ) 的 收 合 半径 , 

我 们 不 想 去 证 明 前 段 提 过 的 那些 事实 ， 而 且 还 有 另外 的 凡 个 
重要 事实 我 们 也 不 于 证 明 。 如 果 


1(2)= Dons—0)" 和 gt#) 二 Doo) 


庄 某 个 园 绕 着 a 点 的 图 内 收 化, 那么 了 +g 和 了.g 也 将 在 一 个 围绕 
a 的 贺 内 收 化 一 定 是 有 希望 的 ; 此外, 如 果 9(o) 天 0 则 函数 179 将 
有 一 个 震级 数 表示 式 ， 最 后 ; 如 果 
= 54 + 


血 


志 和 2 


fa] 一 Sen(z 一 2 和 9(2)= 0, (2—b)", 
人 一 中 .T= 人 0 


E95) =a， 则 将 fo9 写 为 一 个 中 心 在 5 处 的 早 级 数 应 当 是 可 能 
的 . 

所 有 这 些 事 实 不 需要 引进 任何 新 的 基本 概念 现在 即 可 以 证 
明了 十 9 的 处 理 是 容易 的 , 而 了 9 就 会 出 现 一 些 问题 , 至 于 179 则 
其 至 会 出 现 更 多 的 问题 。， 将 一 个 中 心 在 4 处 的 莹 级 数 变 成 中 心 在 
8 处 的 宕 狼 数 的 可 能 性 会 变 得 更 加 复杂 ， 而 fg 的 处 理 就 需要 真 
正 的 技巧 ， 我 们 不 以 计算 的 绝技 米 结束 本 节 ， 宁 愿 给 出 “ 复 分 析 ” 
的 一 次 预演 ,“ 复 分 析 ” 是 数学 中 最 美妙 的 分 支 之 一 , 所 有 上 述 的 这 
些 事 实在 其 中 都 会 作为 某 些 基本 结果 的 直接 推论 ， 

需 级 数 所 以 在 本 章 内 引信， 是 为 了 棍 供 可 微 的 复 变 函数 ， 由 
于 这 些 国 数 实际 上 是 无 限 次 可 微 的 ， 所 以 自然 会 以 为 我 们 仅仅 选 
择 了 可 微 的 复 变 函 数 的 一 个 非常 特殊 的 集合 。 但 复 分 析 的 基本 定 
理 表 明 这 种 猜想 是 完全 不 对 的 ; 

直 果 一 个 生 这 卫 雪 定 六 在 平 而 的 琳 个 区 二 4 内 ， 且 在 和 4 内 是 


i 7 ns 
这 些 事实 属于 复 分 析 中 最 先 要 证 明 的 事实 。 但 在 这 里 要 给 出 
证 明 这 些 论断 的 任何 思想 是 不 可 能 的 一 一 其 所 用 的 方法 与 初等 微 
积分 中 的 那些 是 很 不 相同 的 .然而 ， 如 果 这 些 论断 被 承认 ， 那么 在 
前 面 提 到 的 那些 事实 就 很 容易 得 到 证 明 . 
例如 , 设 了 和 389 都 是 可 以 写 为 老 级 数 的 国 数 , 则 正如 我 们 已 证 
明 的 那样 ， 了 和 ?Y 都 是 可 微 的 一 一 从 而 由 一 些 容易 的 一 般 定理 即 
可 推出 f+9, 了 9，1/9 以 及 天 9 也 都 是 可 微 的 . 求助 了 复 分 析 中 
的 那些 结果 就 可 知道 它们 能 写成 震级 数 . 
。655 。 


同样 地 ， 如 果 


f(z2) = Da 5 一 GD 
基于 必 


具有 收 敏 半径 玉 ， 则 了 在 区 域 4= {2:1z 一 8| 之 姑 中 是 可 微 的 . 
因此 ， 如 果 在 4 内， 就 可 以 将 了 写 为 中 心 在 处 的 需 级 数 ， 
它 将 在 半径 为 如 一 18 一 cj 的 加 内 收敛 ， 这 个 级 数 实际 上 可 以 在 一 


个 更 大 的 图 内 收 化， 因为 Yon (一 四 可 以 是 甘于 一 个 在 比 4 更 
如 一 必 


大 的 区 域内 可 微 的 函数 的 级 数 ， 例 如 , 假定 f(z) =11G1 二 2。 则 
8 除了 在 它 没有 定义 的 主 和 一 i 处 之 外 是 可 微 的 这样 1(z) 可 写 
为 收 条 半径 为 1 的 各 级 数 可 oz" (事实 上 ,我 们 知道 4 一 (一 1D" 


且 当 为 者 煞 时 a 一 0)， 也 可 以 写成 
f(2) = S76, (a 


要 是 和 人 (Ja 和 


"536+ 


数 的 收 北 半径 : 它 是 /1 二 (去 ) ， 


即 从 亏 到 宇 或 一 ;的 距离 (图 8). 


作为 进一步 研究 复 分 析 的 一 
个 附加 的 动机 , 我 们 将 提 到 另 一 结 
果 ， 这 个 结果 差不多 近乎 是 直觉 
的 , 且 可 以 在 该 学 科 的 任 一 论述 中 
找到 . 

对 于 实数 4 来 说 ，sinz 的 值 总 是 位 于 一 1 和 1 之 间 ， 但 对 于 
复数 = 而 言 则 全 然 不 是 如 此 ， 事 实 上 ， 如 果 z= 二 廊 ， 其 中 yg 为 实 
数 , 则 


如 果 y 很 大 , 则 sin 勒 就 绝对 值 而 言 也 很 大 .sin 的 这 个 性 质 代表 了 
那些 在 整个 复 平面 上 有 定义 而 且 可 微 的 函数 (这 样 的 函数 称 为 整 
函数 或 全 纯 函 数 ) 的 性 质 ， 一 个 在 复 分 析 中 很 早出 现 的 结果 如 下 ;: 
刘 维 尔 定理 : 唯一 有 界 的 信 纯 函数 是 常 值 锁 数 ， 
作为 刘 维 尔 定理 的 一 个 简单 的 应 用 ， 我 们 米 研 究 多 项 式 的 数 
f(z) = 3+ i 二 二 a 
其 中 ml 因此 下 不 是 常数 ， 我 们 已 经 知道 f(z) 对 于 大 的 z 也 是 
大 的 , 所 以 关于 了 了 刘 维 尔 定理 没有 告诉 我 们 什么 有 趣 的 东西 .但 我 
们 研究 函数 


1, 
9(2) = F035 
如 果 帮 5) 永远 不 是 圭 , 则 9 将 是 全 纯 的 ; 因为 对 于 大 的 = 而 言 1(2) 
也 变 大 , 所 以 函数 9 又 将 是 有 界 的 , 这 就 与 刘 维 尔 定理 相 予 盾 ， 因 


此 对 于 茶 个 z 应 有 f(z) = 二 0, 且 我 们 已 证 明了 代数 薪 本 定理 ， 
和 


习 是 
1， 判 定 下 列 级 数 中 的 每 一 个 是 否 收 做 , 以 及 是 否 绝对 收 短 . 
四 St 


世上 
内 三 1 
(i 过. 、 
”全 1 
《ii i 
ni 
or 
和 二 4 “~. 
一 1 1 
(WY) Di 
体 一 将 


2. 用 比率 判别 法 证 明 下 列 秆 组 数 中 的 每 一 个 的 收 合 半 你 是 1，( 在 短 一 
”种 本 况 下 相 训 项 之 比 当 |z| 之 1， 时 将 趋 近 于 一 个 小 地 1 的 极限 , 当 
1z1 汪 1 时 ,将 趋 近 于 co 或 一 个 大 于 1 的 极限 ,) 


(i) 2 

= 
2 > 襄 昌 
(i) 和 7 
(Hi) os". 

中 1 

Gv) 人 (十 2 "en, 

下 一 1 
(WY) Dram. 
: Rl 四 _ 

3 用 根 值 判 别 法 (习题 二 十 二 ,77 求 下 列 作 条 级 数 的 收 总 半 筷 ， 

， ,23 人 38 38 
(和 tttatatat 


» G380 


City SE 


咕 =1 


《iii Sas" 


=1 


{ivy Ea". : 


n= 


{vy) DD 2" sn 。 
色 二 ] 


， 根 值 判别 法 圣 少 在 理论 上 总 可 以 用 来 求 乔 级 数 的 收 伍 半径 ， 实 际 上 ， 
对 邓 情 况 的 性 细 分 析 可 导出 关于 收 化 举 径 的 一 个 公式 , 即 所 亩 " 柯 西 - 
哈达 玛 公 式 ”。 首 先 忆 定数 las 1 的 集合 是 有 界 的 . 


(a) 应 用 习题 二 十 二 , 7 证明: 如果 jagTas[lz|<b 则 之 ,ma 


Et 


收 笋 . 


(b) 并 证 明 当 a3y[arT1z|>1 时 ，S a。2* 具 有 无 界 的 项 , 


n=0 


(oO (0) 和 (b) 表 明了 a。s" 的 收 颌 半径 是 1/ Tiss TarT ( 鞭 中 “1/0” 


吊兰 月 


意味 着 “co”)， 为 了 完成 谈 公 式 , 当 所 有 4 a] 的 集合 无 界 时 , 定 


义 HIms/ Ta 一 oo， 证 明 在 这 种 情况 下 了 06s" 对 于 z 二 0 发 散 ， 


n= 人 0 
战 而 收 敲 半 径 是 0( 它 可 以 看 做 是 "1/co”). 
， 演 察 下 边 的 三 个 来 自 第 古 3 的 级 数 ; 
2 2 避 。 
扯皮 了 el 天 权重 


证 明 第 一 个 级 数 在 单位 团 上 处 处 收效 ; 第 三 个 级 数 在 单位 加 上 无 一 外 
腕 做 ; 耐 第 二 个 级 数 齐 少 对 于 单位 圆 上 的 一 个 点 收 底 且 至 消 对 于 单位 
辕 上 的 一 个 点 发 散 ， 

，《4) 证 明 对 主 所 有 复数 4 和 过 有 8e 一 est 《你 只 要 护 赔 习题 -| 
* Fie 


机 


10. 


七 , 35 的 有 关 部 分 . ) 

{b》 证 明 对 于 所 有 网 复数 zx 和 有 
sin rs 二 ti) 一 Sin 25003 妇 十 C082 Si 可 

种 cos {z+ m0) 一 052508 0 — SIN Y SIN Ww, 
(a)》 证 明 每 个 绝对 值 为 工 的 复数 都 可 以 对 于 某 个 实数 3 写 为 ea 
tb) 证 明 关于 实数 字 和 引 有 |ez+ 如 | =e". 
{a) 证 明 exp 取得 除 0 以 外 的 每 个 复数 慎 . 
(b) 证 明 sin 取得 每 个 复数 值 ， 


，{a)】 证 昭 复 值 道 数 f= 十 iv 满足 方程 


Cf a ff 0 ” 
的 必要 和 充分 条 件 是 宇和 都 注 足 此 方程 . 提示 : 应用 习题 一 十 五， 9, 
(Cb) 证 明 如 果 4=5 十 si 是 方程 
二 0 

的 一 个 复数 要， 周 人 2) 二 es:*sinexz 和 (x)=et+7eoscx 痢 是 (+) 

的 解 . 
(a) 证 明 exp 在 已 上 不 是 一 对 一 的 ， 
(Cb) 给 定 妈 寺 090， 证明 当 且 仅 当 = 一 2 十 记得 全 Y 一 ]0o8| 好 信 这 里 log 

表示 实 的 对 数 函 数 ), B.# 是 史 的 一 个 幅 角 时 才 有 ez 一 世 ， 


Te 


*{c) 证 明 不 存在 对 非 零 复数 定义 物 韦 续 函 数 log, 使 得 对 于 一 切 s 直 0 


有 exp(llog(#))==z。 (证 月 log 甚至 对 于 }zj=1 也 不 能 连续 
地 被 定义 . ) 因 为 没有 一 种 方法 定义 连续 的 对 数 国 数 , 所 以 我 们 不 " 
能 阅 一 个 复数 的 对 数 ， 而 只 能 说 “关于 如 的 一 个 对 数 "， 宕 思 是 指 
适合 ## 一 雪 的 无 穷 允 个 中 的 一 个 数 ， 
(d) 求 关 于 的 所 有 对 数 ， 。 
《e) 求 二 的 一 切 秆 , 亦 即 ee 的 一 切 值 , 其 中 < 是 i 的 一 个 对 烤 ，( 共 
答案 将 是 实数 . ) 
(f) 证 明 (1)1 具 有 无穷 多 个 可 能 代 , 抽 到 守则 公有 一 个 值 . 


(8) 对 于 实数 z+ 证 明 我 们 能 部 选取 log(z 十 站 和 log (一 让 为 


log (s+ +1) 一 = 了 log (1 十 六 ) 十 的 一 aretanzh 


晤 ” 详 注 : qr 语 体 定 为 实数 ， 
二 阁 申 和 


13. 


14. 


,~、_1 fr 
log (sr— 1) -lon(l+s) i( 5 arotanz ). 


(入 意 到 当 = 六 0 时 于 一 aretang 一 arctan11z 将 会 症 有 帮助 的 . ) 
tb) 表示 式 


1 1 1 1 
la: 一 (st z+ ;) 
形式 地 产生 出 


der 1 四 , 
=e 人 一 iog (zi+i}]. 


试 应 用 (a) 验 证 这 个 解 等 和 通常 的 答案 是 符合 的 ， 


， (8)》 设 {4,} 汶 一 复数 序列 , 如 果 


lim | aa 一 Ga |=0, 
.nb 


则 称 {as} 为 籽 焉 序列 ， 假 定 a 二 5 十 ics, 其中 和 ci 是 实数 . 
证 明 {gs} 是 柯 西 序列 的 必要 充分 条 件 是 切 必 和 {小 为 柯 西 序列 。 

(b) 证 明 每 个 复数 林 菠 序列 都 收 化 ， 

(c) 不 用 关于 实 级 数 的 定理 秽 直 捷 证 明 ， 绝 对 收 伍 的 级 数 是 收 语 的 ， 
且 蒜 任何 重 排 具有 同一 个 和 . (应 用 关于 实 级 数 之 相应 定理 航 证 
法 是 允许 的 , 而 且 实 际 上 也 是 适当 的 , ) 

道 过 写 出 cosn0= (ein? 十 em 站 12, 并 和 将 所 得 的 几何 级 数 求 和 , 然后 用 

2 ii 荣 上 边 和 下 边 , 证明 公式 

sin[ as 二 去) 

2sin 作 

设 {as} 为 韭 玻 纳 奇 序列 , 41 一 02 二 10n42= 0 十 Qari 


(a) 如 果 7, 一 2 备 世 ,证明 rw 一 1 二 


1 
ds Ei 


证 e088 二 cos26 十 十 cosng = 


(b) 证 明 7 二 limrs 存 在 , 且 + 二 1 十 十 ， 由 此 断言 + 二 (1 \/ 吾 )12. 


(e) 证 明了 yasz" 具有 收 合 半 熏 21(1 十 V5)，( 应 用 本 音 电 未 证 明 


内 一 】 
的 一 些 定理 , 以 及 由 习题 二 十 三 , 8 中 得 出 的 . 
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也 ,an 太一 一 17(22 十 5 一 匡 


刀 三 1 

这 个 事实 , 我 们 能 够 预言 其 收 钙 半径 是 #: 十 z 一 1=0 的 根 中 最 小 

的 那个 绝 对 值 ; 因为 其 根 为 (一 1 土 V5)/2， 所 以 收 化 半径 应 是 

(一 1 十 V5)/2， 注 意 :. 这 个 数 实际 上 刍 于 2/(1 十 v5).》 

15， 因 为 (ex 一 1)1z 可 以 写成 在 0 处 非 零 的 智 级 数 1 十 x/21 二 24/131 十 …， 

由 此 推出 如 果 当 #0 了 时 9(z) 一 z/(e: 一 1 而 9(0)=1, 则 9 在 某 个 转 
绕 0 的 回 内 是 可 微 的 ， 于 是 由 本 谷中 未 证 明 的 那个 定 再 推出 有 一 个 
具有 非 零 收 衣 半 熏 的 禹 级 数 


我 们 还 能 预告 其 收获 半径 是 24, 因为 使 得 。 一 1 一 0 的 数 z 二 2Kxi 中 
最 小 的 绝对 忆 是 2r。 这 邢 出 现 的 数 b, 称 为 内 努 利 数 ?， 
(a) 显然 b= - #3(0) = 二 1， 现 在 证 明 : 


将 守之 er 十 1 
ez 一 = +t 字 "l 
e 十] _e*+l1 
el™ el1 
并 导出 : 
2 一 -去 Ba 一 0, 当 之 1 为 奇数 时 - 
(b) 通过 求 等 式 
:一 (对 z+ 全 + 全 +4) 
Reb | 
中 高 过 的 zs* 前 系数 证 明 当 #1 有 冉 有 


("ee 


fe 


”这 个 公式 双 许 我 们 以 其 前 面 的 省 B,Ci<E 一 1) 计 算 任 一 3。， 间 证 


名人 有 时 称 丈 :本 as= 《一 1 ba 为 由 的 利 著 , 迷 是 由 于 当 mt 此 是 半数 时 B= 
〈 风 人 a))》 并 由 于 数 bss 在 符 导 上 是 交错 的 ， 只 乓 我 们 不 证 明 它 . 这 一 名 称 的 其 他 变 体 
也 在 使 用 着 ， . , . 
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明 它们 中 的 每 一 个 都 是 有 理 数 ， 计 算 下 列 各 数 ; 
1 1 


1 -1 bo- 
br = -a0 ?= = 0 
中 的 两 个 或 三 个 . 
*(e) 部 分 (9) 证 明了 
二 ba _baa gn ex 十 1 
(21 喜 ‘es—1 
B21t et 
-3 


以 2is. 代 葵 z 并 证 明 


zot 2s= > 全 1 (— 1)"2tnsn, 
用 三 0 


*(d》 证 豚 
| tang 一 Cotz 一 2Cot2z， 
#fe) 证 困 


tanz— DID)" 2 1 
= ” 
(这 个 级 数 关 于 |z| < 二 /2 收藏, ) 
15. . 贝 努 利 数 在 一 个 最 好 用 某 种 记号 彩 式 地 介绍 的 定理 中 起 着 重要 的 作 
用 .让 我 们 用 力求 表示 "微分 算 子 ", 即 DF 表示 产 ， 则 Df 将 窟 味 车 


7 而 eey 则 意味 着 卫 fm /nt( 这 个 级 数 在 一 般 场 合 当然 是 没有 澡 


性 三 昌 
久 的 ,但 当 耻 壁 如 说 是 一 个 多 项 式 函 数 时 它 有 意义 }， 最 后 , 设 入 表示 
“差分 算 子 "， 对 它 有 点 KZ)= 天 xz 十 下 一 起 z)， 现 在 不 管 收效 性 的 问 
题 , 由 泰勒 定理 就 得 到 


f(std -=D 
| 


fst D~ fs) = Pe 0 


zl 


» 


我 们 可 汶 用 符号 将 这 写 为 Af= fe? -1 六 其 中 1 是 “恒生 算 子 "， 黄 
笃 可 以 更 符号 化 地 将 它 写 为 A=e? 一 1, 该 式 隧 示 


_D 
em 
于 是 我 们 显然 六 有 | 
wo b, 
Dp- Z's 
| =o 
亦 即 


CD f= 袜 生 [ftz+D 一 foo(z)]， 
=0 


这 种 形式 上 的 东西 可 取 之 处 在 于 它 起 作用 ! 

(a) 证 明 当 了 是 多 项 式 函 数 时 (+*) 真正 成 立 《在 这 种 情况 下 无 劣 
和 实际 上 是 有 限 和 )?。 提 未 : 将 (#*) 应 用 于 产 ? 求 出 一 个 关于 
着 坟 一 Yo(z) 的 公式 4 然后 应 用 第 15 丁 (b) 中 的 公式 求 
{**#) 有 边 的 了 (5) 的 系数 . 

《by 由 t**) 推 导出 


, fn ~ ber poy 一 Fniv0y]。 
(0+ + fn) rf (#T 1) —f0)] 
(c) 证 明 关 于 任 一 多 项 式 函 数 g 我 们 有 


oO tto = gtr [gt D -gn(0). 
| Bl - 


(d) 应 用 这 个 式 子 于 g(+)=w? 证 其 


nl . EE 

st! Bf bP i 
St = + sr, 
用 5= 一 三 这 一 事实 证 明 

和 

yo! br 卫 i 
2 

这 个 公式 的 前 十 个 实例 已 在 习题 二 , 6 中 写 出 过 ， 它 们 是 作为 发 


现 一 般 模式 的 启示 而 提供 的 。 现 在 起 来 这 也 许 是 一 种 不 自然 的 
本 和 


路 示 ， 但 册 势 利 元 的 确 就 是 以 实 种 方式 发 现 的 ! 在 写 出 这 10 个 
公式 之 后 ， 贝 努 利 醒 (在 他 的 死 后 出 版 的 著作 drs Conjectandi 
中 , 1713) 宣 称 : “凡是 就 它们 的 规律 性 考查 这 仿 序 列 的 人 们 都 能 
延续 这 张 表 . "然后 他 写 出 了 上 过 的 公式 , 全 然 没 有 提供 共 证 明 而 
只 是 指出 其 系数 5 《他 简单 地 用 4, B,C，… 央 示 它 们 ) 满足 第 15 
题 (b) 中 的 等 式 ， 这 些 数 和 关于 zs/{e: 一 1) 的 短 级 数 中 的 系数 之 
间 的 关系 是 欧 拉 发 更 的 ， 

*17， 第 16 题 (c) 中 的 公式 能 推广 到 9 不 是 多 项 式 函 数 的 情形 ， 其 无 限 和 应 
代 之 以 有 限 和 加 余 项 的 形式 为 了 求 此 关于 会 项 的 一 个 去 示 式 , 引入 
某 些 新 的 函数 将 是 有 用 的 ， 

{4) 由 努 利 密 项 式 p。 定义 为 


pa(z) 一 Y( )5see 


k=0 


其 前 三 个 是 
oa(z) 一 xz 一 工 ， 


PE) 一 “十 二 


p72) 一 ww 一 对 十 入 
证 明 . 
Pn 0) =$,, 
pa(1) = 当 #1 有 时， 
ar) 一 Ape (t), 
Pt) 二 (一 ])5pa(1 一 人 w， 当 %>1 时， 
提示 : 证 明 最 后 一 个 等 式 肝 , 从 % 二 2 出 发 用 对 # 的 归纳 法 . 


(b) 设 琵 (z) 是 关于 f 中 在 区 癌 Ez,z 十 1] 上 的 泰勒 公式 中 的 余 项 , 即 
(9) f(g+ DD) -f(s)= Dm 


n= 


证 二 


ra- 党 [fm (wt) —f D1 - _ Su tBu -tt 


L=0D 
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” 提示 :仿照 第 16 邮 (a)，、 注 意 卫 的 下 标 是 育 一 
(e) 应 用 余 项 的 积分 形式 征明 
Sp ds) = 人 a. 


E=0 
{d) 推导 “ 殉 拉 -马克 劳 林 求 和 公式 
| gtr) 二) 


x 
-=| at DR te : 


gt- Dr) + Bytey, LL 
其 中 
本 。 
Sy lz, "=— | ,， ta 


j=0 


(e) 设 各 是 周期 为 1 的 周期 函数 ,对 091 之 1 它 满足 站,(19 一 pn(#) 
是 价 数 时 , %。 为 偶 冰 数 , #4 是 奇数 时 ,区 。 是 奇 国 数 . ) 证 遇 


Bra 划一 -人 ga 


(-( 一 De” gene)as 当 为 到 数 时 
和 泰勒 定理 中 的 余 项 不 同 , 余 项 Sy(%, 4) 通常 不 满足 litmSx (zn) 一 0， 


这 是 因为 风 努 利 数 和 贝 努 利 函数 变 大 得 非常 快 (虽然 从 前 几 个 例子 酒 
不 出 这 一 点 }， 不 过 ， 由 求 和 公式 仍然 常常 能 得 到 重要 的 信息 ， 共 一 
般 情 形 已 在 专题 研究 ( 央 近 级 数 ”) 的 范围 内 很 好 地 讨论 过 , 下 一 题 则 
表明 一 个 特别 重要 的 例子 . 

**18、(a) 应 用 广 =2 的 欧 拉 - 马 训 劳 林 公 式 证 明 


i 四 _ 工 * P(t) 
gl 小 十 ng D=) pet 言 jogn 二 | -3 dt. 
《b) 证 明 


ve) 


Ce) 说明 广 义 积分 8 一 [Ct)/ 24d4 为 什么 存在 ， 并 证 明知 果 


* O66 » 


立 一 上, 则 


be (mtr)= -| hat. 


8) 习题 十 八 ,26( 由 证 明了 


一 (GeDi2m 

Vr -lm 

应 用 (ic) 证 明 
1 

Me =lim a {2m) te tn NR 


并 断言 a 二 ~v 2 ， 


ke) 证明 1pz(z)} 对 [0, 由 内 的 的 最 大 人 是 石 , 因 此 
em es 
由 此 作出 结论 ， 
AAA DN Mt HEN ER A DA Nt ent 
第 18 题 的 最 后 结果 一 一 斯 转 林 公式 的 一 种 强 式 , 证 明 #1 在 下 述 意 义 上 
近似 地 等 于 VV 2X8"+1/2e-", 邯 当 如 绞 大 时 这 个 式 子 与 ml 相差 一 个 和 n1 相 比 
很 小 的 量 ， 出 如 ， 对 w= 二 10 我 们 得 到 3598696， 以 此 替代 3628800， 共 误差 
之 1 锅 ， 
斯 恬 林 公式 的 一 个 更 一 般 的 形式 说 明了 求 和 公式 的 “斯 近 ” 特征， 在 第 
18 题 中 所 应 用 的 疗 一 论证 现在 可 用 来 证 明 对 于 入 尝 2 我 们 有 


， EE 
一 2 - “pr{t) 
log (Ems )= See i 士 1 后 at, 
E32 
因为 $y 是 有 界 的 , 所 以 我 们 可 以 得 出 形 如 


"at 
| 


的 估计 ， 各 全 广大 , 常数 于 w 也 大 ; 借 对 非常 大 的 而 言 ， 因 于 Ra"* 将 使 各 
非常 小 。 因 此 , 表示 式 : 


- 昌 
Vien op( Pa) 
直至 人 


当知 小 时 也 许 是 甘于 中: 的 一 全 非常 坏 的 近似值 , 但 对 于 大 %( 守 大 取决 于 久 ) 
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nt 


它 将 臣 一 个 非常 好 的 近似 信 { 多 好 也 取决 于 加). : 
选 题解 答 


1 因 六 中 |< 人 站， 有 可 全 收 牧 ,所 以 原 级 数 绝 
i=l 


对 收敛 . 
《iii) 因为 其 实 项 形成 级 数 


1 
而 其 虚 项 形 瞩 级 数 
1 


， 了 i 
i 本 + 言 - 子 +…》 
所 以 原 级 数 收 北 , 但 不 绝对 收 生 ， 
(v) 因为 其 实 项 形成 级 数 
jng3 logd ，og5 log7 ， bes log9 
于 9 


: 发 散 , 所 以 原 级 数 发 散 . 
2. (让 ”极限 


zl 二 TD 一 
lm en fa im( 5 1z1= |z| 


， 对 斑 |#| 之 1 是 之 1, 倡 当 |3) 汪 1 时 则 守 1, 
《iii) 极限 
次 二 二 
elal 
当 jz|<1 财 之 1, 而 当 ]#| 之 1 时 1 
《Y) 极限 
, a+1| 5 (+L , 
lim gal = lim21a] "De 
对 于 ]z| 二 1 为 0, 但 对 |#| 沁 1 则 为 9， 
3，( 人 ”极限 


liih 


bi + pT 
EE Vi Eu 1z*| 
种 - 记 nV- 并 


当 |z|<vV 卫 时 皆 一 1 所 以 读 航 数 对 于 ?|<v 2 绝对 收效 ， 但 
坡 数 对 于 |4| >YV 这 不 绝对 收敛 因 比 鞭 收 敏 半径 为 v3 
+ 和 在 攻 


{iS 
因为 


加- 
所 以 读 级 数 当 1z| 志 2 时 绝对 收 敏 ， 而 当 |s|>>2 时 不 绝对 收 北 ， 
为 而 其 收 敏 半径 为 2 
ty) 极限 


limw 2*| sl 一 21im | 2 | 全 -1 


好 的 性 


当 1z| 之 1 时 是 9， 而 当 1z1 六 1 时 为 wm， 所 以 级 数 的 收 敲 半 径 为 
1. 


中 ”评注 : 原文 厦 误 , 解 错 , 掖 时 据 原 早 补 煞 . 
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第 五 部 分 “结束语 


有 个 最 聪明 的 建筑 师 ， 
他 发 明了 一 种 修 房子 的 新 法 村 ， 
从 房 项 盖 起 ， 
向 下 施工 
”最 后 打 地 基 。 
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+ 闪 六 人 和 


第 二 十 七 章 域 


在 本 书 中 ， 为 定义 所 有 重要 概念 已 作 了 至 诚 的 努力 ， 甚 至 连 
“函数 ”这样 的 一 些 经 常 认为 一 个 直观 的 定义 就 已 经 足够 了 的 词 也 
给 下 了 定义 ， 但 是 , 作为 本 书 中 两 个 主要 角色 的 Q@ 和 RR, 却 只 是 被 
命名 而 从 未 下 过 定义 . 对 未 章 定义 过 的 东西 决 不 可 能 透彻 地 分 析 ， 
而 “性 质 "P1 一 P13 必须 看 成 是 关于 数 的 一 些 假设 , 而 不 是 定理 .不 
过 , 我 们 已 经 特意 避免 了 “公理 ”一 词 ， 且 对 P1 一 P13 的 迎 辑 地 位 
将 在 本 章 中 更 仔细 地 加 以 审 次 

象 Q 和 民 一 样 , 集合 护 和 也 也 未 定义 过 ， 诚 然 , 关于 这 四 者 的 
某 些 论述 曾 在 第 二 章 中 写 出 过 ， 但 那些 粗略 的 描述 跟 定义 相差 其 
远 ， 例 如 , 说 N 由 1, 2, 3 等 等 组 成 , 只 不 过 是 命名 了 N 的 某 些 元 素 
而 没有 使 它们 间 一 (因此 “等 等 ”是 无 济 于 事 的 )， 自 然 数 是 能 够 定 
义 的 ， 但 其 程序 是 复杂 的 且 对 于 本 书 的 剩余 部 分 而 言 也 是 不 很 适 
宜 的 , 建议 读物 的 目录 中 包含 有 关于 这 个 问题 的 参考 书 , 也 包含 有 
当 我 们 希望 从 基础 的 逻辑 出 发 去 发 展 微 积 分 时 所 需要 的 其 他 一 些 
步 难 的 有 关 矢 考 书 . 这 个 进程 的 下 一 步 将 从 用 N 定 义 Z 开 始 , 进而 
用 艺 定义 Q. 这 一 进程 终归 会 得 出 某 个 有 明确 定义 的 集合 QQ, 某 种 
明确 地 定义 了 的 运算 十 和 *, 以 及 作为 定理 的 性 质 P1 一 P12、 这 个 
进程 的 最 后 一 步 是 以 Q 来 构造 R. 这 最 后 的 一 个 构造 是 我 们 所 关 
心 的 ， 假 定 @Q 已 经 定义 , 且 对 于 QP1 一 P12 已 被 证 明 , 我 们 最 终 将 
定义 民 并 对 民 证 明 所 有 的 Pl1 一 P13， 

我 们 证 明 Pl 一 P13 的 目的 意味 着 我 们 不 仅 必须 定义 实数 , 而 
且 也 必须 定义 实数 的 加 法 和 乘法 ， 实 际 上 ， 实 数 只 是 当 它 作为 一 

* SFT» 


nt er ri 


个 与 这 些 运 算 合 起 米 移 集合 时 才 有 意思 : 其 有 决定 意义 的 是 关于 
加 法 和 对 法 实数 的 性 质 如 何 ， 至 于 实数 本 身 实际 上 可 以 是 什么 鲁 
是 无 关 紧 要 的 。 异 用 一 个 所 谓 “ 域 "的 概念 ， 这 个 断言 就 可 以 用 一 
个 很 有 意义 的 数学 方法 表示 出 来 ， 域 的 概念 作为 特殊 情况 包括 了 
本 书 中 的 三 个 重要 的 数 系 ， 近 代数 学 的 这 个 特别 重要 的 抽象 ， 合 
并 了 Q,R, 和 CC 共有 的 性 质 Pl 一 P9，、 所 谓 城 是 (无 论 哪 一 种 对 象 
的 ) 集 合 卫 连同 两 个 定 交 在 严 上 的 “二 元 运算 ”十 和 *( 亦 有 即使 下 中 
的 元 素 4 和 刀 与 环 中 的 另外 两 个 元 素 6 十 8 和 asb 相 联 系 的 两 个 
法 则 ), 关于 两 个 运算 十 和 * 要 满足 下 列 条 件 : 
《1》 对 于 下 中 的 一 切 4,5 和 c 有 
(4 十 下 十 c 一 5 十 (5 十 c)。 
《2) 下 中 存在 某 个 元 素 0 使 得 
《i) 对 五 中 的 所 有 a, 有 a 十 0=4a. 
《这 ) 对 也 中 的 每 一 个 9, 看 在 了 中 的 某 个 元 素 5 使 
5 =0. 
(3) 对 于 刺 中 的 所 有 ea 和 机 有 1 
a 二 六 一 五 十 引 站 
《4) 对 于 吾 中 的 所 有 4 3 和 5， 
(opb)ec=ar(her). 
(5) 了 中 存在 某 一 元 嵌 1, 使 得 1 二 0 且 
(i 对 于 中 的 一 切 a 有 9%*1=a， | 
(ii) 对 正中 每 个 az0 的 4, 有 忆 中 的 菜 一 元 素 5 使 
aeb=1. 
(6) 对 于 玉 中 的 一 切 a 和 5, 有 ae5=bea. 
{?) 对 于 部 中 的 一 切 ,5 和 6， 
人 一 
域 的 常见 的 例子 , 正如 已 经 指出 的 ,是 人 Q, R 和, 并且 十 和 。* 
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就 是 常见 的 运算 十 和 :， 解 释 这 些 为 什么 是 域 大 概 是 不 必要 的 ,但 
总 而 言 之 其 解释 是 非常 简单 的 ， 当 十 和 。 理解 为 通常 的 十 和 -时 ， 
法 则 (1), (3), (4), (6), (7) 只 不 过 是 P1, P4, P5, P8, P9 的 重 述 ;起 
着 ?和 1 的 作用 的 元 素 是 数 0 和 1( 这 说 明 为 什么 要 选用 记号 0 和 
]); 且 (2) 或 (5) 中 的 元 素 6 则 分 别 是 一 4 或 w'，( 为 此 ,在 任意 的 
域 也 中 我 们 用 一 a 来 记 使 十 (一 0) 二 0 的 元 素 ， 而 对 40 用 a-! 
来 表示 使 se = 1 的 元 素 . ) 

除了 Q,R& 和 忆 之 外 ,还 有 另外 多 个 容易 描述 的 域 . 一 个 例子 
是 关于 但 内 的 a, 5 由 一 切 形 如 a--5vV 台 的 数 所 组 成 的 集合 FF， 
其 运算 十 和 ， 还 是 关于 实数 的 通常 运算 十 和 :， 有 必要 指出 这 些 
运算 实际 上 的 确 产 生出 忆 , 的 新 元 素 : 

(a 十 BA 32) etd 2) 
一 (gq 十 6) 十 (8 十 QO) 2， 它 在 下 内 : 
(qth 2)C0+dv 2) 
= (ac 十 25d) 十 (58c 革 cd)M2, 它 也 在 也, 内 ， 

关于 域 的 条 件 (1), (3), (4), (6), (7)， 对 于 FP 是 明显 的 ， 既 然 这 
些 条 件 对 于 所 有 实数 都 成立, 它们 无 疑 对 于 一 切 形 如 a-+bwv/ 了 的 
实数 也 是 成 立 的 .因为 数 0=0 十 0M 在 了 内 ， 且 对 于 了 F, 中 的 
4 一 4 十 bY 3 而 言 ,了 中 的 数 8 一 (一 0) 十 (一 0)VZ 满足 «二 = 
6， 所 以 条 件 (2) 成 立 ， 则 祥 地 , 因为 1=1+0V3 在 Fi 内， 展 以 
(5i) 也 满足 了 ， 唯 一 稿 微 困难 一 点 的 是 5ii) 的 验证 ， 如 果 a 十 
B52 尖 0, 则 


(tO TYE! 
所 以 必须 证 明 1/(at+bV3) 在 F 办， 因为 


1  _ 6 一 Be 2 
atbv/2 (ae 一 站 /30 二 2) 


+ 看 7 了 
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-tr 
(用 a 一 62 作 除数 是 正当 的 ， 因 为 仅 当 o=28 一 0 时 才能 有 a-. 
5 2 一 0( 由 于 M2 是 无 理 数 )， 而 4=5==0 的 情况 已 被 假设 e+ 
5 了 天 0 所 排除 . ) 所 以 17(e 二 5/ 2 ) 的 确 在 下 内. 
域 的 下 一 个 例子 F: 在 某 一 方面 看 来 是 相当 简单 的 : 它 只 4 
含 两 个 元 素 ， 我 们 也 可 以 用 0 和 1 米 家 示 它们 ， 基 运算 十 和 。 由 
.下 面 的 两 个 表 来 描述 ; 


+0 1 0 1 
oj o | : oslo 
i1110 上 ol|1 


条 件 (1) 一 (7) 的 验证 是 简单 的 , 一 一 核对 就 是 了 ， 例 如 , 条 件 
(1) 可 通过 核对 由 使 4，5，c 一 0 或 1 所 得 出 的 8 个 等 式 来 加 以 证 
明 ， 福 意 , 在 这 个 域 中 1 十 1=0; 此 等 式 也 可 以 写作 1= 一 L. 
我 们 关于 域 的 最 后 一 个 例子 是 很 天 物 的 ; 本 由 R 中 的 e 所 
形成 的 所 有 数 对 (a, 四 组 成 , 且 十 和 。 定 义 为 
(qa) (2b,b)= a+b,atb), 
{ga, a}* (Bb, 6)= (0b, a:6). 
(右边 出 现 的 十 和 是 通常 的 对 干 民 的 加 尘 和 萨 法 . ) 关 于 Ps 是 一 
个 域 的 证 盟 留 给 读者 作为 一 个 简单 的 练习 . 
域 的 性 质 的 详细 研究 本 身 就 是 一 个 学 科 ， 但 就 我 们 的 目的 而 
论 ， 域 只 是 提供 了 一 种 用 来 以 最 经 济 的 方法 讨论 数 的 性 质 的 理想 
的 结构 。 例如， 在 第 一 章 中 对 于 “ 数 所 导出 的 P1 一 P9 的 种 种 扒 
论 实际 上 对 任 一 域 都 是 成 立 的 ; 特别 是 它们 对 于 域 Q,R 和 CC 是 
正确 的 . 
注意 ,Q，R 和 C 的 某 些 共同 性 质 不 是 对 于 一 切 域 都 适用 的 . 
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例如 ， 等 式 1 十 1=0 在 某 些 域 中 是 可 能 成 立 的 ， 因 此 G 一 5 一 5 一 6 
未 必 含 有 4= 台 的 意思 、， 对 于 域 忆 而 言 ,1 十 1 闫 0 这 一 断言 已 由 人 
的 描述 推导 出 来 :然而 对 于 域 Q@ 和 民 来 说 , 这 个 断言 则 是 由 一 些 别 
的 性 质 推 出 来 的 ， 而 在 关于 域 的 诸 条 件 当中 没有 与 这 些 性 质 相 类 
似 移 东西 ， 有 一 个 有 关 的 概念 的 确 用 到 了 这 些 性 质 ， 一 个 有 序 域 
是 指 (具有 运算 十 和 。… 的 ) 域 连同 了 的 一 个 具有 下 判 性 质 的 某 一 
子 集 P(* 正 " 元 素 ): 
《8) 对 于 罗 内 的 所 有 4， 下 面 三 :种 情况 中 的 一 种 且 只 有 一 各 

是 真 的 : 

(i) a=0, 

(ii》g&g 在 PP 内， 

fiiiy 一 a 在 PP 内。 

(9) 如 果 4 和 5 都 在 P 内 , 则 ao 呈 5 在 P 内 .， 

(10) 如 果 a 和 5 都 在 P 内 , 则 ae5 在 P 内 , 

我 们 已 经 看 到 域 己 不 可 能 作成 一 个 有 序 域 ， 仅 具有 两 个 元 素 
的 域 王 *, 辐 样 不 能 作成 一 个 有 序 域 ， 事 实 上 ， 应 用 条 件 (8) 于 1= 
一 1 证 明 必 在 P 内 ; 而 条 件 (9) 则 了 暗含 有 1 十 1= 0 在 P 内 的 总 
思 , 这 与 (8) 相 矛盾. 另 一 方面 , 由 a, 5 在 Q 内 的 一 切 形 如 e-HB 5 
的 数组 成 的 域 Fi 必定 可 作成 一 有 序 域 ， 设 P 为 是 正 实数 (在 通常 
的 音义 上 ) 的 所 有 9 十 bs 3 的 集合 ， 域 瑟 也 可 以 作成 一 个 有 序 
域 ;P 了 的 描述 留 给 你 去 做 ， 

对 于 任意 的 有 序 城 自然 要 引入 相应 于 对 @ 和 民用 过 的 记号 ; 
我 们 规定 

ap， 如 果 z 一 5 在 内 ，. 
站 如 果 Da， 
gb, 如 归 ge 妇 5 或 5 一 让 
qb0， 如 果 am 或 5 一 5 
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应 用 这 些 定义 我 们 可 以 对 任 一 有 序 域 了 重新 作出 第 七 意 中 的 
那些 定义 : 

设 妇 为 了 的 元 素 的 一 个 集合 ， 如 果 瑟 内 有 某 个 < 使 得 戏 于 在 
矶 中 的 一 切 # 有 sx， 则 称 集合 4 是 上 方 有 界 的 ， 任 一 这 样 的 x 
都 称 为 4 的 一 个 上 罪 ， 如 果 五 的 元 素 2 是 4 的 一 个 上 界 ， 且 对 于 
殖 内 是 4 的 上 界 的 每 个 8 都 有 zs 加 则 称 x 为 4 的 最 小 上 界 . 

最 后 , 可 以 陈述 一 个 和 关于 民 的 性 质 P13 类 似 的 性 质 ; 这 就 引 
导出 本 登 中 最 后 的 一 个 概念 : . 

完备 的 有 序 域 是 指 这 样 一 个 有 序 域 ， 在 其 中 每 人 上方 有 界 的 
非 空 集合 都 具有 最 小 上 界 . 

对 域 的 研究 似乎 使 我 们 远离 了 构造 实数 的 目标 ， 然 而 ， 我 们 
现在 却 持 有 一 个 系统 地 陈述 这 一 日 标的 易于 理解 的 方法 .在 剩 下 
的 两 章 中 将 要 回答 的 问题 有 两 个 : 

1， 有 设 有 完备 的 有 序 域 ? 

2 是 否 只 有 一 个 完备 的 有 序 域 ? 

关于 这 些 研 究 , 我 们 的 出 发 点 将 是 假定 为 一 个 有 序 域 的 人 QQ, 它 
包含 有 N 和 艺 作 为 其 子 集 ， 在 一 个 关键 性 的 地 方 ， 有 必要 假定 关 
于 QQ 的 另 一 事实 : 

设 z 为 QQ 的 一 个 适合 *>>0 的 元 素 , 则 对 于 QQ@ 内 的 枉 一 都 有 
- 某 个 在 内 的 # 使 nx>y. 

这 个 假设 ( 它 呈 言 有 理 数 具 有 实数 的 阿 基 米 德 性 质 ) 不 是 由 有 
序 域 的 别 的 性 质 推出 来 的 (明确 地 证 明 这 一 点 的 实例 见 [17])， 对 
我 们 来 说 重要 的 是 ， 当 人 @ 有 明显 地 构造 后 ， 性 质 Pl 一 P13 就 会 作为 
”定理 出 现 ， 这 个 附加 的 假设 也 是 如 此 ; 要 是 我 们 真 的 从 头 着 手 的 
话 , 对 @ 的 种 种 假设 就 会 是 没有 必要 的 ， 
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” 51。 设 瑟 是 集 含 {0, 1 2} 并 用 下 而 的 表 玉 定义 上 的 运算 十 和 +、，( 煌 造访 


表 的 规则 如 下 : 按 通 常 的 方法 相 加 或 相 乘 , 然后 减 去 3 的 最 高 可 能 倍 

数 ; 这 樟 , 因为 2:2=4=3 十 1, 所 以 2-2 一 1. ) 证 明正 是 一 个 域 , 并 证 明 

它 不 可 能 作成 一 个 育 序 域 . 
十 0 1 2 


现在 恨 设 我 们 试图 构造 一 个 共有 元 素 0 1, 2 3 的 域 卫 使 它 县 有 如 在 


前 例 中 定义 的 运算 年 和 :, 即 党 按 通 常 的 方法 相 加 或 相 毗 , 然后 威 去 4 
的 最 高 可 能 倍 康 .证 明 这 也 不 是 城 . 


投了 = 人 0，]，Q， 让， 并 用 下 面 的 家 定义 了 上 的 运算 十 和 证 明太 是 


一 个 城 


: 《a)》 设 五 是 一 个 域 ， 在 其 中 1 十 1=0， 证 明 对 于 所 有 的 = 有 ae= 


《这 也 可 以 写 为 4 二 一 9). 
(b) 假定 对 于 某 个 a0 有 .a+e=0, 证明 1 十 1=0 (从 而 对 一 切 加 有 
845=0. | | 
(3) 证 明 在 性 一 域 中 对 于 所 有 的 自然 数 夫 和 我 们 有 
(1 十 … 十 1 1 二 … 十 1 一 1 十 … 二 1 
Te Ta 人 
”所 这 Le HR 
(tb) 滔 设 在 域 记 中 关于 基 个 自然 数 癌 我 们 有 
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1 十 … 十 1 有 0 
班次 
证 盟 具 有 这 个 性 慎 的 最 小 的 和 a 必 定 是 一 个 素数 (这 个 素数 称 之 为 
五 的 特征 ). 
6， 设 到 是 只 有 有 限 多 个 元 素 的 任 一 城 ， 
{8) 证 明 必 有 不 同 的 自然 数 加 和 适合， 
| 1 二 1=1 十 … 十 1 
楷 深 品 深 
cb》 推断 有 其 个 自然 数 天 适合 
1 十 … 十 1=0. 
Te 
天 次 
7 ， 设 中 负 和 总 为 城 亚 的 元 素 , 是 满 是 4rd=b6 关 全 证 明 方程 组 
qt*b:#= 安 ， 
cz 十 dg 一 应 
对 于 ”和 3# 是 可 解 的 ， 四 

8， 设 4 是 霹 卫 中 的 一 个 元 素 ， 4 的 “平方 根 ” 是 所 的 满足 如 =56.5=a 的 

元 素 纪 . 

(4) 0 具有 地 少 个 平方 根 ? 

《b) 设 e 关 0， 证 明 * 有 两 个 平方 根 ， 除 非 TI 十 1=0， 而 在 读 禧 况 下 4 
公有 一 个 平 友 根 . 

4 (a) 研究 方程 十 bz 二 cD 其 中 5。 和 we 都 是 城 严 中 的 元 素 . 假定 

广 一 4 在 下 中 有 一 平方 根 证 明 ( 一 8 十 *)/2 是 这 个 方程 的 一 
个 解 . 

(b) 在 课文 中 提 及 的 城下， 中 ,两 个 元 素 显然 都 有 平方 要 另 一 方面 ， 
容易 验证 其 两 个 元 素 都 不 满足 方程 z: 千 < 十 1=0. 因此 , (a) 中 的 
某 个 细节 必 是 不 对 的 , 它 是 全 么 ? 

10。 设 下 是 一 个 域 , 而 a 是 下 的 一 一 个 没有 平方 根 的 元 素 ， 这 一 题 说 明度 如 
何 去 构 造 一 个 较 大 的 找 F' 宕 包含 着 万 且 在 其 中 a 确 有 有 平方根 ，( 这 
个 构造 车 已 在 一 种 特殊 情况 , 即 下 = 二 民 且 0 二 一 1 人 讨 实 施 过 ; 这 种 特殊 
情况 将 会 在 此 是 整个 过 程 中 引导 你 ) 设 疡 由 x 和 $$ 在 内 的 所 有 元 
素 对 (x, 加 组 万 ， 如 果 在 上 的 运算 是 二 和 。， 则 在 下 上 的 运算 个 和 
中 定 沁 如 下 ;: 

EF 


(x 失 旨 (2 op) 一 (If 中 x,# 中 如) ， 
(2 OF, WB) = £29, ys WwW), 
(a) 证 坦 带 有 运算 外 和 加 的 下 是 一 个 城 . 
(b) 证 明 : . 
(2 OP, DD = (2+), 
(x, PDO, 0 = {7 0D, 
因此 我 们 可 以 约定 将 (2 站 简写 为 x 
Cc) 在 下 中 求 = (a,0) 的 一 个 平方 根 。 
，11。 设 所 是 实数 的 所 有 四 数组 (w, %,# *) 的 集合 ， 定 头 十 和 为 : 
{8 
(8, ,一 一 
59 十 tH 内 十 2X 一 2,82 十 Dp 十 上 一 宙 7)。 
(a) 证 明 邓 满足 关于 域 的 除 (6) 以 外 的 一 切 条 件 。 代 数 虽 则 常常 会 变 
得 丰 言 多 采 , 但 唯一 需要 一 点 思考 的 只 是 乘 站 逆 元 素 的 存在 。 
《b) 习 吉 上 记 
(0, 1, 0, 中 0 为 讲 
(0,0,1, 们 为 记 
{0 1 海 夭 
求 鹿 了 和 下 两 两 的 所 有 9 个 药 积 。 其 结果 将 详细 表明 条 件 (6) 无 
疑 是 不 成 立 的 ， 这 个 “ 非 对 称 域 一 一 体 "F 称 为 四 元 体 . 
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第 二 十 八 章 ”实数 的 构造 


本 章 必 然 要 包含 的 大 量 令 人 厌倦 的 工作 ， 因 采用 了 一 种 真正 
第 一 蔬 的 思想 方法 而 得 以 解脱 ， 为 了 证 明 完备 的 有 序 域 的 存在 ， 
我 们 必须 明确 地 详细 描述 它 ; 验证 关于 有 序 域 的 条 件 (1) 一 (10) 将 
是 一 个 直 搂 的 严峻 考验 , 但 对 于 域 本 身 , 即 其中 元 素 的 描述 则 的 确 
是 巧妙 的 ， | 

有 理 数 的 集合 却 是 由 我 们 随意 处 理 的 ， 并 有 必要 从 这 种 原 科 
料 出 发 产生 出 最 终 称 之 为 实数 的 域 , 对 于 未 人 门 的 人 来 说 , 这 似乎 
一 定 是 金 然 无 望 的 一 一 如 果 只 有 有 理 数 是 已 知 的 ， 那 么 其 他 的 数 
从 何 而 来 呢 ? 但 现在 我 们 已 有 足够 的 经 验 领会 到 情况 不 象 偶 然 想 
到 的 那样 没有 希望， 在 我 们 的 构造 中 应 采用 的 策 路 ， 已 在 定义 函 
数 和 复数 时 有 效 地 使 用 过 ， 我 们 不 打算 去 确定 这 些 概念 的 “真实 
面目 ”而 满 是 千 一 个 足以 描写 它们 的 定义 ， 此 定义 可 以 完 仿 确定 
它们 的 数学 性 质 ， 

定义 实数 的 一 个 类 似 的 打算 要 求 用 有 理 数 来 描写 实数 ， 一 个 
实数 应 当 由 小 于 它 的 有 理 数 的 集合 完全 确定 这 一 观察 ， 提 出 了 一 
种 惊人 地 简单 且 很 有 豚 引力 的 可 能 性 ， 实数 可 以 (而 实际 上 终 将 ) 
描写 成 一 个 有 理 数 的 集合 ， 然 而 ， 为 了 使 这 个 打算 能 够 实施 ， 就 
必须 找 出 基 种 不 提 及 实数 的 描述 “小 于 实数 的 有 理 数 的 集合 ”的 方 
法 ， 因 为 实数 仍然 只 不 过 是 我 们 的 数学 想象 力 的 启发 式 的 腾 造 . 

如 果 4 被 看 做 是 小 于 实数 «的 有 理 数 的 集合 ， 则 4 就 应 当 具 
有 下 列 性 质 : 如 果 y 在 4 内 且 # 是 一 个 满足 8<<y 的 有 理 儿 则 # 也 
在 4 内， 除了 这 个 性 质 之 外 , 集合 4 还 应 具有 一 些 其 他 的 性 质 . 因 
为 必须 存在 某 个 有 理 数 x<<x， 所 以 集合 4 必须 是 非 空 的 ， 同 样 ， 
人 


因为 必须 存在 基 个 有 理 数 *>>a， 所 以 集合 4 必须 不 是 Q@ 的 全 体 . 
最 后 , 如 果 Y<a， 则 必须 存在 另 一 个 满足 x<y<a 的 有 理 数 y 即 
4 必须 不 含有 一 个 最 大 的 数 ， 

如 果 我 们 暂且 将 实数 看 骸 是 已 知 的 ， 那 么 便 不 难 验 证 习题 
八 ,17) 具 有 这 些 性 质 的 集合 4 的 确 是 小 于 某 个 实数 & 的 有 理 数 的 
集合 ， 拔 然 实 数 不 久 将 被 于 弃 ， 所 以 你 的 证 明 《如 果 你 提供 了 的 
话 ) 应 该 仅仅 看 成 是 这 些 步 赚 的 非 正 式 的 注释 然而, 它 将 有 助 于 
使 你 确信 我 们 不 是 没有 注意 到 集合 4 的 任何 决定 性 的 性 质 ， 好 象 
没有 再 狂 物 的 理由 了 . 

定 党 
| 实数 是 指 其 有 下 列 罗 个 性 质 的 有 理 数 的 集合 &: 
| 《1) 如 果 z 在 5 内 且 8 是 一 个 适合 y<x 的 有 理 数 ,斯 

9 也 在 & 内 , 
(2) w 二 打 ， 
| 《3) FY, 

4) 儿 内 设 有 最 大 的 元 素 ; 换 各 话说 , 如 果 * 在 上 内， 
则 在 & 内 有 某 个 # 适 合 >z。 
所 实数 的 集合 被 记 为 民 .. 

正 是 为 了 使 你 回想 一 下 我 们 的 定义 后 面 的 基本 原理 ， 这 里 提 

供 实数 的 一 个 明显 的 例子 ; 
多 = 在 QQ 内: 2z<0 或 所 二 3， 

显然 & 最 终 将 是 一 个 称 为 / 3 的 实数 ， 但 证 明 上 确实 是 一 个 实数 
并 非 一 个 纯粹 平 几 的 练习 。 这样 的 练习 的 全 部 要 点 是 只 应 用 关于 
仿 的 事实 来 证 明 它 ; 其 难点 将 是 验证 条 件 (4)， 但 这 已 经 作为 一 个 
习题 在 上 一 章 中 出 现 ! 找 出 它 万 是 你 的 责任 )， 注 意 ， 这 几 的 条 件 


《4) 虽 然 很 票 次 , 但 为 了 避免 含糊 起 几 实 在 是 必 不 可 少 的 ; 没有 它 
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刀 在 @@ 内 : x 二 1 
和 

亿 在 人 @ 内 : zx 委 二 
两 者 就 都 可 以 考 虚 作 为 “实数 1”， 

在 我 们 的 定义 中 从 4 转移 到 a 表明 既 有 概念 上 的 又 有 记号 上 
的 尖 虑 ,今后 ,按照 定义 实数 是 有 理 数 的 集合 .尤其 是 这 意味 着 有 理 
数 (Q 的 元 素 ) 不 是 实数 而 是 每 个 有 理 数 = 有 一 个 实数 的 天 然 对 
应 物 , 即 刀 在 Q 内 : y<oj。 在 完成 实数 的 构造 之 后 , 我 们 可 以 在 
心里 抛弃 Q 的 元 素 并 约定 QQ 在 今后 将 表示 这 些 特殊 的 集合 , 然而 ， 
在 当前 为 了 同时 处 理 有 理 数 ， 实 数 ( 有 理 数 的 集合 ) 甚 至 实数 的 集 
合 ( 有 理 数 的 集合 的 集合 )， 它 将 是 必需 的 ， 某 些 混淆 或 许 是 不 可 
但 锡 的， 但 适当 的 记 法 将 使 其 保持 在 最 低 限 度 ， 有 理 数 将 用 小 写 
的 罗马 字母 (zs 9 z, w  o) 来 表示 ， 而 实数 则 用 小 写 的 希腊 字母 
(a, B，y) 来 表示 ; 大 写 的 罗马 字母 (4，B，0) 将 用 来 表示 实数 的 
集合 . 

本 章 余 下 的 部 分 将 致力 于 给 十 ,。 和 关于 民 的 下 定义 , 且 证 
明 具 有 这 些 结构 的 R 确 是 一 个 完备 的 有 序 域 . 

我 们 实际 上 将 从 P 的 定义 开始 , 甚至 在 这 里 还 将 个 着 进行 . 我 
们 首先 定义 “去 店 然后 , 当 十 ,。 和 0 可 利用 时 我 们 将 把 卫 定义 为 
满足 0<w 的 所 有 a 的 集合 , 并 证 明 对 于 P 必 不 可 少 的 那些 性 质 : 
所 以 村 从 去 的 定义 开始 是 由 于 这 个 概念 在 我 们 现在 的 处 理 中 的 简 
单 性 ; 

定义 ”如 困 % 和 B 都 是 实数 ， 则 %<B8 的 意思 是 a 包含 在 
内 ( 即 的 每 个 元 素 也 是 8 的 一 个 元 素 ), 但 a 关 . 

重 述 之 , >, 委 的 定义 将 是 不 聪明 的 ， 但 注意 到 和 现在 能 够 比 
<< 更 简单 地 来 表示 则 是 有 趣 的 ; 如 果 “ 和 8 都 是 实数 , 那么 当 且 仅 
当 a 被 包含 在 内 时 mp。 
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如 果 4 是 一 个 有 界 的 实数 集合 ， 那 么 4 必须 有 最 小 上 界 则 凡 
平 是 非常 明显 的 ， 中 的 每 个 x 是 有 理 数 的 一 个 集合 ; 如 果 这 些 
有 有理 数 金 放 人 一 个 集合 8 内 ， 则 刀 大 概 就 是 sup 4， 在 下 面 定理 
的 证 明 中 我 们 来 验证 所 有 那些 未 曾 提 及 的 细节 ， 共 中 绝 大 部 分 号 
8B 为 一 -实数 的 论断 《我们 不 去 费心 给 本 章 中 的 定理 编号 , 因为 它 
们 全 部 归并 为 一 个 大 定理 ;存在 完备 的 有 序 域 , ) 
定理 ”如果 和 4 是 一 个 实数 的 集合 且 44 关 好， 并 且 4 还 是 上 方 
有 界 的 , 则 4 具有 一 个 最 小 上 界 . 
证 明 设 甩 = 世 :Y 属于 下 中 的 某 个 的 , 则 有 无 疑 是 一 个 有 理 
数 的 集合 ; 关于 及 是 一 个 实数 的 证 明 需 要 验证 四 个 事实 ; 
《1) 假定 x 在 8 内 且 #<x. 第 一 个 条 件 意 味 着 对 了 于 4 中 的 某 
个 x 在 a 内， 因为 «是 一 个 实数 ,所 以 假定 y<<x 暗含 
著 y 也 在 % 内 ， 因 此 y 在 8 内 无 颖 是 真 的 
《2》 因为 4 关 嫩 ,所 以 有 某 个 & 在 4 肉 、 国 为 是 实数 , 所 以 
有 某 个 < 在 a 内 ， 这 就 意味 着 x 在 内 ,因此 P 关 名 
《3) 因为 4 是 上 方 有 界 的 ， 因 此 存在 菜 个 这 样 的 实数 » 使 得 
对 于 妇 内 的 每 个 4 都 有 ay， 既 然 y》 是 一 实数 , 所 以 在 
在 某 个 不 属于 ?的 有 理 数 zx， 现在 a<Y 意味 着 包含 
在 ? 肉 ， 因 此 对 于 和 4 中 的 任 他 & 而 言 * 不 在 % 内 也 必 是 
真 的 ， 这 意味 着 * 不 在 内 ,所 以 BQQ 
(4 假设 :在 8 内， 则 zx 就 在 4 中 的 某 & 之 内 ， 因 为 a 不 坊 
有 一 个 最 大 的 数 , 所 以 存在 某 一 适合 *<<g 的 有 理 数 9 在 
9% 内 ， 而 这 意味 着 3 在 及 内 ; 于 是 2 肖 定 不 其 有 一 个 最 
大 的 数 ， 
这 四 点 考察 证 明 是 一 个 实数 ， 关 于 8 是 4 的 最 小 上 界 的 证 
明 是 更 容易 的 ， 如 果 4 在 4 内 , 则 4 显然 包含 在 A 内 ; 这 就 意味 着 
“as 及 因此 是 4 的 一 个 上 界 ， 另 一 方面 ， 如 果 Y 是 4 的 一 个 上 
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界 ， 则 对 于 每 个 在 4 内 的 @ 都 有 4& 志 7; 这 就 瘟 味 着 4 内 的 每 个 以 
都 包含 在 py 内， 这 无 疑 暗含 着 6 包含 在 7 内 ， 这 又 意味 着 <y; 
柯 此 器 是 4 的 最 小 上 界 ， 国 
千 的 定义 既 明 显 又 容易 ,但 对 它 必 须 补充 一 个 证 明 , 就 是 这 个 
“明显 的 "定义 完全 有 意义 . 
定义 ”如果 和 有 刀 是 实数 , 则 
wd 十 8 一 好: 对 于 & 内 的 某 个 和 户 内 的 菜 个 z 
有 2 一 8# 十 对 ， 
定理 ”如果 & 和 6 是 实数 , 则 % 十 局 是 实数 
证 明 ”再 次 需要 证 明 四 个 事实 . 
《1)》 假定 对 于 在 5 十 如 内 的 某 区 有 ip<z。、 则 对 于 K 内 的 某 个 
y 和 月 内 的 业 个 * 就 有 * 一 # 十 5 这 意味 着 wm< 3 二 sz， 从 
而 一 之 s， 这 说 朋 志 一 在 BR 内 (因为 在 BB 内 ， 而 
又 是 一 个 实数 )， 因 为 w=8 十 (w 一 办 ， 自 此 即 知 多 在 
% 十 有 内 ， 
(2) 因为 a 名 和 8 天 六 ,所 以 w% 十 居 弛 是 显而易见 的 ， 
(3) 因为 & 隆 仍 和 了 Q@， 所 以 存在 有 理 数 4 和 5,6 不 在 忆 
内 而 58 不 在 8 内 ， 于 是 ,% 内 的 任何 都 满足 x<<a( 因 为 
如 时 ga<x， 则 关于 实数 的 笨 件 (1) 将 暗含 # 在 % 内 ); 同 
样 ，B8 内 的 任何 8 都 满足 8 过 5， 因此 对 于 & 内 的 任何 交 
和 请 内 的 任何 # 有 x 十 # < 之 a 十 86， 这 表明 9 十 5 不 在 4 十 
内 ,斯 忆 4BQ, 
(4) 如 果 2 在 a 十 内 ， 则 对 于 % 中 的 8 和 B 内 的 zs 有 x= 
y 十 zs 由 于 在 @ 内 有 # 满足 y<#', 且 在 内 有 2 满足 
zz 因此 zx 十 是 六 十 zr 及 在 十 内 ， 可 网 «十 
8 不 具有 最 大 的 元 素 . 量 
到 现在 你 可 能 看 出 这 辑 个 过 程 会 多 么 令 人 厌倦 ， 每 当 我 们 提 
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到 一 个 新 的 实数 时 , 我 们 就 必须 证 明 它 是 一 个 实数 ; 而 这 就 需要 验 
证 虽 个 条 件 ， 邵 使 在 平凡 的 场合 它们 也 要 求 专心 致 志 ， 对 此 实在 
是 无 法 可 想 《除非 你 亲自 来 核实 四 个 条 件 或 许 会 好 一 些 )， 然 而 ， 
幸好 不 叶 出 现 一 些 有 趣 的 地 方 ， 且 我 们 定理 中 的 某 些 又 会 是 容易 
的 。 特别 是 , 十 法 的 两 个 性 质 不 会 出 现 问题. 

定理 ”如果 上 有 和 ?都 是 实数 , 则 

(efty=a+ (B+y). 

证 明 了 既然 关于 所 有 的 有 理 数 x,y 和 z 都 有 (zx 十 办 十 z= 二 z 十 
9 十 分, 斯 以 (x 二 有 下? 中 的 每 个 数 也 是 & 十 (8B 十?) 中 的 数 , 且 反 
之 亦 然 , 暗 

定理 ”如 果 a 和 月 为 实数 , 则 “十 有 = 月 十 c， 

证 明 ” 留 给 你 数 ( 更 容易 些 ?， 量 

为 了 证 明 十 法 的 其 他 性 质 , 我 们 先 来 定义 9， 

定名 0= fw 在 食肉; x<0)， 

谢 天 谢 地 ,显然 是 一 个 实数 , 且 下 面 的 定理 也 是 简单 的 ， 

定理 ”如果 多 是 实数 , 则 & 寺 0 二 a. 

证 明 如 果 z 在 gg 肉 且 8 在 9 内 ,; 则 0, 因此 ww 十 y<w， 这 
暗示 有 zx 十 y 在 & 内 ， 因 此 w+0 中 的 拇 个 数 也 是 中 的 一 个 数 . 

另 一 方面 , 如果 x* 在 & 内 ， 则 在 & 内 有 使 yx 的 有 理 数 y. 因 
为 * 二 # 十 巡 一 成， 而 其 中 的 在 gs 内 且 w 一 y 过 0 (从 而 zx 一 在 站 
内 ), 这 就 证 明 5 在 wx 十 0 内 ， 因 此 a 中 的 每 一 数 又 都 是 < 十 0 中 的 
数 . 量 

作为 一 w 的 合理 的 候选 者 似乎 是 集合 : 

， 人 在 QQ 内 一 z 不 在 a 内} 
(因为 一 x 不 在 «内 直觉 上 洛 味 著 一 x>>g%， 所 以 x 二 一 x)， 但 在 蘑 
些 情形 中 这 个 集合 其 至 会 不 是 实数 ”虽然 实数 不 具有 最 大 的 元 
素 , 但 集合 
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Q—&= 代 在 Q 食 内: x 不 在 名 内 } 

却 可 以 具有 最 小 元 素 zo; 当 w% 是 这 一 类 实数 时 ， 集 合 刀 : 一 4 不 在 

& 内} 将 其 有 一 个 最 大 的 元 素 一 Xo。 所 以 必须 对 一 % 的 定义 稍 作 修 

小 ,此 定义 将 配备 上 一 个 定理 出 现 , 

定 光 ”如果 以 是 一 个 实数 , 则 

一 & 王 好 在 马 内 : 一 4 不 在 % 内 ,但 一 ? 不 是 驴 一 的 最 小 

元 素 }. 

定理 ”如果 是 一 实数 , 则 一 x 是 实数 . 

证 明 (1) 假定 zx 在 一 a 内 且 23<uz， 则 一 失 > 一 zt 因为 一 人 
不 在 内 ,所 以 一 9 也 不 在 内， 另外 ，--# 显然 不 是 马 
一 % 的 最 小 元 素 , 因为 一 x 是 一 个 比 它 更 小 的 元 素 ， 这 就 
证 明 8 在 一 x 内 ， 

《2) 因为 w% 和 全 ,所 以 有 某 个 不 在 6 内 的 有 理 数 #。， 我们 可 以 
很 定 y 不 是 全 一 % 内 的 最 小 的 有 理 数 《因为 # 总 是 能 用 
> 所 代 赫 )， 因 此 一 ?在 一 % 内， 有 从 而 一 %“ 天 艺 . 

(3) 因为 ge 天 名 ,所 以 在 % 内 有 某 个 x 于 是 一 3 不 可 能 在 一 a 
内 , 从 而 一 6 关 Q. 

《4) 如 果 克 在 一 内 ， 则 一 # 不 在 % 内 ， 且 存在 一 个 有 理 数 
8y 反 一 阳 布 在 < 内 ， 设 = 是 满足 yss 一 zz 的 一 个 有 
理 数 , 则 * 也 不 在 wx 内 , 且 > 显然 不 是 息 一 < 的 最 小 元 素 . 
所 以 一 # 在 一 % 内 、 因 为 一 :二 x， 这 就 证 明 一 a 不 具有 最 
大 元 求 . 是 

证 明 a 十 (一 x) =0 不 全 是 直截了当 的 ， 其 困难 不 象 你 可 能 狂 

想 前 那样 是 由 于 在 一 xc 的 定义 中 那些 过 分 艇 琢 的 继 节 所 引起 的 . 而 

是 由 于 我 们 将 需要 在 上 丫 末 提 到 过 的 人 的 阿 基 米 德 性 质 ， 这 个 性 

项 并 不 是 从 了 1 一 P12 推出 的 , 这 个 性 质 在 证 明 下 述 引 理 时 是 需要 

的 , 而 该 引 理 在 下 一 个 定理 中 起 着 决定 姓 的 作用 . 
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引 理 ” 设 «是 一 实数 ， 而 = 是 一 个 正 有 理 数 ， 则 在 & 内 存在 
有 理 数 z( 图 1), 和 不 在 wx 内 的 有 理 数 5 使 y 一 x 一 xs， 另外 ， 我 们 
可 以 设 y 不 是 Q@ 一 a 的 最 小 元 素 . 


图 1 ， 


证 明 首先 假设 4 在 «内 ， 如果 数 

22 $2, * 
全 在 4 内, 则 每 个 有 理 数 将 在 “内 ， 因 为 根据 上 剖 末 的 附加 屿 设 ， 
每 个 有 理 数 如 都 对 于 某 个 于 满足 忆 <mz。 这 与 & 是 实数 的 事实 相 
矛盾 , 故 有 某 个 产 使 xz 一 zs 在 内 而 y= (十 1)z 不 在 内， 显然 
一 车 二 多， 

另外 , 如 果 妆 碰巧 是 Q@ 一 & 的 最 小 元 素 ， 则 设 w>z 是 & 的 一 
个 元 素 , 并 以 好 找 丰 z 而 以 zy 二 (党 一 四) 代 相 也 

如 果 4 不 在 a 肉 ， 则 有 一 个 类 似 的 证 明 ， 此 证 明 根据 这 一 事 
实 : 数 (一 2) 不 可 能 全 不 在 a 内 . 入 

定理 ”和 如果 a 是 一 个 实数 , 则 

中 (一 %) 二 人 0, 

证 明 假定 x 在 a 内 甩 3 在 一 % 肉 , 则 一 乡 不 在 < 内 , 所 以 一 # 
8 因此 g 十 去 从 丽 * 十 y 在 0 肉 ， 这 样 ,wx 十 (一 上 的 上 每 个 数 
都 在 0 内 ， 另 一 方面 的 说 明 会 稍微 图 难 一 些 ， 如果 > 在 0 内 ， 则 
-- zz>0， 核 照 引 理 则 有 在 x< 内 的 某 个 % 和 不 在 wx 内 的 某 个 妨 使 
得 8 一 + 一 一 z， 且 不 是 Q@ 一 a 的 最 小 元 素 ， 上 边 的 等 式 可 写 为 
z+( 一 站 =z， 由 于 z 在 g 内 ， 而 一 在 ~ 内， 这 就 证 明了 z 在 
a 十 {一 2) 内 . 时 | 

在 接 下 去 焊 柔 法 之 前 ， 我 们 来 定义 “ 正 索 素 ?并 证 明 一 个 基本 
性 质 ; 四 

,687 。 


定义 P= 你 在 民 内 ;a>0). 
注意 ,如果 a 和 6 都 在 了 内 则 c 十 B 显 然 也 在 内 . 
定理 ”如 果 & 是 个 实数 ， 则 下 列 情况 中 的 一 个 且 仅 有 一 个 
成 立 ; 
{i) «=0, 
(证 》& 在 P 内 ， 
(iii》 一 % 在 P 内. 
证 明 如果 c 包含 着 尾 一 正 有 理 数 ， 则 a“ 必定 包含 所 有 的 负 
有 理 数 ， 所 以 & 包含 0 但 & 关 8, 亦 即 在 P 内 ， 如 果 &a 不 含 正 有 
里 数 , 则 下 述 两 种 可 能 性 中 的 一 个 必须 成 立 ， 
C1) a 包含 着 所 有 的 氏 有 理 数 , 则 &=0, 
《2》 有 不 在 & 内 的 某 个 负 有 理 数 2; 可 以 假定 x 不 是 Q@- zx 的 
基 小 元 素 ( 因 为 z 可 以 用 x/2>>z 来 代 悉 ); 于 是 一 & 包含 
着 正 有 悍 数 一 *， 央 此 正如 我 们 刚 证 明了 的 那样 ， 一 x 在 
P 内 ， 
这 就 证 明了 (一 (i 让 中 至 少 有 一 种 成 立 ， 加 果 4=0， 则 情况 {ii) 
或 tiii) 的 成 立 显然 是 不 可 能 的 。 另 外 ,&>0 和 一 >0 两 者 同时 成 
谋 是 不 能 的 , 因为 这 将 蕴含 着 0==2 十 (一 x)>0， 展 
大 家 还 记得 ，a> 月 曾 定 义 为 a 包含 着 8 但 又 不 笠 于 的 意 
思 .， 这 个 定义 对 于 证 明 完 备 性 是 很 好 的 ， 了 但 现在 我 们 则 必须 证 明 
它 与 接 P 作出 的 定义 是 等 价 的 这 六 ， 我 们 就 必须 证 明 a 一 >0 
学 价 于 az 5， 这 显然 是 下 一 定理 的 一 个 推论 ， 
定理 ”如果 “有 和 ?都 是 实数 , 且 w> B68, 则 a 十 Py> Py. 
证 明 由 假设 >B 可 得 到 8 包含 在 & 内， 于 是 ,由 十 法 的 定 
义 直 接 推 出 8 十 + 包含 在 gy 内 ， 这 证 明 a-Fy 守 十 y， 我 们 
能 容易 地 排除 掉 祖 等 的 可 能 性 ,因为 车 有 


atr=B+y, 
=” €88 * 


则 


&= (try)+(—y)= (A477)=p, 


这 是 不 能 成 立 的 因此 a 二 y>8 填 y. 自 


乘法 哇 现 出 它 本 身 特 有 的 困难 ， 如果 8630, 则 oe8 可 以 定 


义 如 下 : 


定义 ”如 果 a 和 8 都 是 实数 且 ,8>0, 则 


ce 有 = (52<0 或 对 于 在 a 内 的 某 个 x>>0 和 在 及 内 的 某 个 办 >0 有 


z= 办 . 
定理 ”如果 < 和 月 都 是 实数 且 w, p> 0, 则 we 有 是 一 个 实数 . 
证 明 照例 , 我 们 要 验证 四 个 条 件 . 


” 《1) 假定 ww<z, 这 里 3 在 ga 内 ， 如 果 ws<0 则 世人 恒 自动 地 


在 %* 甩 内 ， 现 假设 妈 >0, 则 ?0 从 而 对 于 “ 内 的 某 个 
正 的 * 和 如 内 的 正 数 乡 有 2 一 也 现在 


因为 0<o<2 所 以 有 /5 过 1, 因此 (人 /22 在 上 内 .和 于 
是 如 在 we* 万 内 . 

《27 显然 we 有 尖 弛 。 

(3》 如 果 = 不 在 x 肉 且 # 不 在 及 内 , 则 对 于 a 内 的 所 有 2 都 
有 有 22 而 对 于 月 内 的 所 有 y 有 yy¥， 因 此 对 于 所 有 
这 样 的 正 和 正 # 就 有 xy>2¥、 质 以 wy 不 在 a 
内 ; 可 见 , a*P 考 QQ. 

(4) 假定 名 在 wm* 记 内 ， 且 w 太 0。 在 & 内 有 某 个 适合 %>>0 的 
xz， 上 且 在 有 内 有 某 个 适合 y 二 0 的 y. 于 是 z==zy 在 6 
内 且 # 污 ， 现 在 设 w>0， 则 对 于 内 的 某 个 正 数 z 和 
内 的 某 个 正 数 有 由 二 zy， 另外 ，& 包含 有 某 个 2 全 
好 如果 3 一 好 9 则 22 二， 县 z 在 se 内 ， 轨 此 :有 


+ 性 


PE TT 


不 具有 最 大 的 元 素 . 是 
注意 到 当 % 和 月 都 在 P 内 时 %*， 户 显然 在 P 内 ,这 就 完成 了 
关于 了 的 所 有 性 质 的 证 明 ， 为 要 完成 。 的 定义 ,我 们 先 定义 ja. 
定义 如果“ 是 一 个 实数 , 则 


lal -| 训 ， 当 229 时 ， 
一 0， 当 ws0 时 . 
定 ”如 果 & 和 是 实数 , 则 
0 当 4=0 或 8=0 时 ， 
ap- ol-lal 当 wz0 60 或 w<0 有 <0 时 ， 


一 (loli18D， 当 a>0,8<0 或 a<0, >0 人 时 . 
正如 人 们 或 许 已 感觉 到 的 那样 ， 乘 法 性 质 的 证 明 通常 总 要 简 
化 为 正 数 的 情况 . 
定理 ”如果 &, 有 和 ?都 为 实数 , 则 
mothry)=tae Pe. 
证 明 当 &, 有 8， ?0 时 这 是 明显 的 ， 一 般 情况 的 证 明和 需要 考 
察 各 个 情 癌 ( 当 我 们 应 用 下 一 定 远 时 此 证 明 可 以 稍 许 简 化 )， 重 
定理 ”如果 w 和 月 是 实数 , 则 we 有 = Bee 
证 明 当 a，8>0 时 这 是 明显 的 ， 且 其 他 情况 是 容易 验 
证 的 . 目 
定 尽 1= 入 在 QQ 内 : Y 一 ]}， 
(1 是 实数 乃 是 显而易见 的 .》 
定理 ”如果 4 是 实数 , 刚 ael 二 a 
证 明 设 a>0， 容 易 看 出 orl 的 每 个 数 也 是 的 一 个 数 , 另 
一 方面 , 设 x 在 上 内 ， 如 果 Y<0, 则 z 自 动 在 csl 内， 如 果 z>>0， 
删 有 某 个 在 < 内 的 有 理 数 8 使 #<gy 于 是 交 =3 他/ 执 , 且 2Y13 在 
1 内 ,所 以 在 el 内 。 这 就 证 明 当 wm0 时 %e1 一 久 
”如 果 wx< 则 应 用 刚才 证 明 的 结果 即 有 
* #00 = 


Ge 一 一 (cl 人 一 一 人 cxh 一 w。 
景 后 ， 当 4 一 0 时 ， 本 定理 是 显然 的 . 目 
定义 ”如 果 忆 是 实数 且 xy0, 则 
% 一 好 在 入 内: ws<0, 或 z>0 但 1/7 不 在 % 内 ， 
. 且 1/5 不 是 Q 一 a 的 最 小 元 素 }; 
如 果 a<<0, 则 oi'= 一 (jal 
定理 ”如果 是 一 个 不 等 于 0 的 实数 , 则 a ' 是 一 个 实数 ， 
证 明 显然 仅 考 虑 wx0 就 足够 了 ， 四 个 条 件 必 须 加 以 验 和 证 ， 
(1) 假设 yg<#, 且 x 在 ei 内。 如果 BS0， 则 ?8 在 ge 内 .如 
果 3>0， 则 2>0， 所 以 11z 不 在 < 内、 因为 11781172， 
从 而 178 不 在 % 内 , 且 178 显然 不 是 届 一 4 的 最 小 元 素 ， 
因此 3 在 of! 内, 
《2) 显然 c ! 关 如 
(3) 因为 ge0， 所 以 有 某 个 正 的 有 理 数 和 在 ww 内 .于 是 17/z 
不 在 : 内 ,因此 性 QQ, . 
《4) 假定 zx 在 «7! 内， 如 果 x 二 0， 则 显然 有 茜 个 在 7! 内 的 
y 满足 g>>z, 因为 a-! 含有 某 些 正 的 有 理 数 . 如 果 z>>0， 
则 172 不 在 a 内 .因为 114 不 是 QQ 一 «的 最 小 元 素 ， 所 
以 有 不 在 内 的 有 理 数 8 满足 8<<1/x， 选 取 一 个 满足 
zy<2<1H/xz 的 有 理 数 xz 则 17z 在! 内, 且 1/3>>x. 因 
此 “不 包含 有 最 大 的 元 素 ， 家 
为 了 证 明 < 确实 就 是 < 的 箔 靶 道 元 素 ， 给 出 另 一 个 引 理 是 
有 帮助 的 , 该 引 理 是 我 们 的 前 一 个 引 理 的 乘法 类 似 物 . 
引 理 设 w“ 是 一 个 实数 上 且 az0， 而 = 是 一 个 有 理 数 且 :1 
则 有 在 避 内 的 有 理 数 z， 和 不 在 & 内 的 有 理 数 yy, 使 得 y/x=s， 此 
”外 ,我 们 可 以 候 定 y 不 是 Q@ 一 a 的 最 小 元 素 ， 
证 明 首先 假定 s 在 a 内 则 因 = 一 1>0 且 


+ I+ 
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j= (1 二 (2 一 1))" 守 1 十 Rn(# 一 1)， 
从 而 推出 
By SF 5， 
不 可 能 全 都 在 «内 . 央 此 有 菜 个 使得 ?一 ** 在 a 内 而 # 二 2**! 
不 在 & 内 .显然 y/x 二 #z， 另外 , 如 果 # 磁 巧 是 已 一 % 的 最 小 元 素 ， 
设 x 人 >% 是 a 的 一 个 元 素 , 并 用 2 代替 + 而 以 yzx'/z 代替 包 

如 果 z 不 在 «内 ,那么 有 一 种 类 似 的 证 骨 一 一 根据 数 17z2 不 
可 能 全 部 都 不 在 «内 .上 

定理 ”如果 蚌 一 实数 有 & 关 0, 刚 wea 一 工 

证 明 显然 只 考 虚 a>0 就 是 够 了 ,在 此 情况 下 , «a !'>0. 假定 
+ 是 一 个 & 内 的 正 有 理 数 , 而 # 是 一 个 a 内 的 正 有 理 数 ， 则 1/# 
不 在 & 内 ; 所 以 17g> 人 好 因此 238<1 这 意味 着 zy 在 1 内， 既然 所 
有 的 有 理 数 xs<s0 也 都 在 1 内 ， 这 就 证 明了 wsa-! 的 每 个 元 都 在 
1 内. 

为 了 证 胃 倒 转 过 来 的 论断 , 设 :在 1 内 如果 zs0， 则 z 显 
然 在 a*a-! 内 ， 现 假定 0<z<1、 根 据 引 理 ， 有 在 wx 内 的 正 有 理 
数 > 和 不 在 < 内 的 正 有 理 数 % 使 y/z= 二 1/%; 且 我 们 可 眉 定 # 不 是 
人 一 5 的 最 小 元 素 。 而 这 就 意味 着 *=2z C1/y)， 共 中 2 在 4 内 ， 
i/y 在 a ! 内 ， 因 此 ,z 在 aea! 内 .和 目 

我 们 差不多 快要 完成 了 ! 只 剩 下 分 配 律 的 证 明 ， 我 们 必须 再 
次 去 考察 许多 情 品 ， 但 不 要 类 望 ， 在 一 切 数 都 是 正 数 的 场合 包含 
着 感 兴趣 的 论点 ,而 其 他 情况 全 可 以 极 简 练 地 予以 处 理 , 

定理 ”如果 &%,B 和 ?都 是 实数 , 则 

oe (B+4y) 一 we 月 十 gey， 

证 明 ”首先 用 定 w, 8, ?30， 则 等 式 中 的 两 个 数 都 包含 一 切 
<s0 的 有 理 数 . 在 ws (B 十 ?) 中 的 正 有 理 数 对 于 x 中 的 正 数 zw， 及 
中 的 yg 和 了 中 的 x 上 共有 形式 xz.(y 十 z)。 因为 (gy 十 #2) 二 xz-y 十 

。 692 。 


2 加 其 中 z3 是 we 有 的 一 个 正 元 素 , 而 zz 是 wy 的 一 个 正 元 素 ， 
所 以 这 个 数 也 在 ge 月 十 we 之 内 ， 因 此 ,wet6 十 7) 的 每 个 元 素 也 
在 xp 十 ce 之 内 , 
另 一 方面 , 在 we 有 十 cey 内 的 正和 的 有 理 数 对 于 & 中 的 正 数 zw 
za, 月 中 的 所 和 在 ?中 的 : 具有 形式 2.8 二 za 2 如 果 oszo 则 
(rv) 所 以 (wwe) :3 在 请 内、 因此 
Wi = Wve)y 十 4] 
在 ge(B 十 9?) 之 内 ， 当 所 2 时 ,同样 的 技巧 当然 有 效 . 
为 了 完成 此 证 明 ， 必 须 考察 % 5 和 vy 不 全 >0 的 情形 、 如 果 
这 三 者 中 的 任何 一 个 等 于 0, 则 证 朋 是 容易 的 ， 且 涉及 到 %<&0 的 
种 种 情况 在 关于 8 和 + 的 所 有 可 能 性 一 旦 被 证 明之 后 就 立即 可 以 
推导 出 来 ， 因 此 ， 我 们 假定 >0 并 考虑 三 种 情况 :A, p<<0， 和 
8<0, v30, 和 0，? 女 0， 第 一 种 情形 可 直接 出 已 经 证 明 过 的 
情况 推出 , 第 三 种 情况 可 以 通过 交换 8 和 由 第 二 种 情况 推 岂 ,所 
以 我 们 集中 精力 于 8<0,y>0 的 情况 ， 于 是 有 两 种 可 能 性 ; 
(1) 8 十 » 守 0 则 
ae7y = (LB+ YT = (B+ y) + eBl, 
所 以 
a BFP)=— (olBD) tary =a B+ay. 
《2》 B+y0. 则 
oe|Bl=o* tIBt yr|+y) =a 1B+ yl+tary, 
因而 
x (BEV) = alB4yD = |B) + oy 
=a*pt+or. 
这 个 证 明 完 成 了 本 章 的 工作 .虽然 是 元 长 的 而 且 往 往 是 乏味 
的 , 但 本 阐 所 包含 的 结果 却 相当 重要 ， 至 少 应 详细 地 阅读 一 次 ( 且 
其 好 不 多 于 一 次 !)， 因 为 我 们 还 是 第 一 次 知道 我 们 不 是 在 真空 中 


+ 硬 雪 于 


进行 运算 一 一 确实 有 一 个 完备 的 有 序 域 ， 本 书 中 的 定理 并 非 立 足 
于 永远 不 能 实现 的 慢 设 之 上 .一 个 有 趣 的 而 又 可 怕 的 可 能 性 仍 继 
续 存 在 : 也 许 存 在 儿 个 完备 的 有 序 域 。 如 果真 是 这 拌 ， 则 微 积分 
的 各 定理 虽然 是 意料 不 到 的 丰富 多 采 , 但 性 质 Pi 一 P13 却 是 令 人 
深 感 失望 地 不 够 完全 . 最 后 一 章 排除 了 这 种 可 能 性 ; 性质 P1--P13 
疗 满 地 刻 划 了 实数 前 特征 一 一 关于 实数 和 的 可 以 证 明 的 任何 东西 ， 
都 能 使 仅仅 在 这 些 性 质 的 基础 上 加 以 证 明 ， 


习 是 


虽然 在 这 一 组 中 只 有 两 题 ， 但 每 一 个 孝 要 求 一 个 全 然 不 同 的 实数 构造 ! 
其 他 构造 的 仔细 研究 只 是 推荐 给 那些 乐于 受 苛 求 的 读者 的 , 但 在 这 两 个 构造 
芋 面 所 包含 的 主要 观念 则 是 值得 了 解 的 ,在 这 一 多 中 构造 出 来 的 实数 
可 以 称 为 “代数 学 家 的 实数 ", 因为 它们 是 有 意 定义 得 使 其 能 保证 最 小 上 异 的 
特性 , 而 这 又 包含 着 有 序 性 过 这 样 一 个 代数 概念 ， 在 下 一 题 中 所 构 遗 的 实数 
系 可 称 之 汐 “ 分 析 学 家 的 实数 ”， 因 为 它们 被 设计 得 使 柯 姑 序 列 总 是 收效 
的 ， | 
1， 辕 为 矢 个 实数 都 应 当 是 有 理 数 的 蘑 个 柯 西 序列 的 极限 , 所 以 我 们 可 以 
敬 试 将 实数 定义 为 有 理 数 的 柯 西 序列 ， 但 由 于 两 个 柯 西 序列 可 以 收 
鲜于 同一 实数 ,所 以 这 个 建议 需 作 某 些 修改 . 
(3) 设 {ao 叶 和 二 小 是 有 理 数 的 两 个 柯 西 序列 ， 即时 Him (an 一 5b,) 一 0, 我 


们 便 把 {0 小 和 全 ,定义 为 是 等 价 的 (用 {oa} ~ 人 芭 来 天 示 )， 证 
明 tas ~ 人 ows), 当 好 一 49w} 时 fa 一 好 x}, 并 且 当 {ony 一 咎 ,与 
ta} {onl 时 {9} ~ {ca). 

疫 w 是 所 有 等 价 于 faw} 的 序列 的 集合 ， 衣 户 是 所 有 等 价 于 {6} 
的 岸 到 的 集合 ， 证 明 或 者 < 门 B 一 g 或 者 = 局 (如 果 a 门 6 
5， 则 有 某 个 fo 导 同 时 在 a 和 两 者 之 内 ， 证 明 在 这 种 情况 下 < 
和 及 都 恰好 是 由 等 价 于 {cj 的 那些 序列 所 组 成 .) 

(b) 指 出 所 有 柯 西 序列 的 集合 可 以 分 成 为 一 些 孔 不 相交 的 集 各 ， 
共 中 的 每 一 集合 由 等 价 于 某 ~- 固 定 序列 的 所 有 麻 列 组 成， 我们 
.将 这 样 的 一 个 集合 定义 为 实数 , 并 将 所 有 实数 的 集合 用 民 表示 , 


{hb 


er 


小 上 要 | 


en 


设 a 和 都 是 实数 ， 并 设 4as) 是 & 内 的 一 个 序列 ，f8s} 是 内 的 

一 个 座 列 ， 我 们 将 a 十 户 定 类 为 所 有 等 价 于 序列 fan 十 bn} 的 序 

别 的 集合 ， 证 明 {as 十 3 是 柯 西 序列 ， 并 证 明 这 个 定义 不 依赖 于 

为 & 和 及 所 选 定 的 峰 殊 序列 {own} 和 世 中 ， 还 证 明 关 于 乘法 的 类 

似 定义 也 完 爹 可 碎 做 出 . | 

(4) 证明 R 是 具有 这 些 运 算 的 一 个 域 ， 乘法 道 元 素 的 存在 是 要 验证 
的 唯一 有 趣 的 论点 ， 

(e) 定义 正 的 实数 请 使 起 为 一 有 序 城 . 

(f) 证 明 实 数 的 每 一 个 柯 西 序列 皆 收 艇 。 记 住 : 如 果 {an} 是 一 实数 
序列 , 则 餐 个 xn 本 身 就 是 有 理 数 的 柯 西 序列 的 一 个 集合 . 

本题 婚 述 “ 中 学生 的 实数 "的 移 造 ， 我 们 将 实数 定 头 为 对 (a, 46.7), 共 

中 5 是 一 竖 数 而 入 ,} 则 是 由 0 到 9 的 考 自 然 数 的 一 个 序列 , 但 附 有 该 

序列 不 会 在 茶 项 以 后 都 是 9 这 个 条 件 . 直观 上 ， 这 个 对 代表 


Ce 


cx 十 全 5.10-*， 用 这 个 定义 , 实数 是 非常 具体 的 对 象 ， 但 在 定义 加 法 


n=1 
和 必 法 时 所 包含 的 困难 是 不 容 忽视 的 ( 当 你 相 吉 无 限 小 数 时 怎 会 不 为 
把 数字 延伸 到 无 限 远 处 而 担心 呢 1}、。 一 个 合理 的 途 榨 概述 如 下 ; 其 技 
巧 是 从 一 开始 就 使 用 最 小 上 界 ， 
{3) 我 们 规定 (a, 也) 过 (ec， 人 由 ) 是 指 s<c, 或 者 指 a=c 悍 对 某 个 
我们 有 本 过 机， 而 对 1 志 j 之 nw 则 有 六 一 人， 斌 出 这 个 定妆 证 坝 
最 小 上 界 性 质 . 


上 
{by 已 却 = (4, {87), 定 头 全 二 意 十 Db.10™. 从 直观 上 看 ， 是 


了 =1 


将 所 有 小 数 点 后 第 证 位 之 后 的 数 变 为 0 所 得 到 的 有 理 数 ， 反 之 。 
此 
蕊 知 一 形 如 e+ 全 ,bs10- 的 有 理 类 r， 令 ”表示 实数 ta 16%))， 


于 1 
这 里 对 于 1 过 % 志 上 有 机 一 3， 而 对 于 9 天 则 市 束 =0， 现 在 允 
a= {0, 地 和 用 一 (ce 全 定 文 
x 二 Bp 一 sup{(ar 十 Br)': 上 为 自然 数 } 


(由 (a) 知 最 小 上 界 存 在 )， 如 果 莱 法 类 伏地 加 以 定义 ， 则 甘于 域 


的 所 有 条 件 的 验证 都 是 直 埠 了 当 的 事 , 不 再 重 着 介绍 ， 不 过 ， 状 
法 逆 元 泰 的 存在 将 叉 一 次 是 最 困难 的 . 
| * GPS 


第 二 十 九 章 实数 的 唯一 性 


现在 我 们 将 恢复 到 关于 实数 的 通常 记 靶 ， 而 将 黑体 符号 留 给 
可 能 出 现 的 其 他 域 ， 此 外 ， 我 们 将 把 整数 和 有 理 数 看 做 特殊 的 实 
数 , 而 不 顾 定 义 实数 的 特殊 方式 ， 在 这 一 章 中 , 我 们 感 兴趣 的 只 是 
一 个 问题 : 是 否 有 与 RR 不 同 的 完备 有 序 域 ? 若 就 字面 来 讲 ， 对 这 
个 问题 的 回答 是 “有 "例如 , 在 第 二 十 七 章 中 所 介绍 的 域 下 床 是 
一 个 完备 有 序 域 ， 而 且 它 确实 不 是 RR， 这 个 域 是 一 个 “ 轧 夸 ”的 例 
子 , 因为 数 对 (a, 9) 可 以 看 作 不 过 是 实数 a 的 另 一 个 名 称 ; 运算 
(oO 十 8, 6) = (atb, gt+b), 
(wm eb, 06) = (a8, 9:6b). 

和 这 重新 命名 的 是 一 致 的 ， 这 种 例子 说 明 要 高 明 地 考 吉 此 问题， 
需要 某 些 数学 方法 来 讨论 重新 命名 . 

如 果 域 三 的 元 素 要 用 来 重新 命名 及 的 元 素 , 则 对 于 R 内 的 每 
个 a 必须 对 应 着 一 个 在 五 内 的 “名称”f(9)， 记 鞭 fa) 暗示 着 重 
新 命名 可 以 用 函数 来 表述 。 为 了 散 到 这 一 点 ， 我 们 将 需要 一 个 比 
迄 令 为止 已 出 现 过 的 任何 一 个 更 加 一 般 的 函数 概念 , 实际 上 , 我 们 
将 需要 数学 中 所 用 的 景 普遍 的 “函数 ”概念 ， 在 这 个 普遍 的 意义 
上 , 一 个 函数 仅仅 是 一 种 给 某 些 东 西 指定 一 些 别 的 东西 的 法 则 , 正 
式 地 讲 ， 函 数 是 一 个 (任何 种 类 的 对 象 的 ) 有 序 对 的 集 台 ， 共 中 不 
含 上 共有 相同 的 第 一 个 元 素 的 两 个 不 同 对 .函数 了 的 定义 域 是 使 
(a,5) 关 于 蘑 个 5 在 于 内 的 所 有 对 象 4 的 集合 4; 这 个 (唯一 的 )6 
被 记 为 了 (9)， 如 时 对 于 4 中 的 一 切 a 而 言 了 (qa) 都 在 集合 B 内 , 则 
了 称 为 由 4 到 至 的 一 个 函数 。 例 如 ， 

如 果 对 于 民 中 的 所 有 有 f(z)=sinz ( 且 了 仅 对 以 中 的 x 
696. 
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有 讲义 ), 则 了 是 一 个 由 有 到 民 的 函数 ; 它 也 是 一 个 由 RR 到 [一 1， 
可 的 函数 ; 

如 果 对 于 忆 中 的 一 切 z7 有 f(s) = sinz， 则 于 是 一 个 自己 到 
C 的 隙 数 ; | 

如 果 对 于 中 的 一 切 z 有 了 f(z) =es， 则 了 是 一 个 由 CC 到 CC 
的 函数 ; 它 也 是 一 个 由 C 到 如 在 CC 内 ;3 关 0} 的 函数 ; 

9 是 一 个 由 1 在 加 内 :z 天 从 到 地 在 民 内: 0<z<2ry 的 
国 数 ; 

如 果 上 了 是 关于 人 民 中 的 a 的 一 切 对 (a, (a, 0)) 的 集合 ， 则 了 是 
一 个 由 RR 到 Fe 的 国 数 . 

假定 正和 下 ;是 两 个 域 , 我 们 将 用 个, 人 等 来 记 巴 中 的 运算 ， 
而 用 十 ,* 等 记 加 中 的 运算 ， 如 果 书 。 要 看 作 是 可 中 的 元 素 的 新 
名 称 的 集合 , 则 必须 存在 一 个 具有 下 列 性 质 的 由 五 , 到 ,的 冰 数 ; 

(1) 函数 下 必须 是 一 对 一 的 ， 也 即 如 果 x 尖 g， 则 我 们 必须 有 
ft7) 才 f(y); 这 意味 著 画 中 没有 两 个 元 素 具 有 同一 

名 称 . 

(2) 函数 了 必须 是 “在 上 的 ” 也 即 对 于 内 的 每 个 元 素 s 必 
须 有 歼 ; 内 的 某 个 z 使 ?= 天 2 和 这 意味 着 瑟 的 每 个 元 素 
都 用 于 命名 古 的 某 个 元 素 . 

《3) 对 于 五, 中 的 所 有 x 和 8 我 们 应 有 

f(zDD = Hr) 4+), 
Har)y) = 2) ef Cn); 
这 意味 着 重新 命名 的 程序 和 域 的 运算 是 相 容 的 ， 
如 果 我 们 还 把 巴 和 瑟 当 有 序 域 看 待 ， 我 们 加 上 一 个 另外 的 
要 求 : 
(4) 如 果 zs@y, 则 7) f(D). 
一 个 具有 这 些 性 质 的 销 数 称 之 为 一 个 由 F, 到 局 的 同 构 ， 这 
697 。 


rd Pe ee 


全 定义 是 如 此 重要 , 以 到 我 们 要 正式 地 重新 叙述 它 ， 
定义 


如 果 丁 和 环 是 现 个 域 , 那么 一 个 由 也 ,到 的 同 构 是 


《1) 如 果 z 坟 所 则 大 ) 舌 六 扩 )， 
(2) 如 果 z 在 玉 内 , 则 对 于 于, 中 的 某 个 5 有 z= 了 7X). 
(3) 如 果 * 和 8 在 本 内 ,， 则 

f(r BD) = Fr) Fy), 


| 
指 -- 个 具有 下 列 性 质 的 由 下 ,到 FF, 的 葬 数 下 
' 


fr =f f(y) 
如 果 Fi 和 FF 都 是 有 序 域 , 我 们 还 要 求 : | 
(4) 如 果 w@g, 则 +) <f(g). | 


如 果 在 域 了 和 ,之 间 存 在 一 个 同 构 , 则 称 它们 是 同 构 的 . 同 
构 的 域 可 以 看 作 实 质 上 是 相同 的 一 一 其 一 的 任何 重要 性 质 将 自动 
地 对 另 一 个 也 成 立 ， 所 以 ,我 们 可 以 , 坝 且 必须 重新 表述 在 本 章 开 
头 所 提出 的 问题 ， 如 果 忆 是 一 个 完备 的 有 序 域 , 期 望 闻 等 于 民 自 
然 是 不 明智 的 一 不 过 ， 我 们 倒 希 望 知道 已 是 不 是 同 构 于 站 在 
卡 边 的 定理 中 ， 丈 将 是 一 个 具有 运算 十 和 * 以 及 “ 正 元素 *P 的 域 ; 
我 们 记 a<b 意思 是 5~a 在 PP 内 ,等 等 . 

定理 ”如果 下 是 一 个 完备 的 有 序 域 , 则 了 吾 同 构 于 R. 

证 明 ”因为 当 两 域 之 间 有 一 个 同 构 时 , 按 定 义 它们 是 同 构 的 ， 
所 以 我 们 必须 实际 构造 出 一 个 是 同 构 的 由 R 到 也 的 函数 了 ， 我 们 
象 下 边 那 样 从 在 整数 上 定义 子 开始: 

了 (0) 一 0 
fm 一 1 十 … 十 1 当 2>0 时 ， 
五 项 
(一 一 (1 十 … 十 妨 , 当 %<0 时 . 
lai 项 
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容易 证 实 对 一 切 整 数 包 和 %# 有 
f (mt+n) =ftm) +f tn), 
fm:n)=f(m)f(n), 
且 用 #* 记 了 (是 方便 的 ， 接 着 我 们 用 
fomin)=m/in=men 1 
在 有 理 数 中 定义 天 注意 ， 因 为 五 是 一 个 有 有 序 域 ， 所 以 当 3%>>0 时 
1 十 … 和 二 1 才 中 ， 因 为 如 果 m/w 二 ki， 则 各 = 二 nb, 即 2s 二 Rep， 
从 而 pe 1 一 Re ， 所 以 这 个 定义 是 有 意义 的 、 容 岛 验证 对 于 所 
有 的 有 理 数 和 和”a 有 
了 (7 十 ?2) 一 7 站 中 六 yz)， 
friera) = f(r ef (72), 
和 且 当 7 二 ?2 时 rf (re). 
对 尾 意 的 2 而 言 , 扩 7) 的 定义 基于 现在 已 熟知 的 观念 : 任 一 实 
数 由 小 于 它 的 有 理 数 所 确定 、 对 于 R 内 的 任 一 %, 设 4, 是 由 关于 
所 有 有 理 儿 ?<x 的 全 部 了 (7r) 组 成 的 了 的 子 集 ， 华 合 4: 无 疑 是 
非 空 的 ; 且 也 是 上 方 有 界 的 , 因为 如 果 7 是 一 个 适合 ez 的 有 理 
数 , 则 对 于 一 切 在 4: 内 的 了 fC?) 辕 有 了 (70) > 了 f(r)}， 由 于 下 是 一 个 
完备 的 有 序 域 ， 所 以 集合 4 具有 最 小 上 界 ; 我 们 定 多 天 x+) 为 
Supd:. 
现在 我 们 有 了 以 汀 种 不 同 的 方式 定义 的 所 x+), 前 一 个 是 关于 
有 理 数 y 的 , 而 后 一 个 是 关于 任何 = 的 ， 在 继续 进行 之 前 , 必须 证 
衣 这 两 个 定义 对 于 有 理 数 zx 是 一 致 和 的， 换 旬 话说 ， 如 果 是 一 个 
有 理 数 , 我 们 便 徊 要 证 明 
supA, = f(z), 
此 处 玉 7) 表 东 m/fn, 国 为 x 二 mj/rn， 这 不 是 由 然而 然 的 , 而 是 依赖 
于 的 完备 性 ; 因此 需要 讲 一 些 稍微 高 是 的 话 ， 
因为 五 是 完备 的 , 所 以 对 于 自然 数 站 面 言 , 元 素 
' . * 交 9 ， 
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形成 一 个 无 上 界 的 集合 ; 其 证 明和 对 于 民 的 那个 证 明 (第 八 章 定 
理 2) 是 完全 相同 的 。 对 R 而 言 这 个 事实 的 那些 推论 , 在 户 中 有 其 
维 肖 的 类 似 物 : 特别 是 , 如 果 a 和 5 是 了 的 满足 9<&b 的 两 个 元 素 ， 
则 有 这 样 的 有 理 数 7 使 得 
aef(r) < 
有 了 这 个 观察 , 我 们 重新 加 到 f(z) 的 两 个 定义 对 于 有 理 数 > 是 一 
致 的 证 明 . 如果 是 一 个 满足 y<Zz 的 有 理 数 ， 则 我 们 已 看 到 有 
fFCz)， 从 而 4 的 每 个 元 素 刀 xz》。 因 比 ， 
supAs<f(r). 
另 一 方面 ,假定 我 们 有 
supA-<f{(7), 
则 会 存在 一 个 有 理 数 7 使 
supA<f(r) <f(7). 
但 条 件 (7) <<f(z) 意 味 闭 7+<<z, 而 这 又 意味 着 了 (7) 在 集合 4 内; 
这 显然 与 sap4-<f(r) 的 条 件 相 了 矛盾。 这 就 证 明 原来 的 假设 不 成 
立 , 因此 
supA, = 了 (r+). 

这 样 我 们 有 了 一 个 完全 确定 的 由 人 R 到 丈 的 函数 也 为 了 证 明 
了 是 一 个 同 构 ， 我 们 必须 证 明定 闵 中 的 条 件 (1) 一 (4)、 我 们 将 从 
(4) 开 始 . . 

和 如果” 和 ?9 是 满足 z<# 的 实数 ， 则 4* 显 然 包 含 在 山内. 
区 北 

f(z)=supAEsupA,= f(y). 
为 了 排除 相等 的 可 能 福 , 注意 到 存在 有 埋 数 + 和 满足 
| WF LB, 
DO 。 


我 们 已 知 有 Jr) ffs)。 由 此 推出 
TDS EF) Sf. 
这 就 证 明了 (4). 

条 件 (1) 直 接 由 (推出 ; 如 果 Y 天 包 则 要 如 < 名 要么 过 2 
在 第 一 种 情形 所 xX) 用 fty), 而 在 第 二 种 情形 Ff) 必 f(z); 无 论 在 
哪 种 情况 下 都 有 f(z) 关 f(g). 

为 了 证 明 (2), 设 4 是 了 的 一 个 元 素 ， 并 设 B 是 满足 f(r)<&a 
的 饭 有 有 理 数 7 的 集合 ， 访 集合 B 不 是 空 集 , 且 是 上 方 有 界 的 , 因 
为 存在 满足 f(8)>a 的 有 理 数 5; 所 以 对 吾 中 的 ?有 (3)> 了 7)， 
这 暗含 a>7+。 设 4% 是 8 的 最 小 上 和 界 ; 我 们 看 求 玉 7) 一 a。 为 了 征 
明 这 一 点 , 消除 可 能 会 有 的 

f(z) a, 
a<f(z), 
就 足够 了 。 在 第 一 种 情形 将 会 有 一 个 有 理 数 * 满足 
f(z) EF?) Ad 

但 这 意味 着 x<? 以 及 属于 B, 这 和 x 二 supB 的 事实 相 巴 盾 . 在 
第 二 种 情形 下 , 将 存在 一 个 有 理 数 * 满足 - 

aef(r) <f(z). 
”这 暗含 7<zx 的 意思 ， 因 为 4=supB， 这 就 意味 着 对 于 BB 中 的 某 
”个 s 有 7<s， 因 此 

Tort(s) Co, 
这 又 是 一 个 矛 技 。 所 以 匠 z) 一 提 从 而 证 明了 (C2). 

为 了 核实 (8) 设 和 3 乡 是 实数 并 假定 fc 十 妃 夫 Je) 十 诛 要 - 
则 或 者 

frit ef(z) 寺 f(D 或 者 于 0) 二 天 门 雪 六 xz 十 好 ， 

在 第 一 种 情形 下 将 存在 一 有 理 数 7 使 
fet f(r) f(T) + fy). 
» 701+ 
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但 这 将 意味 着 
w 十 站 攻 ? 
所 以 * 可 以 被 写 为 两 个 有 理 数 之 和 
?二 十 ?7s， 其 中 个 雹 71 月 2 区 Ye， 
因此 , 应 用 乌 对 有 理 数 验证 了 的 关于 了 的 事实 将 推出 
fr}=f(r + 7) = 7) +f 

这 是 一 个 矛盾 .。 另 一 情况 可 同样 地 处 理 ， 

最 后 , 如 果 和 是 正 实数 , 则 同样 的 证 法 证 明 

fxg) = ef yy); 

一 般 的 情形 则 是 简单 的 推论 . 午 

这 个 定理 结束 了 我 们 对 实数 的 研究 ， 并 消 释 了 关于 它们 的 任 
何 疑 问 ; 确实 存在 完 省 的 有 序 域 , 且 在 同 构 和 的 意义 上 只 有 一 个 完备 
的 有 序 域 ， 详 细 地 从 事实 数 的 构造 是 数学 教育 的 一 个 重要 部 分 ， 
但 常常 提 及 这 个 具体 的 构造 是 不 必要 芍 ， 实 数 碰 巧 是 有 理 数 的 集 
合 一 事 完全 是 无 关 紧 要 的 ， 而 且 这 样 的 事实 决 不 应 该 进入 关于 实 
数 的 任 一 重要 定理 的 证 明 ， 合 理 的 证 明 应 该 仅仅 用 和 到 实数 是 一 个 
完备 的 有 序 域 这 一 事实 ， 因 为 实数 的 这 个 性 质 在 同 构 的 意义 上 由 
征 了 它们 ， 且 实数 的 任 一 重要 的 数学 性 质 对 于 一 切 间 构 的 域 应 是 
正确 的 ， 老 实 讲 ， 我 应 该 承 认 这 个 最 后 的 断言 只 是 作者 个 人 的 一 
_ 种 偏见 , 但 它 却 是 几乎 所 有 别 的 数学 家 所 共有 的 一 种 看 法 . 


习 题 
1， 设 了 是 一 个 由 五: 到 瑟 的 同 构 ， 
(a) 证 明 六 的 一 和 了 1)==1. 《这 妃 , 在 左边 的 0 和 1 下 示 卫 ,中 的 
元 崇 , 而 在 右边 的 0 和 1 表示 了 中 的 元 素 , ) 
Cb) 对 于 gz 证明 一 中 = 二 一 四 和 f=) 
2， 这 里 是 一 个 想 你 深信 以 下 事实 的 机 会 ， 域 的 任何 有 碍 浆 的 性 质 为 尾 
合 与 其 同 构 的 城 所 共有 . 本 题 的 主 缘 是 写 出 非常 严 族 的 证 明 , 直到 你 
" FO 


确信 所 有 这 类 丸 述 很 明显 为 止 。 环 和 了 是 同 构 的 两 个 城 : 为 简单 起 

见 , 我 们 用 十 和 同时 表示 在 两 个 域 中 的 运算 ， 证 明 : 

a》 如 果 方程 <: 十 1=0 在 下 ,中 有 解 ; 则 它 在 ,中 也 有 解 . 

《b》 如 果 4o,…, 0- 在 天 ,中 的 每 个 多 项 式 方 程 5* 寺 4-1-z"! 十 … 十 
= 上 0 在 也 内 有 禹 ， 则 厨 ，…，5,-1 在 :中 的 每 个 多 项 式 方 程 
v0 在 下 > 内 也 有 有福. 

(0) 如 果 在 下 内 有 十 … 十 由 加 8 次 ) = 二 0， 则 同一 等 式 在 下 中 也 是 
正确 的 . 

(4) 如 果 FF 和 :都 是 有 序 域 ( 且 同 构 f 对 于 x<y 请 是 f 作 3)<< 
六 的 ), 并且 ,是 完备 的 , 则 下 ,也 是 完备 的 , 

3、 说 了 是 一 个 由 恕 到 下 的 同 构 而 9 是 一 个 由 下 , 到 囊 的 局 构 . 定义 

由 FF 到 下 的 阐 数 go 为 (go 及 C2) 二 90(2z)), 证 明 9。 了 是 -一个 同 构 . 

4 设 吾 是 一 个 完备 的 有 序 域 , 从 而 存在 一 个 由 BE 到 下 的 同 构 了 证 表 实 
际 上 仅 有 一 个 由 BR 到 的 同 构 ， 提 示 ; 在 = 已 的 情况 这 是 习题 三 ， 
17， 现 在 如 果 了 和 9g 是 两 个 由 二 到 玉 的 同 构 , 考察 9 io 了 

5， 求 一 个 恒 等 函 数 以 外 的 由 性 到 CC 的 同 构 , 
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建议 读物 

人 们 应 当 象 被 一 种 嗜好 前 驱使 那样 去 进行 
阅读 ， 因 为 把 读书 作为 一 种 任务 不 会 对 他 有 什 
么 好 处 ， 


塞 本 尔 ， 凑 森 
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该 文献 自 录 的 一 个 目标 在 于 将 读者 引 向 别 的 一 些 源头 ， 答 它 
所 能 起 的 最 主要 的 作用 还 在 于 指出 各 类 可 利用 的 数学 读物 , 因此， 
力求 多 方面 都 禄 及 的 打算 是 有 的 ， 但 决 无 “求全 ”的 企图 ， 现 在 过 
多 的 数学 书籍 会 使 这 种 企图 无 论 如 何 都 几乎 是 无 望 的 ; 况且 我 既 
然 已 决定 鼓励 独立 地 阅读 , 那么 愈 是 标准 的 教 本 , 出 现在 这 里 的 可 
能 就 龟 小 ， 在 某 些 情况 下 这 种 哲学 似乎 会 走 到 极端 ， 象 目录 中 的 
某 些 书 是 一 个 刚 读 完 初 等 微 积 分 的 学 生 过 几 年 后 才能 阅读 的 .不 
过 , 所 选 文献 有 许多 是 现在 就 能 阅读 的 , 而 且 我 相信 这 不 会 损害 前 
而 的 观念 . 
本 书 中 曾经 提 色 的 一 些 最 基本 的 .未 作证 明 的 定理 之 一 是 : 每 
个 自然 数 都 可 以 唯一 的 方式 写成 素数 之 积 这 一 事实 ， 这 个 基本 定 
理 的 证 明 几 乎 可 以 在 任何 一 本 初等 数论 书 的 开头 部 分 我 到 。 很 少 
有 什么 书 能 象 
[1] An Introduction to the Theory of Numbers (third 
edition}, by G. H. Hardy and E.M. Wright Cla- 
rendon Press, Oxford, 1960 
那样 博得 读者 热烈 的 欢迎 . 
Pergamon 出 版 社 发 行 了 一 蛮 从 书 < 数 学 通俗 讲座 >?， 这 套 书 
用 了 一 些 很 好 的 标题 , 其中 有 
[2] A Selection of Problems in the Theory of Num- 
bers, by W., Sierpinski; Macmillan (Pergamon), 
New York, 1964. 
最 后 , 我 要 提 及 一 本 我 希望 仍 在 继续 刊行 的 小 书 ; 
[3] Three Pearls of Number Theory, by A. Khinehin; 
Gaylock Press, Rochester, N.Y,,1952, (有 中 译本 ) 
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无 理 数 的 课题 横 距 数论 和 分 析 两 个 领域 。 关 于 它 的 一 个 卓 直 
的 介绍 可 参考 下 书 
[4 Irrational Numbers, by I.M. Niven; Wiley, New 
York, 1956. 
本 书 除了 有 许多 历史 的 注解 以 外 ， 还 引证 一 些 杂志 中 论述 相当 初 
等 的 文章 ， 有 工大 超越 数 的 证 明 ( 亦 见 [53])， 以 及 “ 董 尔 芳 德 - 施 
奈 德 定理 (Gelfond-Schneider theorem) 的 证 明 ， 这 个 定理 是 
指 ; 如 果 a 和 5 皆 为 代数 数 , 且 9 取 0 或 1, 而 已 又 是 无 理 数 ， 则 虽 
是 超越 数 , 
到 目前 为 止 所 列 的 所 有 书 都 是 瓜 自 然 数 开头 的 , 但 如 果 必 要 ， 
一 开始 把 无 理 数 作为 已 知 的 当然 也 是 允许 的 ， 更 不 用 提 及 整数 和 
有 理 数 ， 好 名 本 新 书 提供 了 由 自然 数 构 造 有 理 数 的 图 式 ， 但 很 难 
相信 能 有 一 本 比 下 书 
[5 了 Foundations of Analysis, by 下. Landau; Chelsea, 
New York, 1951 
中 的 阐述 更 加 透彻 . 
附 莲 提 及 , 原 德 文 版 
[6] Grundlagen der datyaststfourth edition)，by E. 
Landau; Chelsea, New York, 1965.， 《有 中 译本 ) 
现在 通用 的 是 纸 面 的 ， 并 附 有 关于 全 书 的 完备 的 德 英 小 词典 〈 约 
300 单词 ) 一 一 这 无 疑 是 一 种 开始 读 德 文 数学 书 的 极 好 途径 ， 关 
十 构造 实数 的 基本 思想 乃 是 戴 德 金 所 引出 的 , 他 的 贡献 可 在 
[7] Besoys on the Theory of Numbers, by R. Dede- 
kind; Pover, New York,1963 
中 找到 . 
虽然 许多 数学 家 都 满足 于 把 自然 数 作为 自然 的 出 发 点 ， 但 数 
却 又 能 通过 最 基本 的 总 的 出 发 点 一 一 集合 来 定义 .， 集 侣 论 的 一 个 
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有 趣 的 阐述 可 以 在 被 称 为 
[8] Naoive Set Theory, by P. R. Halmos; Van Nostrand, 
Princeton, N, J., 1961 
的 易 懂 的 小 书 中 找到 ， 另 一 本 非常 好 的 入 门 书 是 
E9] Wheory of Sets, by E. Kamke; Dover, New York, 
1950. . 
为 了 使 厅 些 为 新 数学 ”所 折磨 的 人 能 癌 确 信和 集合 论 确实 具有 
某 种 数学 内 容 ( 实 际 上 , 具有 某 些 非常 深奥 的 定理 ), 这 或 许 是 有 必 
要 的 .应 用 这 些 深刻 的 结果 , 卡 姆 克 (Karmke) 证 明了 存在 这 样 的 
不 连续 国 数 六 使 得 (3 十 四 = 二 所 2) 寺 了 f( 引 对 一 切 x* 和 都 成 立 . 
对 于 那些 好 读 名 著 的 入 们 而 言 ， 我 们 指出 集合 论 的 最 重要 的 一 些 
概念 乃 是 由 康 托 尔 (Cantor) 景 先 引 进 的 , 他 的 工作 再 现 于 
[10j Cortributions to the Founding of the Theory of 
Transfinite Numbers, by G. Cantor; Dover, New 
York, 1952 
中 . 
不 等 式 在 第 一 僻 和 第 二 章 中 是 作为 一 个 初等 论题 处 理 的 ， 实 
” 际 上 它 形成 一 个 专门 的 领域 ， 关 于 这 个 领域 的 一 个 好 的 和 初 街 引 . 
论 由 
[11] Anolgytie Inequalities, by N. Kazarinoff; Holt, 
Rinehart and Winston, New York, 1961 
所 提供 ， 
几何 平均 值 小 于 或 等 于 算术 平均 值 有 十 二 种 不 同 的 证 法 ， 每 
一 种 都 基于 一 个 不 同 的 原理 , 它们 可 在 更 高 等 的 书 
[12] Tnegurlitiss, by E. Beckenbach and 及 ,Bellmani 
Springet, New York, 1961 
的 开头 部 分 中 搜 到 ， 关于 不 等 式 的 经 典 著 作 是 
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[13] Inegqualities (Second edition), by G.H. Hardy,T 
E. Littlewood,and G. Polya;Cambridge University 
Press, New York,1952，{ 有 中 详 本 ) 

这 三 个 合作 者 中 的 每 一 个 对 关于 数学 思想 本 质 的 稀有 文献 都 
作出 了 他 们 自己 的 贡献 ， 这 类 文献 是 从 一 个 数学 家 的 观点 出 发 写 
成 的 ， 我 所 中 者 的 是 

[14] A Mathemativiars Apology, by H. Hardy: Cam- 

bridge University Press, New York, 1940. 
李 特 乌 德 (Littiewood) 的 件 事 式 的 选集 , 即 所 请 
[15] AMathematician’s Miscellany, by ].E. Littlewood; 
Methuen, 1953. 
流利 亚 (Polya) 的 黄 献 是 景 高 水 平 的 教授 法 
[16] Mathemalics and plausible Rensoning, by G. Polya 
《Vol IT Induction ond Analogy in Mathematics: 
Vol, TI: Patterns of Plawstble Inference); Prince- 
ton University Press, Princeton, N.]J. ,1954. 

可 以 被 看 作 微 积分 的 背景 的 几何 掌 ， 乃 是 另 一 个 主要 领域 . 
欧 几 里 德 的 < 原理 3 一 书 , 仍然 是 占 支配 地 位 的 数学 著作 , 但 或 许 要 
延缓 到 作 了 某 些 淮 备 之 后 再 去 阅读 ， 关 于 “经 典 几 何 学 ?的 最 近代 
的 著作 大桥 是 

[17] Blementary Geometry from on Advanced Stond- 

Doint, by E. Moise; Addison-Wesley, Reading, 
Mass. ， 1963， 
这 本 深 亮 的 书 提供 了 卓越 的 历史 图 景 ， 并 包含 有 对 “ 阿 基 米 德 公 
理 " 在 几何 中 的 作用 的 完 分 的 讨论 ; 此外， 第 二 十 八 章 还 叙述 了 一 
个 阿 基 米 德 公理 在 其 中 不 威 立 的 有 序 域 ， 说 到 漂亮 的 几何 书 ， 各 
种 各 祥 有 魅力 的 事 都 可 在 
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L18] lntiroduction to Geometry, by H.S. Coxeter; Wiley, 
New York, 1961 
中 找到 ， 
几乎 所 有 的 几何 学 论述 芋 少 都 会 说 到 凸 性 ， 它 形成 又 一 个 专 
门 的 论题 ， 我 想 不 出 还 有 那 本 介绍 凸 性 的 读物 ， 或 者 那 种 一 般 的 
数学 实践 能 比 从 洋 到 尾 同 恋 并 证 究 
[19] Convea Figures, by TI M. Yaglom and W.G.Bol- 
tyanskii; Holt, Rinehart and Winston, New York, 
1961 
更 好 更 有 益 ， 这 本 书包 含有 精心 安排 的 一 系列 定义 和 定理 的 陈 
述 , 所 述 定 理 的 证 明 应 由 读者 去 补 作 ( 已 作出 的 诸 证 用 补充 在 书 的 
后 面 ).。 另 一 几何 书 
[20] Combinatorial Geometry in the Plane, by H. Had- 
wiger and H. Debrunner; Holt, Rinehart and Winm- 
ston, New York, 1964 
仿照 同样 的 原则 写 出 。 迷 局 这 两 本 异常 的 书 一 道 ， 我 要 提 及 一 本 
极 有 价值 的 小 书 , 它 也 属于 一 个 特殊 的 种 类 ， 
[21] Counierexamnles in Analyais, by B. Gelbaum and 
J. Olmsted; Holden-Day, San Francisco，1964. (有 有 
中 译本 ) 
这 本 书 中 的 多 数 例子 来 自分 析 中 较 高 深 的 论题 ， 但 仍 有 少数 是 能 
为 其 些 熟悉 微 积分 的 人 所 鉴别 的 . 
微 积 分 节 中 我 打算 只 提 及 两 本 ， 每 一 证 几乎 都 是 经 典 的 : 
[22] A Cowurse of Pure Mathematics (tenth edition), 
by G. H. Hardy; Cambridge University Press, New 
York, 1952., 
[23] Differential and Integral Caleulus, by R Courant; 
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Vol. [，second edition, 1937; Vol. I[, first edi 
tion，Wiley(Interscience}, New York, 1936，( 有 中 
译本 》 
柯 训 (Courant) 的 书 以 应 用 见长 ， 此外， 其 第 一 卷 的 较 后 部 分 还 
包含 了 一 些 通常 在 高 等 徽 积分 中 才能 找到 的 材料 ， 包 括 微 分 方程 
和 富里 衰 级 数 。 富 里 豪 级 数 初 步 ( 需 要 一 点 高 等 微 积 分 ) 也 可 在 
[24] An Introduction to Fourier Series ond Integqrats, 
by R. Seeley; W. A, Benjamin, New York, 1966 
中 找到 ， 柯 朗 的 第 二 着 ( 实 实在 在 的 高 等 微 积分 ) 包 含有 微分 方程 
太 面 航 附 加 材料 , 同时 包含 有 变 分 法 初步 . 我 不 想 所 到 任何 一 本 专 
门 致 力 于 变 分 法 的 书 ， 因 为 它们 (必定 ) 是 十 分 难 的 ， 关 于 微分 方 
程 已 写 出 了 数 也 数 不 清 的 书 ， 但 在 初等 的 那些 书 中 似 平 没有 一 本 
能 引起 多 大 的 热忱 。 然 而， 有 一 本 稍 许 较 高 等 的 书 却 受 到 普遍 的 
赞赏 , 那 就 是 : 
[25] Lectures on Ordinary Differential Equations, by 
W. Hurewicz; M.I.T.Press, Cambridge, Mass., 
1958, 
我 不 想 提 或 多 或 少 还 算 标准 的 高 等 微 积分 书 (它们 不 难为 读 
者 自己 找到 ), 因为 当今 有 一 种 以 线 代数 为 根据 来 改造 高等 微 积分 
的 整个 陈述 的 动向 最 时 的 一 本 ， 也 是 最 好 的 一 本 用 线 代数 论述 
高 等 微 积分 的 著作 是 
[26] Caleulus of Vector Functiona, by R.H.Crowell 
and R.E,. Williamson; Prentice-Hall, Englewood 
Cliffs, N.J., 1962, 
用 本 最 新 的 高 等 微 积分 书 力图 把 近代 数学 的 洪 潮 镇 域 端 给 大 学 生 
位 ， 我 中 意 的 当然 是 
[27] Catlculus on Manifolds, by M. Spivak; W. A.Ben- 
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jamin, New York, 1965.。( 有 中 译本 ) 

”有 三 个 另外 的 论题 , 它们 在 本 书目 中 是 有 点 不 太 合 适 , 因为 它 
们 很 快 会 作为 标准 的 大 学 上 生 课 程 的 一 部 分 而 设立 。 域 及 有 关系 统 
的 认真 研究 属于 “代数 "范畴 .关于 近世 代数 方面 的 第 一 本 大 学 教 
科 书 是 

[28] A Survey of Hodern Algebra(third edition), by 
G. Birkhoff and S. Maclane; Macmillan, New 
York, 1941. (有 中 译本 ) 
最 有 力 的 竞争 者 之 一 现在 是 
[29] ‘Topics in Aigebra, by 1, N.Herstein; GinnfBlais- 
dell), Boston, Mass. , 1963， 
幸 斯 坦 (Herstein) 的 书 打算 在 难 底 上 居于 <《 近 址 代数 概论 ?[28] 一 
书 与 下 述 优秀 经 典 的 著作 之 问 : 
[30] Modern Aigebra, by B. L. Yvan der Waerden; 
Ungar，New York，1953，( 有 中 译本 ) 
顺便 指出 ， 这 本 书包 含有 有 理 函 数 的 部 分 分 式 分 解 的 一 个 证 
明 . 
复 分 析 的 标准 教程 之 一 是 
[31] Complew Analysis (second edition), by L. VV. Ahl- 
fors; McGraw-Hill, New York,1966，( 有 中 译本 ) 
我 个 人 则 热切 地 期 待 着 下 书 
[32] Leciures on the Theory of Functions of a Compler 
Variable, by G. W, Mackey) Van Nostrand, Prince-~ 
ton, N.., 1967 
的 出 版 . 
最 后 , 拓扑 学 的 研究 以 前 昌 从 未 提 及 , 但 它 实际 上 是 许多 讨论 
的 背景 , 因为 它 是 在 本 书 第 II 部 分 中 扮演 显著 角色 的 极限 和 连续 
am 


疯 念 的 自然 的 推广 .现在 关于 招 扑 学 方面 的 初等 书 巴 有 许 客 ， 柏 
阅读 和 评价 它们 的 期 望 却 使 我 深 感 注 形 ， 因 此 我 只 打算 提醒 读者 
注意 到 它们 的 存在 , 并 告 诚 读者 它们 中 的 某 些 不 是 很 好 的 . 
下 边 的 一 些 课题 , 从 初等 的 以 至 于 非常 困难 的 , 都 包括 在 这 个 
书目 中 ， 因 为 它们 已 在 本 文中 提 到 过 。 关于 非 减 函 数 几 笠 在 斯 有 
点 处 可 徽 的 证 明 ( 以 及 这 确切 地 意味 着 什么 的 解释 ) 在 下 书 
[333 Functional Analysis, by F. Riesz and B. Sz. ~Nagy; 
Ungar New York, 1955( 有 中 译本 ) 
中 会 得 到 一 个 漂亮 的 阐述 .，( 继 这 个 初等 的 开端 之 后 , 读书 进入 到 
二 分 高 等 的 材料 . )T 国 数 有 若 一 本 全 然 致 力 于 探讨 其 性 质 的 精美 
路 书 
[34] The Gamma Function, by E. Artin; Holt, Rinehart 
tnd Winston, New York, 1964. 
所 述 性 质 的 绝 大 部 分 都 是 用 曾 在 习题 十 八 ，235 中 说 到 过 的 玻 尔 - 
莫 来 鲁 普 (Bohr-Mollerup) 定理 证 明 的 . 工 阔 数 只 是 数学 中 几 个 
重要 的 广义 积分 之 一 ， 龙 其 是 | e-"dx( 见 习题 十 八 ，27) 在 角 率 
论 中 是 重要 的 , “ 正 志 分 布 函 数 ” 
b= 如 由 
在 绝 率 论 中 起 着 基本 作用 。 下 过 的 书 
[535] An Iniroduction to Probability Theory and lis 
Applications (second edition), by W. Peller; Wiley, 
New Yofrk, 1957( 有 中 译本 ) 
已 经 成 为 经 典 著作 之 一 , 用 初等 函数 表示 某 些 函 数 ( 其 中 有 F(z) 二 
。”) 的 积分 的 不 可 能 性 ， 芒 是 数学 中 最 秘密 的 课题 之 一 ， 几 初 


等 函数 表示 的 积分 的 可 能 姓 的 有 趣 讨 论 ， 连同 不 可 能 性 证 明 的 
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概述 可 在 
[36] ‘The Iniegralion of Functions of a Single Variable 
(Second edition), by G.H. Hardy; Cambridge Uni- 
versity Press, New York, 1958 
中 找到 ， 并 可 参阅 刘 维尔 (Lioumyille) 的 原始 论文 . 关于 不 可 能 性 
证 明 的 完备 一 述 本 在 
[37] Integration in Finite Terms, by J,Ritt; Columbia 
University Press, New York, 1948 
中 找到 .说 米 也 怪 ， 一 个 有 美的 但 看 上 去 更 困难 的 问题 况 有 着 非 
党 简洁 的 解法 ， 有 一 些 简单 的 微分 方程 (y"++xy 一 0 便 是 一 个 特 
例 ), 它们 的 解 甚至 不 能 通过 初等 国 数 的 不 定 积分 来 表示 .这 个 事 
实在 这 本 (60 页 的 ) 书 
[38] An Iniroduction to Differentiat Algebra, by I. 
Kaplansky; Hermann, Paris, 1957 
.的 第 43 页 被 证 明 ， 不 过 , 为 了 说 读 该 书 你 需 槛 情 得 相当 多 约 代数 
知识 ，( 前 不 外, 刘 维 尔 定理 的 相当 于 代数 的 、 经 过 推荐 的 论述 已 
得 到 了 , 且 大 概 很 快 就 会 公开 出 版 . ) 
还 应 当 为 用 初等 活 数 表示 的 积分 法 稍 说 几 甸 话 ， 这 种 方法 许 
多 数学 家 视 之 为 艺术 (而 不 象 微分 法 那样 只 不 过 是 一 种 技能 1), 你 
可 能 已 经 发 觉 异 助 于 不 定 积分 表 能 加 快 积分 的 进程 ， 对 于 那些 乐 
于 查 表 的 人 们 而 言 , 有 一 本 实在 漂亮 的 汇编 
[39 Tables of Integrals, Sertes, ol Prodacts, by 1.S. 
Gradschteyn atd LW.Ryzhik; Academic Press, 
New York, 1965. 
它 包括 有 不 定 积分 , 广义 定 积分 ， 以 及 大 量 别 的 资料 (如 果 你 展 尔 
需要 第 34 个 贝 努 利 数 的 值 的 话 ,就 可 查 此 表 )。 为 节省 计 , 有 一 种 
纸 面 的 积分 表 
* 7 于 


[40] ‘Tables of Indefinite Integrals, by OG. Petit Bois; 
Dover, New York, 1961. 
剩 下 的 参考 书 稍 属 不 同 的 性 质 , 它们 分 属于 三 类 , 其 中 的 第 一 
类 是 历史 方面 的 。 曾 在 习题 十 一 , 4 中 说 到 的 许 瓦 攀 (Schwartz) 
的 书信 可 在 下 书 
[41] Ways of Thowught of Great Mothematicians, by H. 
Meschkowski; Holden-Day, San Francisco, 1964 
中 找到 ， 某 些 历 史上 的 事实 以 及 将 它们 纳入 微 积 分 教学 中 去 的 努 
力 , 可 参阅 下 书 
[42] ‘The Calculus: A Genetic Approach, by O. Toeplitz; 
University of Chicago Press, Chicago, Ill., 1963, 
有 关 数 学 中 方面 的 绝 大 多 数 教科 书 ， 盖 不 多 尽 是 些 既 浮 浅 交底 板 
的 作品 ， 一 个 令 人 和 钦佩 的 例外 万 是 
[43] An Inirodwuction to the History of Mothematics, 
by H. Eves; Holt, Rinehart and Winston, New 
York, 1964. 
三 本 学 术 竹 的 好 著作 是 
[44] History of Analytic Geometry, by C. Boyer; Acade- 
mic Press, New York, 1965. 
[45] A Hisiory of the Calculus, oand Tis Ooncepiual 
Development, by C. Boyer Dover, New York, 
1959, 
[46] ‘The Mathematics of Greal Amateurs, by J. Cooli- 
dge:; Dover, New York, 1963。 
一 本 近期 的 著作 
[47] The Role of Mathematics in ithe Rise of Science, 


by S$.Bochner; Princeton University Press, Prinee- 
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ton, N. J., 1966 
在 数学 见方 面 提 出 了 哲学 上 的 思索 ， 其 作者 异常 渊博 的 学 问 在 第 
一 流 的 数学 家 当中 是 格外 令 人 难忘 的 ， 最 后， 原始 史料 的 节选 
可 从 
[481 A Source Book in Moathematics (2 vols.), by DBD. 
Smith; Dover, New York, 1959 
中 找到 ， | 
这 贞 所 列 的 大 量 的 书 或 许 容易 使 人 感到 有 大 基 可 用 的 历史 资 
料 。 昌 然 数 学 的 真正 早期 的 起 源 正 受到 景 周 窗 的 检查 ， 但 却 似 乎 
没有 人 更 多 地 注意 到 微 积分 的 起 源 ， 例 如， 要 和 弄 清 是 谁 第 一 个 证 
明了 中 值 定 王 几乎 都 是 不 可 能 的 (按照 Bneyklopidie der Mathe- 
matischen Tissenschaften， 第 二 着 ， 是 邦 内 (Bonnet)， 邦 内 
的 名 字 对 于 学 过 微分 几何 的 学 生 们 由 “高 斯 - 邦 内 定理 ” 乃 是 熟悉 
的 )， 同样 地 , 几乎 每 一 本 历史 书 都 告诉 我 们 ， 瓦 利 斯 (Wallis) 用 
一 种 “ 麻 糯 的 插值 法 "证 明 过 瓦 利 斯 公式 ， 但 几乎 没有 人 拒 心 这 种 
插值 法 到 底 说 的 是 什么 ， 尽管 它 已 灌注 到 了 欧 拉 的 三 冰 数 (连同 
解 习题 十 八 , 26 一 道 , 其 叙述 已 在 << 微 积分 > 补充 题解 > 中 给 出 ) 的 
骨 究 之 中 . 
在 这 最 后 的 一 群 书 中 的 第 二 类 可 以 称 之 为 “通俗 读物 "， 尽 管 
< 组 约 时 报 3 的 社论 是 这 么 说 ， 但 仍然 有 数量 多 得 惊人 的 由 真正 的 
歼 学 家 所 写 的 第 一 流 的 东西 - 
[49] What is Mathematics? (fourth edition), by R. 
Courant and H. Robbins; Oxford University 
Press, New York, 1947。 《有 中 译本 ) 
[50] Geometry and the Imagination, by D. Hilbert and 
S. Cohn-Vossen. Chelsea, New York,1956, (有 中 
译本 ) 
= 了 


[51] The Enjoyment of Mothematics, by H. Rademacher 
and DO. Toeplitz; Princeton University Press, Prin- 
ceton, N. J., 1957. 
L521 Famows Problems of Mathematics(second edition), 
by H. Tietze; Graylock Press, Rochester, N. Y., 
1965, 
最 负 胜 吉 的 “通俗 读物 "之 一 , 是 与 数学 教学 有 关 的 书 
[53] Elementary Mathematics from an Advanced Stand- 
Point,by F. Klein(vol, 1. Aritimetic, Algebra, Analy- 
3ia; Vol, 2: Geometry); Dover, New York, 1948. 
其 第 I 卷 中 包含 有 的 超越 性 的 一 个 证 朋 , 虽然 不 象 [4] 中 的 证 明 
那么 初等 , 但 它 却 是 直接 类 比 e 是 超越 数 的 证 明 的 , 只 是 用 复 变 数 
的 线 积分 代替 了 那 几 的 积分 而 已 。 只 要 知道 复 分 析 的 基本 事实 便 
可 以 阅读 此 书 . . 

第 三 类 是 完全 相反 的 一 个 极端 一 一 头 始 论文 。 这 儿 所 四 到 的 
困难 是 不 容 忽 袖 的 , 我 只 有 勇气 烈 出 一 篇 这 样 的 论文 ， 即 第 17 部 
分 引 语 的 出 处 ， 它 甚至 不 是 用 英文 写 的 ， 虽 则 你 确 有 选择 外 语 的 
自由 、 原 法 文 文章 刊 于 

[54] Oevvres Commetes dAbel: Christiania. Johnson 

Reprint Corporation, New York, 1965. 
它 最 先 以 德 文 译文 出 现在 Journat fiir die reine und CE- 
qdte Mathematik(1)1826 中 ， 还 有 一 层 困难 ， 这 些 参考 书 通常 只 
大 在 大 学 的 图 书馆 里 才 会 找 得 着 的 ， 虽然 如 此 ， 但 研究 这 篇 论文 
可 能 会 具有 和 这 里 提 及 的 任 一 其 他 读物 同样 的 价值 ， 其 理由 已 经 
由 阿 贝 尔 自己 说 明 过 ， 他 将 他 的 渊博 的 数学 知识 归 因 于 他 读 了 那 
些 为 教师 而 写 的 书 , 而 不 是 那些 为 学 生 而 写 的 书 . 
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